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h 0!: n:lrd das A.xian oc der b-sdington Ausuahl. das 1942 von

Be ys oingcf&bft wrde, femslisiert. Das Axiom DC besagt, daB

nf jodo ‘Relation T, deren wertsbaoreieh W= {y: ax(x'l’y)} im Defi-

uwah:nich D= {xtay(ﬂ'y)s liagt, und fiir jedes x, aus O aine
lga (2“16“ nit xg- 0 und z Tzi 1 ﬂ.‘tr alle s,em existiert.

Axiom DC wird’ .tn der analytischeﬂ Tepo}.ogis ham‘ig anutalle
‘aligalttrun Mﬂﬂhlﬂxzeﬁs augamndeto T

i ,»m;‘ t""a Fid m—stalli e Attribute _ '
-;}ﬂuﬂf /\ (-Fiﬂifh) - /\ (n (A a}e-m (A.B)}) {1e {1 2.1 4}) o
"'} 1&{ aiﬁe Fumuliarung der vnrallgmeinerten Kontinuumhy-

se GCH 11: Préd:tkntenkalkﬂl mitar Stufe. GCcH sagt aus, daB
.wtaum Hmﬁfaigu der trmsfinﬂea H&ohtigkeit M die
:e:\gkeit 2’“’ ist, doh, dio Mﬁchtigksit def Patenzmenge einer

ge der H&ehtigkeitlu Mit d:lesqr Hypothese . basch&ftigtan sich
;‘a.rr,v Hilhqn, Gbédel, Co_ben UoBeo Li.néaabsum_ und Tarski behaup-
an 1926, daS BuUs aér ‘v'ersll;gaﬁnltnsrténrKé-n«tinuumhypotheae GCH
Aumhlaxm folgto Der Bmuzs wrde 1947 von Sisrpinaki ge-

fif' s

B nqr ﬁwh}erdm&qg__gatz far n-atanige Attribute
ﬁf /\V '10(7;4\) .

. kann als wghlerdnungssntz des Pradikatenkalkiils zwelter Stufe

traahtet mrdeu. Der w:ahlerdnungssstz wWo, nech dem jede Menge
mﬂaat werden kann. vmrde var 1904 els selbstverstandlich
‘ ehen und chna Bedunken angemaﬂdeto 1904 bewies Zermelo, daB
us dim kasmhlaxiom folgt, D:.o Umkehrung gilt ebenfalls, d.h.,
af ﬁﬁr Muivalem zun Augwahlaxioa ist.

Z Wrg}.aichbnrkeiusatz for a-ﬂalu.ga Attribute
“of /\ ([A B] v [B<A.]) ’

t ti.ae Fomulinrmg doe \’nrgleiehbcrkeitssafzes VS im Pra-
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») Die 'Henkin-$truktufen; die in den Abséh#it-tén :I.innd 5 dés Kap, .
V untersucht werden, sind Modelle mf‘-,mu);“ 4 und far Lbi bzw,
fir L,‘s-'a’l und ZL:[‘ : = ' 2 ey '
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Mehr dazu in:

C. Gafiner: The Axiom of Choice in Second-Order Predicate Logic.

Mathematical Logic Quarterly, Volume 40, Issue 4, 533-546 (1994).
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2.2, Die Stdrke wvon Ch gegenabar ainigan Auawahlpr‘inzigien

i Merung van n und m

! glaichungen 1 E 1 i n und 1 5 k = m arfullt.
jann sind falgende Auseagen aus ax(m -blaitbur'

chn'm' - ,Chl'k i
Ch . L=> IChn'm >
wels: Es gelte 1§ IS n und 1‘5 ks =,

a) Z sel eine belxebige Henkin-Struktur._in der die Aassage )
n,m Wah‘r 1St.

o sei ein l-stelliges Attribut ausz und E" ein (-hk)-st‘alligss

plek
tribut ausz der Wert Wartz(xerl(ﬁl’k,A ¥ fz< o >)

ei'wahr.
s seien :
1-3?)' = Alx x. Axsrx" A\ e A'xv"‘a-x‘ -‘m‘\é'
% Df el 1 1+1 b/ n-1 Sl
'(R1+k;;'?) ’Df Rl kxl...nlyl...vk VAN xlﬂ xlii A--t/\ ltn.f# xn‘

/\Vk Yk’i /\--- /\ \/n_i Yma : “
ist leicht einzusahen, daB fir die Attribute ;

. 'AttZ(H(Al'.i_) 4 z< >) und T e
550 S qlek o h A
Attz(n',(-al*".i"."ﬂ LR >} nea .
Wart Wer‘tZ(Kor (R A) fZ<Q oc>) wahr‘ ist. Bemzwfalge axi—-
stiert in 2, fir & und 8 eine Auswahlfunktioné Es sei

t- Attz{Sxi..-xlo..xlylonyk-.-yk. xz,.nv,xl,yi' ls»,yk §<é> ;t
-: fﬁr 3Bd36 (Ei,-n-,él) aus o das n"Tule (Eipacwrél‘m-ufsx‘)
43 Ocist umi folglich ‘genau ein (7(1,...,7(31 existi.m't, ae daﬁ

une Ausuahlfanktion faroc'. und e £ THd R R ;:f
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: . S ek i,
Es seien I= IN, 1%- Perm(I) und':)'a 30(1). Bam't gilz dat" ‘ i

> 1;1¢° Z(I Lg'}) ist eine Henkin-Struktur’. £

Mehr dazu in.
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: : - 52 - |
¢ 41 Z(I %,SI) ist eims u.num-sstruktur.

s t .2:5: 2 (T g‘J) € reiodia(c»ai 1)
mciss Of.-uc:l oin h.ttribut aus I, (I, %G}, P sei ‘ein Attribut aus

(I‘,%‘J}, und es gelte ﬁcartz(mr (R A), fz< Y= Wo

h nn lxistiart in'J eine Menge P, fir die sym E) ?@P) gilr.
Mgrmd der Varuussetzungen gilt dann auch syn (X)) = %(P), AuBer-
dem wu.stiert ing .in Q,-ia F ein f und eine natt:rliche Zahl k
g €AY - das pgj -ea.q]] U, it

Ee mé felﬁmde Fille maglich:

{x) qefu_k, d, h., far ein 1. q €Ly gilt f(]. Y= q.

3 xx) Es qxiatlert ein 1 elk mit qejf(l ) f(l [

' sel mm aim Aybbildmg aus F, die im Fall (x) gleich f ist und
_ e im Fall (xx) auf by - [ }gleigh f tet und 1, auf g abbtldot,
'a ta: leicht tinzumhan, daﬁ d.ta C;leichung

£ f }"Lk-}-oo.ﬁy- " -]-00*.‘44]] und demu auch P =:| oo,q]u(f 3 L,
lt. ‘Es sei weiterhin zl az" o 1: 1q<”' lv 1a lq.}.

‘— : ;&1 Sy= H x(] oo,q] v f"Lk) und s, {}x‘(fq)"z’{q. AuBer-
d m sel S= Siu 82‘ | , ‘ 2}' L Bia. .

3 r. .:‘]edgs 8= “‘.1;."2')‘ agsfs -wi_és'* ]f(sz) ik o)[ e é1= 5
und s* seien aus S,, und es geltes ¥ s', éi""'é o CRRRRRT

:l;en Indi.vj.duen aus P, mit Ei <..,<§ und 7, <...< R

1..0..3',,7{71.....7',. seien Individuen aus Foy mie £2 u.<gr.
?1 40-< 7?',.0 Dann sxistiert analog zum Hilfasatz 6 in [3]
(s. 145) 4n %cr—'; eine Permutation 7T mit TEL)= Dyrenes :n(ér)= Rer
T 1}-?1,...,’}1(2‘_.): 'f(r. denn sewchl P als auch P . enthal-
ten kcin Element wvon P, auBardam sind P und P « disjunkt, - (A)
r:" ruus urird P fﬁr ;}edoa 8 aws s _durch ;}odes T aus LX(P)
_j ; sich &bge&ildat. . ol 5 P (8)
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—59-'

Dam'r gilt fur alle &, fg'z)e P_ die Beziehung 77(&1 Eo)= (&, ,g,,
srden g:tlt
prg=t 0 (Ja,eoD?re Iﬂ'ﬂ"(]q,“’[) 11 mﬁ tJa0of))?
= 1 N(faoh?= 71, .
ng analog dmzu fir 3edes q eQ auch’)‘{ P2 ,npz

9,9 QQ"

PL U s ) T -
Ob- Pq u qu 'GQ qu,q' I gilt, arhélt man OC = X, Folg

\ ch gilt symy(o) = (ﬁ(P 3} und damit oce.:li(:t (gf}).
Lfs atz 3 : Fﬂr heliabige ot,eatt (I) und q €0 ofolgt aus

aymg{of.) =[g(P ) die Richtigkeit von@(oc,q)

1&: Fﬁr ein O(.Gattl{I) und ein q€Qpg gelte syn (o) m%(P Y

w:lrd nun der Fall anganummen, daB in OLﬂPi ein @.1'22) exi=~
iert. (El Ez;e P‘l sed baliehig. Wegen q <5g‘2< éi und q<< éz
;Et existiert in %(P )} analog zu dem Hilfssatz 6 in [3] {S.115)
8in JT mit f{ﬂ)(éi)- Ei und ffﬂ'r) (Ez)a &2. Also gilt (é‘l éz
;Wiégi 2)60:und damit P:l. cCXo Es gilt deshalb qu ?oc oder

p: ‘f'\ = @, falls die Ammhme falsch ist. _

f gleiche Weise kann fir jedes q eQ gezeigt werden, daB

, =
qqa = ¢ oder P2 ocnpgut.

zufolge gi}.t @eoc{,aq?.

aus felgt ™ . : :
_atz'__ Az 3 (; cgﬂ)a {oc: OCGatt {1) &Elq(qeooo &é(oc.q))}e

Satz 3. 5: . tgﬂ) € Mod fVSx) :

is: o(.und/;‘ seien beliebiga Attribute aus J, (I (gf})

.

- axistiemen in. ro, eiﬂ qo(’und ein qﬁ, so dad symy{O0) =OJ(P
ne a’yﬂq{/@? g{P } g&ltm‘ foaﬁsichtlich gelten dann fir
qod /3} ebenfﬂl];a dia Eazi&ﬁungen s.ym ) = (g(P ) und

] wmm.
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-~ 6D -

T ecitn rouﬁd % Toilnengen ven Qq, und es- geltex

U P2 s = Or.und U P2 a* =
qt’e-q vﬁj-q : q'€ Qﬁ q,9 ﬂ

U P2 _,=pund AN U .
'em-c:)"q = ﬁ»qecq-%yqq

E- und Qg ind nach Hilfssatz 3. 3 eindeutiy bestimt.
ar XG{OC /3} seian -

_’.‘y)'ﬂﬁ X (jéj.q- g, 3 2

2())"0¢ Ptq = b’

(X)*D'f Xm ge e _Q.«Q'n g s

1 q

(,}r Oy # P & U Pz ;a-'

_,__ grund ven Hilfssatz 3, 4 sind fir Oc und /3 diese und nur diese

3] 'e und s.B.dvo nur dia Aumsriarten Konbinationen méglich:

‘ @zw)’@;%) &, (8)38,(8) |3,49053;(3 [8,(3)a3,(3)
s, 3 i TR M TS
Tl Bamamans 7.
= I ' 8, 9,
e s e | 0,

m zeigm, daB in allnn Féllen eine Injektion von o in/d T

ZWo von,G 1n0c. exiatier’t, werden zunichet einige Injektionen

chtet. nt.t Niifa derer d:te g-wanschten Attribute definiar-

r Lsind : '

Zieatt {I) sai etm beliebigﬁ Injekticm von ocf'\P in,@(‘\ P
wgshahrt. Dann gilt wegen ayn%{‘zi; % (P ) 2’1e32{1 %U)

,“ sei. aim Iﬂgektmn von Qmm % bm wm % in: ch,' Fiir

» {I} gait# ((El,éz) {7('1,‘72)}6 %, genau dann, wenn
?2 md &a 7(1. T2 iat qrffansiahtlich eine Injektion von

Paq q: sm 'g %!’Eq’q bzm. thgtkehrt. AuBerden gilt sym

%‘72
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e G T - ;7: %

IertZ-(Sup(z B,T.A), fz<c 8. Oc>)' W g:.lt. so gilt CeM(L)uﬁ
-(3) Wenn o(; j ' “gilt, sa besitzt 0:1 ein msximales Element.
Fir g, g' und £° seien dia Vomu-ag_utz_ungen von (1) erfillt, Dann
sei JT die vbgmuza::.ion ww;'nj i_‘, 80 'da§ Tr(é)- 2', und 77( & )=2.gilt
und dsren.-ﬁinﬁah.?'ﬁﬂkung' auf IA- {é é’} - eine identieche Abbildung
ist. Offenber u: T aus qm(u), AuBerdem gilt j1(g")e gé"; Damit
sind {1a) uml {le) weganac. ot und‘zms‘z’ klar. Gilt (E "&)G‘Z‘-
so0 gilt auch (ﬁ{é},ﬂ(é })= (E E;ecz', woraus Ez= E ‘folgt, weil
Q’antiaymetﬂwh ist. Also g:!lt auch (1&:}. :
ar 3 und (= (C:l ,{_’2.(:3) seian d:lu Voraussetzungen von (2) erfiille,
':, uird nun angamuen. dssc; = M(L)up gilt. £ £y k) sot
ein beliabigns Individuum aus . Da z nie.ht aus 3 ist, nud die Un-
9 lcichung C# Ega}.!cn. ﬁagnn {1&‘) ‘und (E,C)e‘z ist dann segar
e SR | S
saiC “:11‘:2-‘:33 4. n.gen (:u,) gilt (c ) @7 und danit :
<’ éﬁ. miIC das Supremum vanﬁ inOC ist. Wegen (%) und (ic)
gilt mber mit (E,C)E‘Z’ auch (E,C')G‘Z’ fiir alle £ aus /3, «F—‘elglich
1x {C,C )6‘2:’, vteilC das Supram venﬁ inoc ist und weil (o%
-« {1ia} zuocgnﬁart. ‘Das ist ein #idsrspruch zu (1b).- Demzu-
olgo g:l.lt (z)a ; ‘
Es seien mm d:ta meusaeczungen van {3)0 erfillt, Dedes Attribut
'\_ aber 1, das ain tttalgnerdaetae Teilattribut von °"1 ist. gehért
segen syﬁ B) = ({H(h}l}_zu‘za Iatﬁ nicht lesr, co hat 3 nach
rgm;sotzung‘ AnoC pin’ Suprenum, nelchas aufgrund der Bezishung (2)
M{L}u,@’ damit sogar zu cxr\(n{l.)uﬁ) und damit zu Oy gehdrto
.:Lt bss:t.tﬂo:i Mgmnd daa Zurﬂs«chen Lomal) eiu uex:l.:aias ;
_mn: mxm ,a 2 gile. Alse 5111» auah ) |
ane sind falgmi. Falle n&glictu |

T da_r_ M-tathmrxe :
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e

m 1.: mg'e,s' folgt, dak/° =5 “‘{21} {o,”a,gj}xm)
t lm 1&!’; Mardem enthalt das tntalgeordneta/& wegen (1b)

-ngcmﬁ N H(L)s 9 héchstens an‘l Elements, Damit hat 3 °

T.A im g’u {é éZ‘EE} das nach Dafinition von 3" zu /3" gehort.
g&}.: énm'; ab&r (E E )e'z.’ und (E ,C)EZ'Z; woraus (é CYET
S,gt. Dns 1st edin m.derapruah. g

: ' ?;..t Aus. 2. felgt far ' und alroée[j" die Beziahung (E.C")ex
ldanms {(‘;,(;')e?,', milc das Supronum vun/s" inQ, ist, Das
ahﬁf ebmfnlls e’in Widers«pmh Damit ist dia Annahne, daB/S"

_ 0& ein Supramm hht, farleeh‘ﬁ" hat dann aufgrund dar Definition
0’2 abar anmh kein Suprm in OG. Qas ist aber ein widerspruch
Wmnexzung.. ‘Also ist d:}.n Annahme, da&oc  kein maximales
Lame at blsnzt*. falsch, : ' '

‘ besitzl ¢mmh tin mximles Element, welches glnichzeitlg

: »amtiﬁeles Element ven OC ist, ?

n. ist 24, in J(I, %‘3‘) wahr,

stz S.31 Z(x,cgm € Mod, (L, ). |

szOLui ein Attrib;? aus Jl(I,lg‘J}. das inz totalgeordnet

o 'n karm. [ :oi oi.n Attribut aus J (T £g‘3), das eine Total-

yrdnung in o ist. i aai ein Eltment aus IL. so daB eyn, () -%(M(L))

t‘ fomtiehtl:tehr gilt dann auch symn(OC)" -Q}(M(L)). Analog zum

zten Bewels gilt far zwai IndividuenC = (o} 'CZ‘E )} und’

- = (Ca":zv‘:z)v $or. die kein 1€1L it G, )=G , existiert,

5 oc«:a-oczc yund
fC,f‘)e‘z’ gcnau dann, wenn C Cs gilt.

-- - e0ll nun gezeigt werden, dab Ot_g M(L) gilt. Dazu wird von der
ahme nwegng«mgen, daB oc = M(L) nicht leer ist, Sé = (& 'EZ’ES
ein E].ament von & - M(L). Wegen (2) gilt dann fur

. {ﬁ'se--giz,"- mit 23 ,Ké:,s ebenfalls die Beziehung g'e o= ML),

Qn»(o.) ‘gilt aber weder (E‘,g" JEZ noch («E" ,é‘)e‘& Das ist ein

. erspruﬁ‘h dazu, .qéB Z eine Totalordnung in ™ist, Also gilt
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== M{L).
» 7z sei eln bsliebiges zweistelliges Attribut uber' I. dars ew
Wohlardnung in OC ist, Dann gilt e M(L) und dam:l—:t uym ?23_.
(ML) Demzufolga gahﬁrt?) 2ul., : i
Damit ist Wi, in (I,% 3y wahr.
Satz Sod: Z‘(I tg,‘:() € Mad, («MG(4)1 1)
: Beweis: Ea sei h eine bijektive Abbildung von IN auf K, Eine sa}.- :
' che Abbildung kann mit Hilfe des Canturschan Diaganalvgﬂqh- o
'rens definiert werdenq : : :
Es sei x=. W und Q das zweistelliga Attribm' Dber I,
- das genau dann auf ein Paar (Ey Ea,és) (7(1,7?2.7?3)) zutrifft,
 wenn Ei" 0, égﬁ Q tmd h(EB)“ {721,7?2) giltc 1 sel die fﬁr jadus ;
:elN durch 1(i)= 0 definierte Abbildung von IN in /N, Es ist lnicht
_ainzusehen, dal fir die Mange {1} dis zu IL gah&rt.,_ die Bezin- ‘
"hungen sym (OC) ?%(M({ } }) und aym%(g) -(g(M({ }})-g,eltano-D;#tf‘
Agehoren ¢ und ¢ =zu % : o5 :
_'z’sez ‘das zwe!.stalligs Attr:&hut dber I das genau darm Bﬁf ein :
Paar ((Eq&00E5): (74472 7?3” zutriffc, wenn E,= €o= 731 ?2' . ,?’"d :
732 23-51 gilt. Wegen syn(g(t} -%{M{{l ¥} gahér'e g zuZ Offan-

',sic'htlic:'h gilt farg = (0,0, e) WertZ(NZ{xQ,‘T,A) ‘Z<E -
o

=W, Damit gilt auch WertZ(Korw(R,k) fz< = W.
E3 wird nun angsnommen, .daB fir OC und Q bzgl., der Endlichkoita-

definition F1n4(c) eine uultiple Auswahlralatian o] existiert dia

> 3
Zu Z gehortq L= {11....,13} {i= 1) sed ein Element von' u., S0 daB

'symg(d) =%(M(L)] gilt. Die Menga J= { } U { J,(j)} ‘enthilt

hichstens 3 Elemente; d.ho, daB gin J mit j°€ 3 und (3,3 }GK-:: 4

'exiatiertg Das bedeutat dann absr', daB {(j j°)}x IN und M(L} dit-
Junkt sind, ' 3 : "'(ni '
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Alse ist GCH(2), in Z(t % T3 mhr, :
suz 523= Z,'(z %‘II} € Mod (Lwi). s
Baweis: CCsei ein belisbiges Attribut aus 31(1, .‘:{), tias :iﬂ Z ‘
otalgeardnet werden kanng ‘3‘ sei ein Attribut aus 3 (1 g‘j), aasv
ine Tcrtalardnung in OC ist. M sei ein Element van <w(l=N). so dag,f..
'quffz) =%{MX K) gilt, £s sei P= MX Ko . ‘
X trifft nur auf endl:.ch viele Individuen va zu. Um des zm
: igen, wird von der Annahme ausgagangen, dalB oC auf unandlsl'sh
viele Individunn zutriff;n Dann trifftoclaocf\r ndaroczsa.f\r‘
auf unendlich viele Individunn ZU,e Demzufelge muB einer der bei~
den folgenden FaLla arfullt sein: : :
e) Es existiaren 1nQ£2 - P mi Individuen é @_. éz} t.md
£ G E e g #z-," wnd (&' £rIe e L
) Es axistieren inocy - P zwe:l :{ndividuen g und g" mit é ;ffé‘ g
und (E' ET)eT, : .
a): g sel ame Permutauon Vﬁrn W, es gel’n---.'jl’a{g’_)==é‘;lL
0@1)' é1' und die Emschrénk:mg von Jr, auf IN - {(El’ SR
eine identische Abbildungo 7Té sei fur alie él aue N - é!.' é&}

die idant:.sche Abbildung von {2 3} 71'&1 sei ﬁ:r 551 aus {éié'}

eine Permutation ven {2 3} und durch die Gla;ichungen 7’(;§ (ég)s éz ;

und'JTE ({;2)= éz defim.erto T sei eine Parmutatian von I und fur

alle (El,éz) aus I durch W(éi §2)- (ﬁo(gi)m‘é (éz 1 definiart. :

Dann gilt T(E')s €* und JT{E )= é + AuBerdem ist JT. ausag{P)a Dem=-
zufolge ist mit (é é )€ 2 auch (& %_, )6‘2’ erfullt. Damit’ gilt

‘= E s weil antisymmetrisch ist, Das ist ein Widerspruch Des-
halb kann der Fall a) nicht aintreteno :

Auf &hnliche Weise kann gezeigt werden, daB der Fall b) nicht
eintraten kann, Damzufolge ist die Annahme, daB OCam‘ unendlich

viele Individuen zutrifft, falsch,

Also ist oC sndlich, Das bedeutet, daB ¢ nieht nur Tota’lor’dnﬁﬁ;g,



Christine GaBner: Das Auswahlaxiom im Pradikatenkalkiil zweiter Stufe (Dissertation 1984)

-84&

sondern auch thlcrdnung in OC ist.

Damit ist LW, in 7212 %3} wahr, _ : o
Satz 6.4 2(1,033)5 Mod, (L0, 5 il PR S
Beweis: Es sei OC'= L Wegen sym (') = % gehort X! zuz Is: letz- E ‘
ten Boweis wurde gezeigt,. daB Jedss einsteliige Attﬂ.butcc ausZ:
‘fﬁ-r das inZ gin Attnbut existiert, .das eine Tatalﬂrdﬂung 1h0L :
E! at, nur auf endlich viele Individusn zutrif?"t. Alse md.s*tiart § . e
' kein Attribut, das eina Totalcrdnung inod ist, wailOU éwf B
; dlich viels Individuen zutrifft, : .

: mzufelge ist LG, 1n (I c},‘J) falsch,

: Z(I tg’S) € Mod (-.vsi)e ;

ewaisg- Es sei O = T' und ,éc' . Wegen sym%{oc) @ [g — syn%{IS)

, % gehoran ocund B zu J (I,% 3)0 Es wird -nun angsnammen da!.’z m

:3: 6’53

D eine Injaktmn < von O¢ in /3 oder von ﬂ in OLexistiert. ¥ sei
ein zweistelliges Attr:.but iber I, und es gelte Y= fails i
s ne Injektion vun OC-:Ln/G 1st, und Ve {(g 7{): ('7 §)€’Z} falla .
7 eine In:}ektlon von /3 in C.ist. Offensichtllch gehért mit

ch‘U zZu Zo M sai ein Elament vuq P<w(w)-, so daR .sym v)? ¢

(11 %) gile. ' CorE A R o

” ist aun eine Ingektlan von der Menge {758 {E 37((; 7{)6 U)} atif‘

die Wengeﬂ {7? 32((& 7?)61? )}. Babei gilt O¢= OU'. oderB=B*, je
nachdem ebfz’ eine Injektion van O(.inﬁ ist oder ob & eine injaktion
von/B in OCist. Also ist die eine der Mengenoc' undp uneftdlieh

nd demit auch die ander'eo '

. sei?{ = (’71 ?2) ein Individuum aus[)‘ (M"K)o Darm existier’t

in é' mit (g, 7€V und é €', Es sei 726{2 3} {?2} ’7"

¢ 1,7?2) gehdrt ebenfells night zu M XKD Dsmzufslge gel’;ﬁrt dia i
_‘rmutation Ty fur die die Einachrénkung von IT auf I-( {7(1} { })._
ine identische Abbildung dst und ﬂ{?{ )- 7{ und ﬂ(? )u 7( gilt,

OJ(M XK)s Dahig, daB nieht nue (é 7 )eu, sondern auch (% 7" )

v gilt, Folghch kannv keine Injekt:l.tm venoc‘ in /3' eed.n. :
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Das ist ein v‘h.dersprucn. Also muf die Annahme falsch seiﬂg o
Damit ist VS, in Z(I %,3) falsch i _ e Lo
Satz 6,63 Z‘(x l)g,‘J’) € Mod (-.ACG’*SJ)‘, : :
Beweis: Es sei &= T, [ sei das zwei.stellige Attribut uber I, das
genau dann auf ein Pasr ((E),£,).(7.7%)) zutrtfﬁt. wenn {-_. - ,
Ei“?l' §2= 1 und 75€ 12+3) gilt, foens:.ch.tlich g:i.lt sym X} q

und symg(g) = % Damit gehorenOC unfi g zuz Mt&erdm gii}' "

:Her:Z(KorDiSJ(R AY, (g oo/ = W Trotzdem existiert :l.nZ keina
Auswahlfunktian fiir oC und fo Um das zu zeigen, wird von derrAn-r e
nahme ausgegangen, daf& d eine .ﬁ.uswahlfunktion furOC- und 2 1at. d:Le_
zu ). gehdrt, M sei eine endllche Te;lmenge von IN, so0 daE ay (d; e
%(NXK) gilt. g'= (éi'“ sei ein Individuum ausO(- (% K)o -

V_nn gilt entweder fir 7'e (E,+2) die Beziehung g 7( )Gd ader
fir p*= (§;,3) die Bezishung (£', 7" yead. Fir die Permm:a:ion"ﬂ von
I gelte 'JT(7( )= ® und 9T(7Z )= ‘, tnd die Einschrénkuﬂg vnﬂ‘ﬂ'auf

¥ - ({él} {2 3?) sei eine 1dentische Abbildung. Offenad@chtlich
‘ehort T zu %M XK, Demzufolge ist nicht nur eins c{er Bez:,ahungan
g, ? }66 und (é Ve )6(5 erfiillt, sondern ss sind beide Bezie-
hungen erfilit. : : 2o - ; e
Also kann d im w:.derspruch zur Annahme keine Auswahlfunktion aain. !
mit ist Acoiei in J(I, qi{) falsch.

| Z'(I %‘J) € Mod (-.Kw-;sc1 1)e

Bewels : O und g seien die im letzten Beweis definlerten Artributeo,

I Q fir jedes {§ aus O(,genau auf zwed Paara aus {é}xl zutrifﬂ:
st jeder Selektor fir oc und E sogar eine Auswahlfunktiong BDa aber
ur oL und Q in Z keine Auswahlfunktion existiert, existiert fur o :

nd Q in Z auch kein Selektor,
damit ist KW-AC, q-in Z(I %S} falsch,



Christine GaBner: Das Auswahlaxiom im Pradikatenkalkiil zweiter Stufe (Dissertation 1984)

o 86 =
7. Es sei Iu MIQ. Darm st S v
‘}' {mﬂ EFsm{I} b ra
_ a.veiegi en “>3’”g enéie Permn = «q;

eYE g0 ~>m(§,,g2)- (gi. £ (égmn}
eiae Gruppe ven Permutatianan von I.
rarﬂ' 3 gx) gilt der _ )
Satz Za1z2 Z(I,%S) ist: eina Henkin-ﬁtrukturo e
gatz 7, 2?-_ Z‘(r,{g‘:ﬂ) € Mod, (GCH(1), ). ‘
;Beueis: Es . iat zu zeigan,' daB fir jedes geinstalliges Attributoc
inz Fin (A) oder (/\ (H (A B)<—>H (A B)) bei Belegung von A
faitO(owa-hf wird, : : ; :
‘Es wird im fclgandan gezsigt, daB fir alleOcaus 3, (1 (ﬁ?)

‘?tertz(len,’{A) fZ<O‘->)’ W giltu Dabei wird van der Annahme aus=-
gegangen, daB in 3, (I, (gﬂ) ein QG mit

WertZ(Finl{A) 72-‘<o¢>)- F axistiarto Dann axlstiarr also in
3,01, %.3) eine I’n;aﬁkrion 2 vena, in ein echtes Teilattribut von

.

DG. Dag ist aur mogiich wenn fitr unendlich viele Individuen é ’/?
auaoc.aus (é ?{)G‘Z die ursgleichung éf’lz iﬂlgt.v :
Dann exiatiert 4n 30(1) eine endlicha Menge P, fur die die Bezie-'
hung SYN%(Z') = %(P) und damit auch syn%(oc) Cg(P) gilt. Folglich
,existiert ein (é 7? }a ((El.éz} (7(1,3?2})6‘2’ mit é ecx,- Fund
E A7 , '

£s niud falgande F’élle mglich: i

‘)21 "?1'“ ey

)£ 4= DL -""déa< "{2‘ ;

c) 4= 71 ““"éz> Tze :

Gilt a) eder b)), 80 sei M= {é‘izﬁég (él,é)eP}

e:.n ), s0 sni M= {g@gza (&1, E’ ep}e , PR
"= f’&:éz’ sei ein Individuum, so daf Ei €1 und max(MU {-oo})
< £5< Ej 1n den FEllen a) und b) und E3» E1 und 1< E3
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awh (& 7{)62 and danit (JTT* (E} 7T7T= (7())= (E.ﬁ”‘{’/‘?} )QB, Daa bs— ’
~deutet, dad 7Z und 7= ﬂf"{) aus '*%'- e sind, Dareus falgt

(g 7ed. A
Gilt Né $ und ?zeig 'g} so gilt mé §1 und 761%. Daraua %
falgt ?Z 71‘[7?)6 Mé. Demzufolge gi.lt (é 7? )6(5 .
A}.so gilt auch B3 Damit :!.std ein Attr‘ibut ausz:

wagen 2y gilt WertZ(MGC( )(A R,S), fZ<0° 8 d> y= W.

~Also iet :*it(:‘.(z)1 g Am (T, %U) wahr.

smg 323 2 ¢ %ﬂ) € Mody (LW, ). ; : ;
Bewei.ss O sei ein Attribut aus 3, (1, %3), das in Ztntalgaﬁrdq
mt werden kann. 2 eei ein Attribut aus J,(I, %3), das aina =
i?otalardnung in O(.ist. , : e

VP sei ekns endliche Tei}.menge ven- I, so da8 sym ) %P) tmd
ﬁamit augh sym {00 :0) (P) gilt. Ee sei R ‘

by,
4® {féi“aézu&éz)e P)} x{: 2} gilt.

octr:lfft: nur auf Imiividuen aus IN ur y) Zie Um des zu zsigea. i

2P Pi' wabe:{

’uird von der Armahme ausgegangen, daB CC aut ein (7?1 7?2) m&e
L - P1 zutrifft Dem triffto(,auf' (7(1,1) und auf (7?1,,2} zu,
wei.l in %(P} ein JT mit W(I)&'l)g (721,?) und W(%,Z)a (7(1,1) exte .
sti—.erto Aus dem gleichen Grund gilt ((’)(1,1) (’71,2))6“2‘ genau’
_dann, wenrr ((7(1,2) (7?3,1)}62’ agilt. Folglich kann 2’ in Wider-
spruch zur Voraussetzung dann keine Totalordnung inoc sein. -
Also ist die Annahme falsch, und es gilt OGCINL) Fye
-_a gei ein Attribut Bber‘ I, das eine Wohlordnung ino¢ ist., Of- P
fensichtlich Lot darie i Beziehung symdd,m%?ch)) erfillt.
'Dami't:gehﬁr'ty zu 2., : : T ; .
Also ist LW, in 3(I, %‘J) wahr,.

Satz 8.4: (I, d(ftr) & od (-.gc“i‘a s
Bewsis: Es sei 0= I und p das zweistellige Attribut ober I, ﬂas
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peis 3 ".-95- ,
,mw daagi m!‘ ot?a Rnar (55,7} wtril'ft, wenn £ €0C unﬁ?("m @37}

m t.‘ ist nﬂd ?1:-&& g:l.li;. Da symy(0Q = 0& und aymag(g) =%erfullt
sind;. gsh&m die. Atfributa 0 und p zuZ foensichtlich gilt

hftﬁ“rﬂiﬁfnr“)vg )' W. l -

f» wj,rd aun .m\gaemmuen, daB farO(- und 2 in 2 eine Auawahlfunktion

, ex:.s:iert. ﬂwm #x.totiort ei&e ondl:tehe Teilmenge P von I, fur
-ia sYM };%&P) guh Dann 0xx.stiert ein geoe, far das wadar

: 1} mah {E z} ZUP gshérh Es ist &ber & & 1)} odsr (E (£:2))
e P) ein 7r wit ',ﬂ’(é,i)a (g 2) uad'ﬂ(g 2)
' fasa d&nn smr {é {é i))ed und {t‘é {"g zx)ec? falgt.

‘Ib,m ma"*-f A ch ,%.S) ftlseh.
51 TALGD) € wog, (e,
fiﬁz,qa mﬁg aeﬂm ﬂa tm latzten Beweia dcfinierten Attribute.
' i;a: leiciﬂ éiumma. das aueh der Wert

7 zast Nﬁi 4 m Zu cgi}; falsch\.
£.8.51 E{x»ﬁ,ﬁa € Mody(~00,). :
veis : '2' goi m miutolligs Attribut fiber I das genau dann

: ai.ﬂ mr (2 ‘2{} xutrifft. wenn eine natcrlighe Zahl i ax:.stiert.
ﬂa&fg m—{ XK und 'JZ zu {i{-l} X K gehdrt. %gen symo(F) = 0}
’Z mZa E{} sﬁi oin Indiﬁdum aus {O X Ke ﬂffenbar giu

tzzg&g]% '5 ‘1'} A‘V T"o";"g >}. wo

mqm, éas :1n Zfar 2 und ég eme bad:mgte Aus-
tmimrrt. Mmlog m Beweis dsa Sﬂzu 5.8 .dieses
an g&migt wrdm 7 daﬁ far die bua Bmig des

ﬁ“ *“”'ﬂ"‘fi o und 2 in Z aim Aumhlfunktion



Christine GaBner: Das Auswahlaxiom im Pradikatenkalkiil zweiter Stufe (Dissertation 1984)




Christine GaBner: Das Auswahlaxiom im Pradikatenkalkiil zweiter Stufe (Dissertation 1984)




Christine GaBner: Das Auswahlaxiom im Pradikatenkalkiil zweiter Stufe (Dissertation 1984)

= 98 - -

bzw, ?92 9%1(3,2)' gile. e : Sl A
| {P1 NPyt P 63, 1 &P, e/ap } {ﬂ} ist eims qndliehe Zarlegung

von M, und es gilt %%)n %’3’1’ “‘Mz) ‘Eﬁh n?&; Damit gwhﬁft e

auch %1 ﬂ‘%z wa 5L : : e

“zu (iv): ‘{i}eei aus fumd‘)T aus %n Nagh Dsfinitinn v&n.f‘ a,xiatiart» 2

in Zerl s (N} wieder ain% mit ‘fg %{/j) {71"?- Pe‘%} :w.t

ebenfalls eine ef\dliche Zerlegung von IN, Fﬁr s;‘.e gilt % & a

“ﬂ%(/z’)ﬂ ¢+ denn T ist genau éann aus ﬁg( '), wenn fir sile .

aus 3 die Gleichung b)) (ﬂ"P)n JP giltr die Qﬂfﬂdﬁ’ﬂ 71'776 ) :

'und ﬂ'eﬂ(ﬁ{ﬁ)’ﬂ bedeutet, Deshalb qilt 1‘1;1"@r such (g(%)
WVQJT + Also gehdrt ‘JT'??T zu.5 . . :

zu (v): P sei eine beliebige endliche Tailnengs von 1 7Q sRMN)

A [{E} e (kEW & 3@1....2,()((;1,... Eoer &%;-6{551,---& })}}

_ist folglich ebenfalls endlich. g R U72» ist sogar aus
Zerlend (). AuBsrden gilt %{P) %‘3} Das hadeutet %(P}ef;_.

Damit ist f .ein Normal-Filter in %.

Also gilt der

‘Satz 9,21 7 (I, %f) 1st eine Henkirt-struktur.

Satz 9.3: a0 [375-") € Had (IQN-—ACl 1).

Bewels: ocund O seien Attribute aus J,(I, %ﬂ bzw. 2(I %f),

und der Wert WertZ(Kar (R, A) <9, o¢>) sei wahr,
‘[Pi""’Pl} sei. ein Element van z””'and (N), so daB sym {E)_

g‘?’ und damit auch sym.{(0) = %(?) gilt. Fir i {i P4 1} sol
Pl i {"i}c ~ 3 :

Es werden pun fir jedeg s aus der Indexmenge éu s

v 32 mit
k- > = ! -
5= {03 Ktk 21 830500030 (WUgeee 3 ) Eld e 1]

s-[aai(xaza,um;} : ' e R 0
folgende Teilattribute von OCund. e dcfiﬂiart: S 4
Fir = k, (31,...,3k) aus 5, ‘seiCx, . 'b""""“‘""‘""‘“‘p""‘ uubez

. L
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- LT

d sei nun das zwalatellige Attribur Ober I das suf a:Ln Paa«f
(E 7z) genau dann zutrifft, wenn (E 7?)628 gilt und ain o
e{i....,r} existlert, so da‘.’: (E q}e ?)(r ) gllt und kain ¥
e {L...,r} mit (£ ep, A2 far oin Individuum v? uistiart.
EDann gilt fir alleéeoc ef\tweder (&;T (7 ))ed und s
(T tp")) € 3, oder (é.’JTE(? )) € G, und €Tl 1€, Alse
fist fir 6 die Ea.genschaft (1) erfilic, (2) gilt ft.‘rrd aatfgruﬂd_,_r
fder Dehnitiun ven of, und der Definition ven d Auﬁordeﬁ gile
(3); denn angenomman, es existieren ain E*, ain‘/? und ntnﬁ'l'“'
aus %( (3) mit (E "’)ed und (éﬂ*rfl"*). (ﬂ”(&uﬁ)m (7..” e 3 i
;ex:Lstlert ein r' €48 ,...,r' mit (g ,9? )ev“‘_),‘ WOraus. aﬂch ;
(€7 627" ¢o19¢t, und es gile:-

(0 (£ep, e A

und fiir alle Fe{i,.,,r-} ;qlgt’?us-@*‘%ey(‘?) v

E%7 ep: | e
(11) E™9™) e p, - e il Sl el B
' oder es axistiert schon ein r° 6{1',‘.0;‘,1"}‘ und ' ! v_ ‘_; :

ein (E', "**)euf'"") mit (é"""? e r s aen (11b)

‘us7T eg]( 3 folgt auch g ent e O(i(%d’ Weil euaerdam syn%(&)

'%(3) = %’36) gilt, folgt aus {IIa) (g 7 }eg,. was (Ia) wi-
Berspricht, und aus (IIb) die Existenz einess r* 6{1,....1'} ‘und
ines7 mit (E (1T (7“"”}) GQ ﬁy ), was {Ib) widerapricbt.'_
1I) widerspricht also (I). Folglich ist \‘ard auch die Eigen—
ichaft (3) erfuht.

22,222,212 da sei .das zweistellige Attribut ﬁbar p das geﬂau‘

ann auf ein Pear (g, 7)) zutrifft, wenn ein ﬁe%(%) mit ﬂ(é..}ag
d7T(7z) '7 existiert, :

ann sind (2) und (3) wegen sym (d )= %(3) und [g(/j) H%%’
afort klar. (1) ist erfille, weil d ‘8ine Auswahlfunktion fﬁr

, und Py ist: denn angenommen, (5 ist keine Auswahlfuﬁktion fﬁr
. und Q , 80 gilt (I) oder {II) '
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: - 108 =  Faeln j :
Folglich existieran Indivi.duen 'E und 7(, for dis 7{6{7? 7; {E
und &£ e]g 7([ gilt, falls E<n gilt, und £'¢]] mx{q,y(y} £l e11e,
falls £> 7( gilt, Damit existiert in (g(? ) ein 7T mit ﬂ(é)a g
und 7T(7?)= 7( Also gilt nit (E ?)eg auch ("% 7?)62 Das uﬁ.dar'-‘
spricht der Voraussetzungo Damit ist P, eins katian.;‘
Aus 1, folgt die Existenz einer Auawahlfunktion Oy *l’th-oci und 9_1
fiir die d = (Pd gilt. Denzufolge gehsrt disoesd sogar zu 3.

O’ =0, ist wegen 2, ebenfalls eine Auswahlfunktien fﬁrOc fard Q2
Damit ist O= d V3, eine A.uewahlfum(t:{.an far OC und 2

‘ ALan ek ACDisj in 2 (1,0L3) wahr. ;

' satz 10.3: Z(I,%,"J)e Hod (e ()7 ). _
Beweis: Es seiOC= T, 0 sel das xwaistelligs Attribut t’.’rber b das
genau dann auf ein Paar (é‘ 7?) zutrifft, wenn é<7? gilt. ngan :
:sym[%(o(,) :.% und sym%(g? = %gehoren OCu_nd P zu 2. Aufberdem 1§t- 3

R A
Wert Wer‘tz(h’.or O(R A) i e o 3 wahr.

Es wird nun angarmmmen, daRR fir OC und- Q in 2, bzgl. F:I.ni(C) aiﬂe
multiple Auswahlrelstion (o] existiert. Dann existiart in©: um

d, so dab eym(g(d) = (g(P gile, Es sei é = qdo Dafm cxiﬁtiort

ein Individuum 7 fir das (g v JEQ und &' <7 gilt. 7(" sai ei@
. beligbiges Individuum aus_ﬂqd,«rm[ Dann axistiert in Kg(qu) ein

- JT mit ﬂ(é )= § und 77(7? )-m( Das bedeutet, da8 aus (g 7‘)66
auch (E ??)ed folgt.

S ¢
Damit gilt‘ fir das Attribut Ve AttZ(Sx ¥ PN E< /) die
Gleichunnbf Jqd +oo£-/\((2. Es sei qz,eine ratianalq_znlhl ﬁit.
d< Ao und (qi)ielN eine Folge, so da® fiar all@ ieus N :
-qd< ay < q1¢-1-< Aoy gilt. ¥ sei das z\qeis_tailiga_Attrihu; iber
I, das genau dann auf ein Paar ('73 7?2) iutrifft waﬁﬂ -S.nm ola i
existiert, so daB 9?1=- “i und N2 Q4,4 9ilt. Offansichtlinh g.— :
- 3
hort ¢ wagen sym, () B%(Pqtz) zuz Damzufolge wird F:Ln;;(f.‘) hti
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- 116 ;

’ : R A
gp}.ta Wertz(iccrnisj(R A) s 2 oL )- wo Dann existiert eine

endliche Teilmenge P ven I, fir die sym p) = UX(P) gilt.
mfgmnd der Vorawssetzungan g:llt dann auch sym%(o(.} :-DU(}(P),
aaB ﬂ.‘lroc. un-d o8 inz s:l.ne Ausmhlfwnktien existiert, kann auf
.gleicha Waise wie im Beweis des Satzes 7.4 dieses Kapi:els ge-
xeigt werden. Dabei seisn hiaroc OcﬂP umf DC X - P 5

2'1 ssz fur i e{a.a} wieder. durch

21' Attz(nxy A AX 3 xSi’ fz< b} definisrt.

AuBerdemn mai. 0’1 ‘wiedsr eine beliebige Auswshlfunktion fur'Oc,1

"emﬁ Pa undo’z durch die Glniahang da‘ Ps dafin:tart.

Damit gahér&n Oy und G, zu 7., AuBsrden ist J, eine Auswahlfunk-
L'tun fﬁr OGZ und Bz- weil [, auch hier eine Funktion ist. Um das
zu zaigen, wird von: der Annszhme auegegangen, dab [, keine Funk-
tion ist, Dann existieren fir ein (Ei""""én) aus O, zwei Indi-
;,wmm 7( und 77, f&r die- ggi.....é 7 ED, (&l ELmhiep
und 7 4 70 gilt. maerde;n existiert in {1,...,n] ein i wit £ € P,
;5‘,\ se‘.l rxun 7( ein Individuum aus {7{ 7(‘} {éi} . Falls 7 o< Ei

g&n. sei éi ein Individuum. ausﬂgi, min(? /\]éi.oo])[ Falls
‘)f >§* g:ilt, sei Si ein Individuum aus ]max(Pr\]—oo Ei[:) éi‘:
{Dann existiert a.sbsr in %{P) ein JT mit 7\'(9( Y= 7( und JT(EL )= Ei'

| Also triffe () auf CEL Vs » cATES o), 1 71tEiyq) e TED T
eham wie suf {El""'S!.”””‘En 7{ st zu, Das’ist sin Widerspruch
,m chrgwtzgng, wpil_ wegen £} # Ei die‘,Ungleiohung
:-'m(_-é‘;-,‘.q._.'.ﬁ(éi_i);g;ar(gﬂ).o...:ncg,;)) SR R o R

E—'ae'mz&falgo_ ia:_t die Annahﬁa. -faléeh. Alse_' ist 82 eine Funktion.

F

3 . 8, S,
i
Cf-l: Mtz(‘&lxy A% 52:(?' H 7&,}? Z< >} ist damit eine Aus-
mhl{unktian fur (3.4 um:! Q_.,
_efbxgush 1ot m;ﬁ 81 4n Z(I %‘3) wahr.
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