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Einleitung

Motivation

Lévy-Prozesse, dazu zéhlen z. B. die Brownsche Bewegung und der Poisson-Prozess, sind wichtige
Beispiele fiir stochastische Prozesse in der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie. In der Quan-
tenwahrscheinlichkeitstheorie konnen Lévy-Prozesse immer dann definiert werden, wenn ein
Unabhéngigkeitsbegriff mit einer zugehorigen Faltung existiert. In [Mur03] wurde gezeigt, dass
es unter ,verninftigen“ Voraussetzungen genau fiinf verschiedene Unabhangigkeitsbegriff gibt.
Die sogenannte Tensor-Unabhéingigkeit ist hierbei mit der Unabhéngigkeit in der klassischen
Wahrscheinlichkeitstheorie am engsten verwandt und die Grundlage der vorliegenden Arbeit.
In der Theorie der Lévy-Prozesse auf (klassischen) x-Bialgebren ([ASWS&S], [Sch93], [E'S99])
stammt der ,, Twist“ des Tensorprodukts von einer Gruppen-Wirkung und -Kowirkung. Allgemein
muss dies jedoch nicht der Fall sein, sodass man sogenannte ,,Braidings“ betrachten kann. Dies
sind natiirliche Isomorphismen in einer Tensorkategorie, die die sogenannte Braid-Gleichung

([deP)o(P®id)o (id® ¥) = (¥ ®id) o (id® ¥) o (¥ ®id)

erfiilllen. Man kann zeigen, dass diese Gleichung auf gewisse Weise édquivalent zu der Quanten-
Yang-Baxter-Gleichung (QYBE)

RiaR13R23 = RozRi13R12

ist, wobei R eine universelle R-Matrix beschreibt. Die QYBE spielt eine sehr wichtige Rolle
in verschiedenen Bereichen der theoretischen bzw. mathematischen Physik, siehe hierfiir z. B.
[LRI7]. AuBerdem war das Suchen nach Losungen der QYBE einer der Hauptgriinde fiir die
Entwicklung der Theorie der Quantengruppen, siehe [Kak(0].

Mit Hilfe solcher R-Matrizen werden quasitriangulare Bialgebren definiert, siche [Dri&7]. Dies
sind Bialgebren, die weder kommutativ noch kokommutativ sind, sondern deren Kommutativitat
gerade durch Konjugation mit einer R-Matrix ,kontrolliert® wird. Mit Hilfe der quasitriangu-
laren Bialgebren kann nun die Einschrinkung, dass der Twist von einer Gruppen-Wirkung
und -Kowirkung stammen soll, aufgehoben werden, indem wir Lévy-Prozesse auf ,braided -
Bialgebren® betrachten.

Durch die ,,Symmetrisierung“ (bzw. Bosonisierung) einer braided *-Bialgebra, d.h. dem Ein-
betten in einer grofiere (klassische) x-Bialgebra, kann man dann ebenfalls einen Zusammenhang
zwischen Lévy-Prozessen auf einer braided *-Bialgebra und ,,symmetrisierten® Prozessen auf
der zugehorigen symmetrisierten x-Bialgebra herstellen. Somit kann man dann die Theorie der
braided Quanten-Lévy-Prozesse auf die bereits bekannte Theorie zuriickfiihren.

Diese Verallgemeinerung liefert zusétzlich eine neue Klasse von interessanten Prozessen. Im
eindimensionalen Fall mit der R-Matrix R = (¢) mit g # 0 erhélt man den bereits bekannten
Azéma-Prozess, siehe [Sch91]. Dieser ist eine Deformation der klassischen Brownschen Bewegung
und tritt als Losung quantenstochastischer Differentialgleichungen auf. In héheren Dimensionen

iii



iv EINLEITUNG

existieren viele Moglichkeiten eine R-Matrix zu wahlen. Dies fithrt zu Prozessen, die als
mehrdimensionale Azéma-Prozesse aufgefasst werden konnen.

Kapiteliibersicht

Wir wollen nun noch einen Uberblick iiber den Aufbau der Arbeit geben.

In Kapitel ] fithren wir zunéchst die notwendigen Grundlagen tiber ,braided“ Strukturen ein.
Wir betrachten, wie man sogenannte Braid-Diagramme liest und definieren braided Algebren,
x-Koalgebren und x-Bialgebren.

Anschliefilend betrachten wir in Kapitel 2] die notwendigen Grundlagen iiber quasi- und
coquasitriangulare Bialgebren. Wir fithren die Quanten Yang-Baxter-Gleichung ein und zeigen,
dass diese auf eine gewisse Weise dquivalent zu der Braid-Gleichung ist. Abschlieend definieren
wir in diesem Kapitel die sogenannte FRT-Bialgebra und erweitern sie um eine Involution.

In Kapitel[J|wiederholen wir die Symmetrisierung von braided *-Bialgebren mit Hilfe von Hopf-
x-Algebren, die in [Mall4] ausgearbeitet wurde, und stellen sie in einen Zusammenhang zu den
sogenannten Yetter-Drinfeld-Moduln. Wir betrachten ebenfalls die Symmetrisierung von braided
x-Bialgebren mit Hilfe von coquasitriangularen x-Bialgebren, die fir die folgenden Kapitel von
grofer Wichtigkeit ist. Beide Zugénge liefern unter (leicht verschiedenen Voraussetzungen)
dieselbe Bialgebren-Struktur der symmetrisierten *-Bialgebra.

In Kapitel [4] fassen wir die wichtigsten Ergebnisse zu der bereits bekannten Theorie der
Quanten-Lévy-Prozesse auf involutiven Bialgebren zusammen.

Diese brauchen wir, um in Kapitel [5| die Theorie auf braided Quanten-Lévy-Prozesse erweitern
zu kénnen. Wir betrachten hier unter anderem den Zusammenhang zwischen einem Schiirmann-
Tripel eines braided Quanten-Lévy-Prozesses und dem Schiirmann-Tripel des zugehorigen ,sym-
metrisierten“ Prozesses.

In Kapitel [6] ,berechnen wir die linke und die rechte Symmetrisierung fiir gewisse braided
*-Bialgebra mit Hilfe der FRT-+-Bialgebren A.(R) bzw. A.(R').

Abschliefend betrachten wir in Kapitel [7] bestimmte Quanten-Lévy-Prozesse, ndmlich die
sogenannte Brownsche Bewegung, auf einer der symmetrisierten braided *-Bialgebren aus dem
vorangegangenen Kapitel und konnen mit Hilfe der Ergebnisse aus den Kapiteln [] und
zeigen, wie diese auf dem symmetrischen Fockraum als Losung von quantenstochastischen
Differentialgleichungen realisiert werden kann.

Im Anhang finden sich Grundlagen zur Kategorientheorie, zur klassischen Theorie von Alge-
bren, Koalgebren und Bialgebren, sowie zu Moduln und Komoduln. Auflerdem findet sich dort
eine Ubersicht iiber die verwendeten Braid-Diagramme.

Das Ziel der Arbeit war es, die Ergebnisse aus [F'SS03] aufzuarbeiten und klar zu strukturieren,
sowie in einen Zusammenhang zu den Yetter-Drinfeld-Moduln zu stellen. Wir weisen an dieser
Stelle darauf hin, dass sich die Quellenangaben auf das nicht-veroffentlichte Paper [FSS03]
beziehen. Die Ergebnisse des Papers sind jedoch ebenso in [Fra04] zu finden.



Kapitel 1

Braided Strukturen

In diesem Abschnitt mochten wir zunéchst die notwendigen Grundlagen, die groitenteils auch
bereits in [Mall4] zu finden sind, wiederholen und um einige neue ergénzen. Tieferliegende
Grundlagen wie z. B. zum Tensorprodukt, zur Kategorientheorie sowie zu Moduln, Algebren,
Koalgebren, und Bialgebren sind im Anhang zu finden. Wir beginnen zunéchst mit kategorien-
theoretischen Grundlagen, um die sogenannten Braid-Diagramme zu wiederholen, die wir im
weiteren Verlauf der Arbeit an einigen Stellen verwenden werden.

1.1 Braided Tensorkategorien

In diesem Abschnitt wollen wir wiederholen, wie man Tensorkategorien (siehe hierfiir Anhang
um sogenannte ,Braidings® (deutsch: Zopfung) erweitern kann. Wir orientieren uns in
diesem Abschnitt an [Kas95l Chapter XIII]. Fiir weitere Zusammenfassungen siehe z. B. [Maj95,
Chapter 9.2] oder fiir eine ausfiihrliche Behandlung [Mac71]. Wir verwenden hier im weiteren
Verlauf den englischen Begriff ,,Braiding® und lassen die Anfiihrungszeichen weg.

Sei (€, ®,1,a,\, p) eine Tensorkategorie und ®°? der Funktor, der durch

RP.ExC>C
Obj(€) x Obj(€) 3 (4, B) — B® A € Ob(€)
Mor(€) x Mor(€) 3 (f,9) — g ® f € Mor(€)

definert ist. Ein Braiding ¥ in der Tensorkategorie € ist ein natiirlicher Isomorphismus zwischen
den Funktoren ®: (U,V) - U ®V und @°?: (U,V) — V ® U, der die Hexagon-Axiome erfiillt,
d. h. es kommutieren die Diagramme

\IIU,V®W
U (VW) ——— (VW)U

au,v,w ay,w,u

UeV)eWw Ve (Wel)

\IIU,Vm/‘ A‘Puw

_
VOU) oW —(— e Ve [UaW)

(Hex1)

und
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Vogv,w
UV) W — W UeV)

1 -1
ay,v,w Aw,u,v

Us(Vew) Wel)eV (Hex2)
idy ®N A@ idy
U (WeV) —— UeW)oV
Ay, w,v

Wir nennen (€, ®, I, a, A, p, ¥) (oder kurz (€, ¥)) in diesem Fall braided Tensorkategorie.
Ein Braiding ¥ heifit symmetrisch, falls U2 = id gilt.

Beispiel 1.1.1 Wir bezeichnen mit Vec(K) die Kategorie, deren Objekte IK-Vektorraume und
deren Morphismen lineare Abbildungen sind. Vec(K) wird zusammen mit dem Flipoperator
T: VoW WV, 7(v®w) =w®wv zu einer braided Kategorie.

Wir wollen nun zeigen, dass in braided Tensorkategorien die folgende Gleichung gilt, die
fiir uns von zentraler Bedeutung ist. An den Stellen, an denen Indizes an den Abbildungen
forderlich fir das Verstdndnis sind, werden wir diese im weiteren Verlauf nutzen. Wenn diese
jedoch aus dem Zusammenhang klar sind, so lassen wir sie weg.

Satz 1.1.2 In einer braided Tensorkategorie (€, V) kommutiert das folgende Diagramm

UeW)eV

ay, / \WU@ldv

U® W®V WeU)eV

idU®\IJVV N wav

U (VeW) N WeUeV)

N N
ay,v,w AN N idw @ ¥y,u
N N
A Ay
N N
N N

UV)W . . We((VeU)

N N
N N
N N
N N
IIJU,V ® idw AN AN aw,v,u
N N

(VeoU)eWw . WeV)eU

U«V-,Ukl \ A/,w ®idy

Ve UeW) (Vew)eU

1dv®\I’Uk /aVWU

Ve WeU)

d.h. es gilt

aU,V,WO(idU & \IIV,W) o CLE}W,V o (\I/W,U & idv) o aw,u,v © (idw & \I/V,U)

= (\I/U,V & idw) O Qy,uw © (id & \IIU,W) o a\_/,lwy o (\I/V,W 02y idU) O aw,v,u
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BEwEIS: Wir wollen nun zeigen, dass das Diagramm kommutiert. Die beiden d&ufleren Rechtecke
entsprechen jeweils Diagramm (Hex1)) und kommutieren daher. Weiterhin ist ¥ per Definition
ein natiirlicher Isomorphismus, d. h. es kommutiert das Diagramm

Yy wev
UoWeV) ——— (WeV)eU

id® Yy, y Y,y ®id

Yu,vew
U(VW) — (VW)U

und somit das innere Rechteck. Insgesamt kommutiert also das gesamte Diagramm. O
Bis auf kanonische Isomorphie gilt somit das folgende
Korollar 1.1.3 Sei (€, V) eine braided Tensorkategorie. Dann gilt die Braid-Gleichung
(ide¥)o(P®id)o (id® ¥) = (¥ ®id) o (id® ¥) o (¥ ®id). (1.1.1)

Da es fiir unsere Belange oft von Vorteil ist, ein ,kleineres“ Setting zu wéhlen, betrachten
wir die Tensorkategorie, die von einem Vektorraum V und seinen Tensorpotenzen V" gebildet
wird. Dieser Zugang ist z. B. zu finden in [Ufe04], [Maj95] und |[GKLI12].

Definition 1.1.4 Ein braided *-Vektorraum (V,V) ist ein Vektorraum V zusammen mit
einem Automorphismus ¥ € Aut(V @ V), genannt Braiding, sodass die Braid-Gleichnung

erfillt ist.

Wir wollen zunichst eine grundlegende Eigenschaft von braided Vektorrdumen festhalten.

Lemma 1.1.5 Sei (V, V) ein braided Vektorraum. Dann ist auch U= ein Braiding fir V.

BEWEIS: Sei (V, W) ein braided Vektorraum, d. h. es gilt die Braid-Gleichung
([de¥)o(P®id)o(id® ¥) = (¥ ®id) o (id® ¥) o (¥ ®id).
Indem wir (V' ®id) o (id®@ U)o (U~! ®@id) auf beide Seiten von links anwenden, erhalten wir
(T ®id)o(ld@ ¥ ") o (T '®id)o (iId® V) o (¥ ®id)o (Id® ¥) =

(V' ®id)o (id@ ¥ ) o (¥ '®id) o (¥ ®id)o (id® ¥) o (¥ ®id).
=id

Durch Konjugation mit o(id @ ') o (V"' ® id) o (id ® ¥~') von rechts erhalten wir dann
(V' @id)o (id@ ¥ ) o (¥ '®id) = ([d®@ ¥ ") o (¥ ' ®id)o (id ¥).
Dies ist die Braid-Gleichung fiir ¥~' und somit ist ¥~! auch ein Braiding auf V. O

Analog zu [GKL12] und [Ufe04] definieren wir fiir jedes Braiding ¥ € Aut(V ®V') das Braiding
Uppn: VI QVE 5 VO @ VE™ fiir m,n € N durch

\1’070 = idg, \Ijl,m-l-l = (ldv & \Ill,m) o (\I/ X idv®m),
\III,O = \I/()’l = idy, ‘Ianrl’m = (\Ijn,m X® ldv) o (idv®n &® \Ijl,m)-
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Es gilt somit inbesondere ¥ ; = ¥ und wir erhalten zum Beispiel
‘1’272 = (1d®‘1’®1d) O(W@‘P)O(ld(g\lj@ld)

Das Inverse zu VU, ,, ist gegeben durch (V') p, d. h. es gilt (¥p, )" = (1) -

Definition 1.1.6 Wir nennen eine Abbildung ®: V™ — VO quf einem braided Vektorraum
(V,U) ®-invariant, falls

(P®id) o Wy, =¥y, o0 (id@ P) (1.1.2)
gilt.

Diese Forderung ist wegen (¥, p,)~' = (V") n dquivalent zu

(T p1o(@P®id) = ([(d®@ P)o (¥ ),1.

Definition 1.1.7 Wir nennen ®: V™ — V& W_kompatibel, falls ® sowohl V- als auch
WU~ invariant ist,

Bemerkung 1.1.8 Wenn ® W-kompatibel ist, gelten also die folgenden Gleichungen
(P®id) oWy, =¥y, o0 (id® @),
(T p1o(P®id) = ([(d® P) o (¥ )p1,
(id@®)o V1 =¥, 0(P®id),
(U ipme (i[de®) = (2 ®id)o (¥ )m,,

wobei die erste und die zweite, sowie die dritte und die vierte Gleichung jeweils dquivalent
zueinander sind.

1.2 Einfiihrung in Braid-Diagramme

In diesem Abschnitt wollen wir daran erinnern, wie die sogenannten Braid-Diagramme zu
lesen sind. Diese werden in erster Linie fiir eine bessere Anschauung genutzt. Beispiele fiir das
Verwenden von Braid-Diagrammen sind z. B. in [JS93], [Maj95] oder [Kaul3] zu finden. Wir
beschrinken uns hier auf braided Tensorkategorien, deren Objekte Vektorrdume sind.

Zunichst wollen wir die grundlegenden Bausteine, aus denen die (in dieser Arbeit vorkom-

menden) Diagramme bestehen, betrachten. Hier bezeichnet erneut 7 den Flipoperator und ¥
ein Braiding.

a = R = T T

Fiir eine Algebra (A, m,1) und Koalgebra (C, A, ¢) (siehe [A.2)) verwenden wir die folgenden

Bausteine.
A R
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Fir die Wirkung a: A®V — V und Kowirkung v: V — A® V auf einen Modul bzw. Komodul

nutzen wir die Bausteine
o = K?% v o= HV\

Bei allen Bausteinen entspricht jeweils die Anzahl der eingehenden Kanten der Anzahl
der Eingénge der dargestellten Abbildung und stellt den Definitionsbereich dar. Analog ent-
spricht die Anzahl der ausgehenden Kanten den Ausgédngen der Abbildung und stellt somit
den Wertebereich dar. Fiir eine bessere Lesbarkeit schreiben wir, wenn wir eine Rechnung in
der Diagrammschreibweise darstellen, jeweils vor das erste und hinter das letzte Diagramm
die entsprechende Formel und lassen innerhalb der Diagramme die Indizes weg, wenn diese
aus dem Zusammenhang klar sind. Wir wollen nun anhand eines ersten einfachen Beispiels
nachvollziehen, wie wir die einzelnen Bausteine verkniipfen und die Diagramme lesen. Hierfiir

betrachten wir Gleichung d.h.
ao(id®a)=ao(my®id).

Diese sieht in Diagrammschreibweise wie folgt aus

ao (id® «)

In diesem Diagramm sind die einzelnen Ebenen durch eine gestrichelte Linie angedeutet. Diese
dient jedoch nur der Erklarung und wird in den folgenden Rechnungen weggelassen. Wir ber-
achten zunéchst die linke Seite der Gleichung. Diese konnen wir im Diagramm wiedererkennen,
indem wir alle Bausteine einer Ebene von links nach rechts miteinander tensorieren und die
erhaltenen Terme dann von unten nach oben miteinander verkniipfen. Im Fall der linken Seite der
Gleichung erhalten wir so als Terme fiir die einzelnen Ebenen o und (id®«) und verkniipfen diese
entsprechend der Reihenfolge im Diagramm von unten nach oben und erhalten damit ao (id® ).
Soweit wie moglich werden im weiteren Verlauf alle Rechenschritte durch gestrichelte Linien,
die diese Rechenschritte verdeutlichen sollen, kenntlich gemacht.

Ein Rechenschritt, den wir haufig durchfithren werden, ist das ,,Vorbeiziehen* von Abbildungen
an dem Flipoperator 7y, das wir durch einen gestrichelten Pfeil kenntlich machen. Um
einzusehen, dass dies moglich ist, miissen wir uns klar machen, dass 7y eine natiirliche
Transformation ist, d. h. dass (9 ® f) o7y, v, = Tw, .w, 0 (f®g) fiir f: Vi — Wy und g: Vo — Wy
gilt. Dies zeigt die folgende Rechnung

(@ f)omynvew) = (9 f)(wdwv)
= g(w) ® f(v)
= Tw,.w, (f (0) ® g(w))
= T, (f ® 9) (v @ w).
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Die in Definition eingefiihrte W-Kompatibilitdt entspricht im Diagramm einem ,Vorbeizie-
hen“ der Abbildung vor oder hinter dem Braiding. Fiir eine Abbildung ®: V' — V sehen die

zugehorigen Diagramme wie folgt aus.
AN =AY L= N
i g b i
: y
i

IR

Eine Ubersicht der verwendeten Formeln ist inklusive der zugehérigen Diagramme im Anhang
[A.6 zu finden.

1.3 Braided Algebren und (x)-Koalgebren

Wir wollen nun die fiir uns grundlegenden Definitionen von braided Algebren und Koalgebren
einfithren, siche z.B. [GKL12]. Wie wir bereits in Abschnitt gesehen haben, existieren zwei
Zugénge um braided Tensorkategorien, deren Objekte Vektorrdume sind, zu betrachten. Wir
wahlen hier den zweiten Zugang und verweisen fiir den kategorientheoretischen Zugang auf

Anhang

Definition 1.3.1 Fine braided Algebra (A, m,1,¥) ist eine unitale, assoziative Algebra A,
die ebenfalls ein braided Vektorraum (A, W) ist, sodass m und 1 W-kompatibel sind, d.h. es
gelten
Vo (id®m)=(m®id)o ¥, Vo (id®1l)=(1®id),
(1.3.1)
Vo (m®id) = (id®@m)o ¥y, Vo(l®id) = (id®1).

Wir erhalten fiir die W-Invarianz in Diagramm-Darstellung
9 ) (
SR !

Wegen Bemerkung gelten entsprechende Diagramme auch fiir das Braiding U—.

Bemerkung 1.3.2 Jede Algebra (im klassischen Sinn, sieche Anhang [A.2)) kann als 7-braided
Algebra aufgefasst werden.
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Bemerkung 1.3.3 Sei (A, m, 1, V) eine braided Algebra. Wir defineren rekursiv
Ml =m,
M, == (m ®M,_1)o (id® ¥, 11 ®id®"Y),

Dann ist (A®™, M,,, 19" ¥, ) fiir jedes n € N eine braided Algebra. Insbesondere ist also auch
(A® A, maga Laga, Vaga) mit

Mapa = (M ®@m)o (id ® ¥ ®id),
Taga=1®1,
‘I’A®A = ‘1’2,2
eine braided Algebra
Analog zur obigen Definition betrachten wir die folgenden Definitionen.

Definition 1.3.4 Fine braided Koalgebra (C,A,d, V) ist eine Koalgebra (C,A,§), die eben-

falls ein braided Vektorraum (C, V) ist, sodass A und 6 VU-kompatibel sind, d. h. es gelten
1.3.2
([d®@A)o¥ =Wy 0 (A®id) (id®d)o ¥ = (0 ®id)

Die angegebenen Gleichungen stellen sich wie folgt in Braid-Diagrammen dar.

ke M\

Sl e

Erneut gelten wegen Bemerkung entsprechende Diagramme auch fiir das Braiding ¥—*.
Wir erhalten fiir das Tensorprodukt von Koalgebren ein zu Algebren analoges Resultat.

Bemerkung 1.3.5 Sei (C, A, d, ¥) eine braided Koalgebra und definiere rekursiv
A=A,
Ap=([{d@ U, 1 ®id®" D)o (A A, 1)

Dann ist (C®™, A, 6%", ¥, ,,) fiir jedes n € N eine braided Koalgebra

Wir wollen an dieser Stelle den Beweis fiir n = 2 ausfiihren, da dieses Resultat wichtig fiir
Abschnitt (1] sein wird.

Lemma 1.3.6 Sei (C,A,6,V) eine braided Koalgebra. Dann ist (C ® C, Acge, dcwes Yege) mit

Acge = ([d@ P ®id) o (A® A),
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6C®C = 6 ® 67
‘I/C®c = ‘1/2,2

eine braided Koalgebra.

BEWEIS: Wir erinnern zunéchst daran, dass die Gleichungen
(A®id)oA=(ld®A)o A (1.3.3)
(®id)od=(id®d)od=id (1.3.4)
sowie die Gleichungen ([1.3.2)) gelten, da (C, A, 0, ¥) (nach Voraussetzung) eine braided Koalgebra
und somit insbesondere auch eine Koalgebra im {iblichen Sinn mit W-kompatibler Komultipli-

kation und Koeins ist.

Wir wollen beweisen, dass (C ® C, Acge, dcac, P2,2) eine braided Koalgebra ist. Dass das
Tensorprodukt C ® C von Vektorrdumen wieder ein Vektorraum ist, ist bekannt. Wir betrachten

zunéchst die Koassoziativitat ((1.3.3)) der Komultiplikation Acge mit Hilfe der bereits eingefiihr-
ten Braid-Diagramme.

(idC®C b2y AC@C) o AC@C
= (ld®id® (([de ¥ ®id) o (A®A))) o (id® ¥ ®id) o (A® A)

= (([de¥id) o (A®A))®id®id) o (ild® ¥ ®id) o (A ® A)
= (AC®C ® idC®C) o Acge

Nun zeigen wir noch, dass die Koeins-Eigenschaft (1.3.4]) erfillt ist.

AN AN
7/ /
@3, AN AN @ |
= ll / tl / = :ldC(X)C
| / ] /
O,/ O,/

(5C®c ® idC®c) o AC@C =

\ \
~

N /’\\
AN \
L (AN [@33)
\ \ \
\ \
| \
Il \
O Oy

= — ideoe
1
!

CA
(idC®C ® 6C®C) o AC@C = = N

N
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Somit ist C ® C eine Koalgebra im iiblichen Sinn. Wir zeigen nun, dass A¢gc W-kompatibel ist,
d.h. dass Gleichungen (|1.3.2)) fiir Acge erfiillt sind und beginnen mit der W-Invarianz. Es gilt

(Acge ®@idege) © Voo
= (([de¥®id) o (A®A)) ®idege) 0 ((d® ¥ ®id) o (P @ ¥) o (id ® ¥ ®id)

@ A
S

e

N\

T _ . .
= j = (idege ® Pa2) 0 (Va2 ®idege) © (idege ® Acge)

JJ = \1’2,4 o (id0®c ® AC®C)
[

Wir zeigen nun analog, dass Acgce auch ¥~ l-invariant ist.

(idege ® Acge) © oo
= (idege @ (@ P ®id) o (A®A))) o (id® ¥ ®id) o (¥ @ ¥)o (id® ¥ ®id)
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= (idC®C & lI’2,2) o (\1’2,2 & idC@C) o (idC®C X AC@C)
= \112,4 © (idC®C & AC®C>

" [T32)
(5C®c & idC®C) o \112,2 = / < = = idege ® 6C®C

(
I
I
I
l
(¢] o

===
—
2
4
=
W)
[\

(idC®C ® 5C®c) © \1’2,2 = S S = = Ocge ® idege

Insgesamt haben wir somit die Behauptung bewiesen. O

Wir wollen nun eine braided Koalgebra um eine Involution * erweitern.

Definition 1.3.7 Fine braided x-Koalgebra (C, A, d, U, x) ist eine braided Koalgebra (C, A, §, V)
zusammen mit einer antilinearen Abbildung *: C — C, sodass (C, A, d,x) eine x-Koalgebra ist
und einer Involution *cgc sodass

kepe = Vo (xQ*)oT (1.3.5)

gilt.

=

>

Die Bedingung an die Involution scheint zunéchst etwas beliebig, doch die Wahl wird in
Abschnitt [T.4] gerechtfertigt.
Zuletzt wollen wir nun noch die Faltung % von linearen Abbildungen definieren.
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Definition 1.3.8 Sei (C, A, 6, V) eine braided Koalgebra und (A, m, 1, W) eine braided Algebra.
Wir definieren fiir lineare Abbildungen f,g: C — A die Faltung von f und g durch

frxg=mo(f®g)oA. (1.3.6)
Da C eine Koalgebra ist, erhalten wir wegen C ® C = C

pxp=(p@Y)oA

als Faltung von zwei linearen Funktionalen ¢, : C — C. Fiir ein lineares Funktional ¢: C — C
definieren wir

P i=px k.
———

n- mal

Es gilt per Konvention ¢*¥ := § und ¢*! := .

1.4 Braided (x)-Bialgebren

Wir wollen nun zuerst den Zugang iiber braided Tensorkategorien wéhlen und braided Bialgebren
in Kategorien definieren.

Definition 1.4.1 Sei (€, V) eine braided Kategorie. Eine braided Bialgebra in (&€, V) ist ein
Quintupel (B, mg, 1, Ag, d5), sodass gilt

- (Bymg, 1) ist eine Algebra in €,
- (B, Ag, 63) ist eine Koalgebra in € und

- die folgenden vier Diagramme kommutieren:

mpg AB
B®B B B®B
AB®AB‘ ‘mzs@ms
BB B®B BRBB®B
wEebe id® ¥ ®id wEEE®
1s mp
[ ——— B BB —— B
)\h BAB 6B®5B‘ NSB
IQ] — B®B I — I
@ 15 ® 15 @ At

id
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Wir erhalten somit die folgende Definition fiir den zweiten Zugang.

Definition 1.4.2 ([Sch93]) FEine braided Bialgebra (B,m,1,A,, V) ist eine braided Al-
gebra (B,m,1,V) und eine braided Koalgebra (B,A,d, V), sodass A und § braided Algebra-
Homomorphismen sind, d. h. es gelten

Aom=(m®m)o(id®V®id)o (A®A),
(1.4.1)
dom=0® 0.

Nun wollen wir die Definition einer *-Bialgebra im klassischen Sinn wiederholen, die zuerst
in [Sch93l, Chapter 1.7] eingefiihrt wurde. Weitere Details hierzu sind im Anhang zu finden.

Definition 1.4.3 ([Sch93]) Eine %-Bialgebra (B, mg, 1, Ag, 5, %5) (auch involutive Bialge-
bra genannt) ist eine Bialgebra B zusammen mit einer Involution, sodass gilt

- (B, mg, 1,%g) ist eine x-Algebra,
- (B, Ag, 03) ist eine Koalgebra und
- A und 0z sind x-Algebra-Homomorphismen.

Mit den Definitionen aus Abschnitt ist es uns nun moglich, analog zu *-Bialgebren auch
braided *-Bialgebren zu definieren, d. h. x-Bialgebren in einer braided Kategorie.

Definition 1.4.4 ([FS99, Chapter 4.3]) Eine braided x-Bialgebra (B,m,1,A,§ U, x) ist
eine braided Bialgebra (B, m,1,A,d,¥) zusammen mit einer antilinearen Abbildung x: B — B,
sodass (B, m, 1, %) eine x-Algebra im dblichen Sinn ist. Weiterhin existiere eine Involution *pgp
auf B® B, sodass die kanonischen Einbettungen B — B ® B + B sowie die Komultiplikation A
x-Algebra-Homomorphismen sind.

Um Definition zu rechtfertigen, wollen wir zunéchst betrachten, wie die Involution auf
B® B aussieht. Wir verwenden in diesem Fall fiir den Beweis keine Braid-Diagramme, um besser
zwischen den Involutionen unterscheiden zu kénnen.

Lemma 1.4.5 Die Involution auf B ® B ist durch
Vo (*® %) 0T = *kggs

gegeben.

BEWwEIS: Wir erinnern zunéchst daran, dass 1 W-kompatibel ist, da (B, m, 1) insbesondere eine
braided Algebra ist, d.h. es gelten

Vo (id®1)=(1®id),
(1.4.2)
Vo (l®id) = (id® 1).
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(B,m, 1) ist insbesondere aber auch eine Algebra im klassischen Sinn. Dies bedeutet nach
Bemerkung dass (B,m, 1,7) eine braided Algebra ist. Deswegen ist die Eins 1 ebenso
T-kompatibel, d. h. es gelten
To(ld® 1) = (1®id),
(1.4.3)
7o(l®id) = (id® 1).

Da die kanonischen Einbettungen einer braided #-Bialgebra per Definition *-Algebra-Homo-
morphismen sind, gelten

*B@B (¢] (ld ® H) == (ld ® ]l) (¢] *87
(1.4.4)
*pes 0 (1 ®id) = (1 ®id) o *5.
Es gilt insgesamt
*pp5(@ @ b) = *pgs o (Mo (Id® 1)) ® (mo (1 ®id))(a®b)

Ez3)

id®id

B2 s o (M@ m)o ([d® T ®id)o(id® 1® 1 ®id)(a® b)

=mpB

= Mpes © (*pes @ *5gs) 0 220 ([d®1®1®id)(a ® b)

mg@go(*5®5®*5®5) (Il®1d®1d®]l)07'(a®b)

= Mpgs © (( *pes o(1 ® id)) ® ( *5gi 0(1d ® ]1))) oT(a®b)

1§4m3®s o ((1®id)o*) @ ((id® 1) 0%)) or(a®b)

(
=(m®m)o(ide¥®id)o(1®id®id® 1) o (x®@*) oT(a® b)
(

=(mem)o(1®ideid® 1)oVo (x® %) oT(a ® b)
Ez32)

id®id
=Vo (x®x)o7(a®b)
O
Bemerkung 1.4.6 Da %z eine Involution ist, ist sie insbesondere selbstinvers, d. h. es gilt
(*B®3)2 =(Po(x®x)o 7')2 = idggs
und somit

Vo (x®x*)o o(x®*)o Wt (1.4.5)

\?ﬁ

*

S

Fiir eine braided *-Bialgebra gilt somit immer #z55 = Wo(*®%*)oT. Da eine braided x-Bialgebra
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insbesondere auch eine braided *-Koalgebra ist, haben wir Definition [I.3.7] so gewéhlt, um eine
gewisse Konsistenz zu erreichen.



Kapitel 2

Quasi- und Coquasitriangulare Bi-
und Hopf-Algebren

In diesem Kapitel mochten wir uns Grundlagen tiber quasitriangulare und coquasitriangulare
Bialgebren aneignen und die Zusammenhénge zu der sogenannten Quanten-Yang-Baxter- und
der bereits bekannten Braid-Gleichung erldutern. Die Suche nach Lésungen der Quanten-Yang-
Baxter-Gleichung ist einer der Hauptgriinde fiir die Entwicklung der Theorie der Quantengrup-
pen.

2.1 Quasitriangulare Bialgebren

Quasitriangulare Bialgebren wurden zuerst bei Drinfeld (siehe z. B. [Dri87]) eingefiihrt. Dies sind
Bialgebren, die weder kommutativ, noch kokommutativ sind, sondern deren ,Kommutativit&t®
durch sogenannte universelle R-Matrizen ,kontrolliert* wird, d.h. dass sich A und A° nur
um Konjugation mit der universellen R-Matrix R unterscheiden. Diese R-Matrizen liefern uns
wiederum Losungen zu der bereits erwdhnten Quanten-Yang-Baxter-Gleichung. Wir orientieren
uns fir diesen Abschnitt erneut an [Kas95] und [KS97] und stellen die fiir unsere Zwecke
notwendigen Grundlagen zusammen.

Sei B eine Bialgebra (bzw. Hopf-Algebra) und R € B® B. Fiir R = Y, x; ® y; definieren wir
Ri2, Ri3 und Rog € B® B ® B durch

Rip=) z;®y; ®1,
5

Riz:=) = ®1®y,
i

Ros3 :Zl®$z‘®yz‘-

]

Definition 2.1.1 Fine Bialgebra (bzw. Hopf-Algebra) B heifit quasitriangular, falls ein inver-
tierbares Element R € BB, genannt universelle R-Matrix, exvistiert, sodass die Gleichungen

A%(a)R = RA(a), (2.1.1)
(A ®id)(R) = Ri3Ra3, (2.1.2)
(id ® A)(R) = RizRi2 (2.1.3)

gelten.

15
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Bemerkung 2.1.2 Da wir im weiteren Verlauf die Gleichungen (2.1.1)), (2.1.2)) und (2.1.3)) auch
in Sweedler-Notation (siehe Abschnitt [A.2]) bendtigen werden, wollen wir diese hier auch in
dieser angeben. Es gelten also

Za T ® a1y = le ) @ yia (2.1.4)
Z(xi)(l) ® ()2 ®yi = Y 1 @ T} D Yiyj, (2.1.5)
Yowi® (W) ® W) = Y Tz ® y; D yi. (2.1.6)

Die erste Gleichheit ergibt sich aus der folgenden Rechnung.

Za@)%@a(l)%:(z 2>®a<1>> (sz@@%)—T(Zan@am)) (sz@@yz)

— (roA)(a)-R=A%a)R B R. A(a)

= (Z i ® y) : (Z ag) @ a(2>> =) wia) @ yia),

Analog berechnen wir

> (@) @ (@) @y = (A® id)(Z i ® yl) = (A@id)(R)
i J
:Za:i®xj®yiyj7

und

sz z yz)( 1d® A (ZCCZ ®y,> 1d® A)(R)
R13'R12 = (in®1®yi) : <ij®yj®1)
i J

= Z:Cixj &K Y; Q Y-

Wir wollen hier zunéchst ein einfaches Beispiel fiir eine quasitriangulare Bialgebra angeben.
Am Ende des Abschnittes fiihren wir noch ein weiteres grundlegendes Beispiel, welches jedoch
nicht so leicht ersichtlich ist, aus.

Beispiel 2.1.3 Sei B eine kokommutative Bialgebra, d. h. es gilt A = 70 A bzw. in Sweedler-
Notation

doapy @ap) =Y ap) @ aq)-

Dann ist R = 1®1 eine R-Matrix fiir B. Glelchung 1st in diesem Fall gerade die Bedingung
der Kokommutativitdt und fiir Gleichung ([2.1.5| und erhalten wir

Z1®1®1:Zl®1®1.

Somit ist R = 1 ® 1 offensichtlich eine R-Matrix fur B.
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Wir wollen hier nur die fiir uns notwendigen und wichtigen Eigenschaften von quasitri-
angularen Bialgebren festhalten. Weitere grundlegende Eigenschaften sind z.B. in [Kas95,
Chapter VIII.2] oder [KS97, Chapter 8] zu finden. Hierbei ist zu beachten, dass in der Literatur
verschiedene Begriffe fiir quasitriangulare Bialgebren bzw. Hopf-Algebren verwendet werden. So
werden diese z. B. in [Kas95| ,braided Bialgebren“ genannt. Diese Bezeichnung wird durch den
folgenden Satz zusammen mit Abschnitt gerechtfertigt.

Satz 2.1.4 Sei A eine quasitriangulare Bialgebra. Dann erfillt die zugehorige universelle R-
Matriz R die Gleichungen

Ri9R13R23 = RogRi3Rao, (2.1.7)
sowie

(6 ®id)(R) = (id ® §)(R) = 1. (2.1.8)

BEWEIS: Wir beginnen mit dem Beweis von Gleichung ([2.1.7]).

(12.1.2) . (2.1.1) o .
Ris - Ri3 - Ros Ris - (A X 1d)(R) (A L) 1d)(R) - Rio

(2.1.2))

= (t®id)o (A®id)(R) - Ri2 = (7 ®id)(Ri3 - Ra3) -Ri2
=Ra3-Ri2
= Ry3- Riz- Rz
Wir beweisen nun noch Gleichung (2.1.8)).
R=(id®id)(R) “2? § 9id ©id)(A ® id)(R)

2.1.2
((5®id® id)(R13 - Ra3) = (5®id®id)<zxi ® x; ®yiyj>

=Y 62 @ 75 ® yiy; = (Z(S(Zﬁi) ®yi> - (ny ®yj)
— (§@id)(R)- R

Durch Multiplikation mit R~! auf beiden Seiten (R ist nach Voraussetzung invertierbar), ergibt
sich die Behauptung

id = (d ®id)(R).
Der Beweis fiir die zweite Behauptung in Gleichung (2.1.8]) verlduft analog. O
Bemerkung 2.1.5 Gleichung ([2.1.7) lautet in Sweedler-Notation

@i @y @ Yk = Y Tk @ Tk @ Yil;, (2.1.9)
1,5,k 1,5,k

da die folgende Rechnung gilt.

@i @ Yk © yyk = (in@@yi@l)(Z:cj®1®yj><21®xk®yk)

.5,k ( J k
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(2.1.7)
= R12R13R23 R23R13R12

_ <Zl®xi®yi>(ij®1®yj>(§]€:$k®yk®l>

= Z TjTk @ TiYr O YiYj-
i?j7k

Bemerkung 2.1.6 Wenn A eine invertierbare Antipode S hat, so gelten zuséatzlich
(S®id)(R) =R ! = (id® S~ (R),
(S® S)(R) = R.

Sweedlers vier-dimensionale Hopf-Algebra H, als Beispiel fiir eine
quasitriangulare Hopf-Algebra

Wir wollen nun ein nichttriviales Beispiel fiir eine quasitriangulare Hopf-Algebra angeben und
beweisen. Dieses Beispiel fiir eine Hopf-Algebra wurde zuerst in [Swe69] betrachtet und tragt
daher den Namen ,Sweedlers Hopf-Algebra“. Die zugehorige R-Matrix R ist zuerst in [Rad93]
zu finden.

Wir betrachten die komplexe Algebra H,4 (iber einem Korper K mit Charakteristik ungleich
2), die von den Generatoren = und g mit

@ =1, 22 =0, gr = —xg (2.1.10)

erzeugt wird. Hierbei bezeichnet 1 das neutrale Element der Multiplikation und 0 das neutrale
Element bzgl. der Addition. Die dritte Gleichung liefert uns die Gleichungen

grg = —x9g = —xg°> = —1, (2.1.11)
rgr = —gre = —gx® = 0. (2.1.12)
H4 wird durch A: Hy — Hqa ® Hyq und 6: Hy — C mit

A(g) =9®yg, i(g9) =1,

Alz)=1®@z+2®g, 0(x)=0

zu einer Koalgebra (Hy, A,0). Wir zeigen hier die Koassoziatvitiat. Es geniigt diese auf den
Generatoren zu zeigen, da A ein Algebra-Homomorphismus sein soll. Fir g € Hy gilt

(A ®id)o Alg)

(ARid)(gog) =g®g®yg
= ([d®@A)(g®g) = (id®A)o A(g).
Fir x € H4 erhalten wir
(A®id)ocAlz) =(ARid)(1®rs+2®g) =A(l)@z+A(x)®yg

=1l®1z4+(1r+2zR9)R9g=101Rzx+1RrxRg+rR®gRg
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=1(1l®z+r®g9)+2R9g®g=10A(z) +x® A(g)
=([deA)(I1®z+2z®g) = (Id® A) o Az).
Die Koeins-Eigenschaft gilt fiir g € Hy, da
(G@id)oAlg) = (0®id)(g®g) =d(g)®g=1c®@g=gyg
=9@lg=9g®i(g) = ([d®d)(g@g) = (i[d@d) o A(g)
gilt. Analog erhalten wir fiir z € Hy
(0®id)oA(r) =(0id)(I1®r+2®g9)=01)@r+0(r)®g=1lcR®x+0®yg
=2=100+2r®1lc=1®4()+r®4(g)
=(lde®d)(lewr+r®g) = (ld®J) o A(x).

Wir setzen also A so fort, dass A ein Algebra-Homomorphismus sein soll und somit die
Bialgebren-Gleichung gilt, d.h. wir haben

A(gr) = Aom(g @)

E2D 0 @m) o ider@id) o (A®A)(g® )

=(mem)o(idereid)(jeg® (1®z+2 g))
=(m®@m)o(lde7Rid)(§®gR1r+gRgTRyg) (2.1.13)
=mem)(geleglr+gRrege yg)

—gQgr+gr®g°

-2.1.10
= g®gr+gr®l

Die Abbildung S: H4 — H4 mit
Slg) =g  S) =gz
ist eine Antipode fiir Hy, da fiir g € H4 die Rechnungen

mo(S ®id) o A(g) =mo (S®id)(g® g) = m(S(g9) ® g)

2.1.10]

=m(g®S(g) =mo(id® S)(g®g) =mo(S®id) o A(g),

und

gelten. Analog gilt fiir x € Hy

mo(S®id)oA(x) =mo (S®@id)(1®z+z®g) =m(S(1)®@z+ S(x) ®g)

@111) @2.1.10)
::L‘+g:cggm+(—m):0:g:r—gxgg:r~l—:1:g
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=m(l®gr+z®g)=m(l®S(x)+z®S(g))
=mo(ld®S)(1®zr+2r®g) =mo (S®id) o A(x)
Lod(z)=1(0) =0.

Somit ist H4 eine Hopf-Algebra mit Antipode S.

Bemerkung 2.1.7 Die Hopf-Algebra H,4 ist weder kommutativ (wegen Gleichung ([2.1.10)),
noch kokommutativ, da

ToA(x)=7T(1@x+2Rg) =2 1+g®@x # Ax)
gilt.
Wir betrachten nun fiir jedes A € C das Element
1 A
Ry ::§(l®l—l—l®g+g®1—g®g)+§(x®x+x®ga:+gx®gm—g:v®x).

und zeigen, dass R eine universelle R-Matrix von H4 mit der Inversen (R))~! = 7(R)) definiert.
Es gilt

1
(Biz=5(1@1el+leleg+gelel-galayg)

+-(z01lr+rR10gr+gr®1®gr+gr® 1),

N | >

1
(RU%:§O®1®1+1®g®1+g®1®1—g®g®U

N | >

+Z(zR2R14+2RgrR1+gr®gr®l+grr®1),
1
uﬁh2:§U®1®1+1®1®g+1®g®1—1®g®w
A
+5(1®x®x+1®x®gx+1®gx®gx+1®gx®$)

Wir wollen nun Gleichung (2.1.1)) fiir g € H4 tiberpriifen. Es gilt

ToA(g) - Ry

1 A
:(g®g)<2(1®1+1®g+g®1—g®g)+2($®x+x®gaz+gx®gx—gx®az))

1 A
:§@®g+g®gkﬂf®g—f®9%+§@$®Wﬁﬂ$®f$+fx®fx—fm®mj
@1.10) 1 A
= §(g®g+g®1+1®g—1®1)+§(gx®gx+g:n®x+:c®x—x®ga:)
@110) 1 A
= §(g®g+g®1+1®g—1®1)—I—§(mg®mg+xg®gmg+gmg®ga:g—ga:g®a;g)
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1 A
= <2(1®1+1®g+g®1—g®g)+2(az®x—|—x®gw+gm®gx—g:z:®a:))(g®g)

=Ry Ag)
Analog betrachten wir Gleichung (2.1.1)) fiir x € H,.

7o A(x) - Ry

1
:(;c®1+g®a;)(2(1®1+1®g+g®1—g®g)

+

| >

(m®x+m®gw+gw®gm—gm®m)>

—_

= (@1 +r0g+rgRl-—2g@g+gRr+gRrg+9* @z —g* @ 29)

\)

DN >

—1—7(x2®:I;+x2®gm+acga:®gx—xg:z®m+gm®x2+gm®:pgaz—|—g2x®$g$—gzx®x2)

2.1.10,2.1.120

©
=
=

N~ N

(2®14+20g9g-—9grR®14+g2®9g+9Rr—gRgr+1Q2+1® gx)

N
-
=
|

=
o

<
=

(1®x+1®gw+g®x—g®gw+x®g+x®92+gx®g—gx®gz)

DN >

+f(x®x2+:r®g:n2+gx®gx2—g:n®w2+:L'2®$g+x2®gxg+gx2®g:):g—gx2®xg)

2.1.10.2414120

1
:5(1®1+1®g+g®1—g®9)(1®x+x®g)

A
—|—5(:I:®x+m®g:c+gm®gm—gac®:r)(l®x+x®g)

7N

1 A
2(1®1+1®g+g®1—g®g)+2(3:@90+x®gm+gw®gw—gm®x)>(1®:Jc+x®g)
=Ry -A(x)

Nun wollen wir Gleichung (2.1.2) iiberpriifen. Wir betrachten hierfiir zunéchst die linke Seite
der Gleichung.

(A ®@id)(Ry)

_ %(A(l)@l—i—A(l)@g—l—A(g)@l—A(9)®9)

+

Do | >

(A(z) @z + Az) @ gz + A(gr) @ gz — Agz) @ z)

1i3)l
L 5(1@1<>z>+1®1<>z>g+g<z<>g<z<>1—g®g®g)

A
+2((1®m+x®g)®x+(1®x+x®g)®gw
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+(g®gfv+g:v®1)®gl‘—(g®9x+gfc®1)®w>
1
=5(1®101+1818g+98g01-gRg9)

A
+5(1®x®x+£®g®x+1®x®gx+:c®g®gﬂs
+9RgrRgr+9grl®gr—gRgrezr—gr® 1l ).
Analog betrachten wir die rechte Seite von Gleichung (2.1.2)).

(Rx)13 - (Rx)23

1

;1@181+1010g+g010l-ga1ay)

(191®1+1®10g+10gR®1-1R9®9)

+2(1911+1010g+9g0101-gR1®y)

IRV

(lezrzRr+1lrzgr+10gr®gr —1® gr Q x)

NP

+-(®1l®r+rR1l0gpr+9grR1Qgr —gr®1®x)

(1®191+19109+10g901-10g0yg)

A2
+Z(ﬂ:@1®x+x®l®g$+gw®l®gw—g:ﬁ®l®x)

(lezRzrz+1lRzRgr+10gr®gr —1® gr Q )

=2(2-(1®1®1)+2~(1®1®g)+2-(g®g®1)*2-(g®g®g))

A
+Z(2-(1®x®m)+2~(1®x®gm)+2‘(g®gx®ga:)—2'(g®gac®x))
A
+Z(2-(x®g®x)+2.(x®g®gx)+2-(ga:®1®gx)—2.(g:c®1®x))
)\2
+5-0

1
:5(1®1®1+1®1®g+g®g®1—g®g®g)

A
+5(1®x®$+x®g®m+1®:L‘®gx+:1:®g®gx
+9RrRgr+9grl®gr—gRgrer—gr®1Q )

Anhand dieser Rechnungen sehen wir, dass wir fiir beide Seiten das gleiche Ergebnis erhalten
und somit Gleichung (2.1.2)) erfiillt ist. Die Rechnung fiir Gleichung (2.1.3)) verlauft analog.
Somit ist H4 eine quasitriangulare Hopf-Algebra mit universeller R-Matrix R).
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2.2 Die Quanten Yang-Baxter-Gleichung

Die Quanten-Yang-Baxter-Gleichung hat ihren Usprung in der Physik (siehe [Yan67] und
[Bax82]). Das Suchen nach Losungen fiir diese Gleichung hat sich als nichttriviales Problem
herausgestellt und so zu einer Fiille an verschiedenen Losungsansétzen gefithrt. Wir werden
zeigen, dass die Quanten-Yang-Baxter-Gleichung in einem engen Zusammenhang zur Braid-
Gleichung steht. Wir orientieren uns in diesem Abschnitt an [LR97], verweisen aber z. B. auch
auf [Kaul3].

Sei V' ein Vektorraum iiber dem Koérper K und R: V ® V. — V ® V linear. Definiere
Rij e End(Ve@V V) fir 1 <i<j<3durch

Rio = R®id,
Ros =id® R,
Ris=(ld® 7)o (R®id)o (id® R),

wobei 7: V@V = V@V mit 7(v®@w) = w®w fiir alle v,w € V den Flip-Operator bezeichnet.

Definition 2.2.1 Die Gleichung
RiaR13R23 = RazRi13R12 (2.2.1)

heifit paramter-unabhdingige Form der Quanten Yang-Bazter-Gleichung, kurz QYBE. Wir
nennen lineare Operatoren R € End(V ® V), die diese Gleichung erfillen R-Matrix oder
konstante Losungen der QYBE.

Die folgende Bemerkung liefert uns den fiir uns wichtigen Zusammenhang zwischen der
Quanten-Yang-Baxter-Gleichung und quasitriangularen Bialgebren.

Bemerkung 2.2.2 Sei A eine quasitriangulare Bialgebra mit universeller R-Matrix R =
Y12y € A® A und M ein (linker) A-Modul. Definiere die lineare Abbildung

.
Ry: MM — Mo M Ry(m@n)=> i -m®y; - n.
i=1

Ry ist genau dann fiir alle linken A-Moduln M eine Losung von (2.2.1]), wenn R eine Losung
von Gleichung (2.1.7) ist (siehe hierfiir [LR97, Chapter 6]). Wir sagen dann in diesem Fall
ebenfalls, dass die universelle R-Matrix R die Quanten-Yang-Baxter-Gleichung erfiillt. Somit

folgt insbesondere aus Satz dass jede universelle Matrix einer quasitriangularen Bialgebra
A eine Losung der QYBE liefert.

Da die QYBE in vielen verschiedenen Kontexten auftaucht, existieren verschiedene Arten
der Formulierung. Wir wollen hier die fiir uns interessanten vorstellen und verweisen fiir weitere
Formen (insbesondere fiir die ein- und zwei-Parameter-Form) auf [LRI7, Chapter 2].

Die parameter-unabhingige Form der QYBE in Sweedler-Notation

Fiir diesen Zugang verwenden wir die abgewandelte Sweedler-Notation

R(m ®n) =mp ®ny, id(m) = myq
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und wollen nun die QYBE in dieser angeben. Wir berechnen hierfiir zundchst Rio, Roz und Ri3
und erhalten

Rip(lem®@n) = (Reid)(I®@men) =l ® myg ® np),
Ry(lem®n) = ({d® R)(I@m@n) =g ®my @ npg,
Rizlom®n)=(1d®7)(R®id)(i[d® 7)(l ®@m @ n) = It @ mg @ njgy.
Somit gilt
RiaRi3Ro3(l ® m @ n) = RiaRi3(ljg) ® mpy ® njy)
= Riz(loyn) @ mpo) © nyz)p2))
= Loy ® mjo)f2) @ Nyz)f2)[o)
fiir die linke Seite der QYBE und
RosRi3Ri2(l @ m ® n) = RazRi3(lp) © mpy @ nyg))
= Ras (I @ myg)o) © njo)2))
= lpgpp) ® myzgj0)) @ Njo)[2)[2)

fiir die rechte Seite. Die parameter-unabhingige QYBE in Sweedler-Notation lautet also

Loy @ mpo)i2) © 1i2pi2hi0] = Lajajio) @ mi2jjo)i1) @ Nyoj2)(2)-

Koordinaten-Form der parameter-unabhingigen QYBE

Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basis B = {v1, -+ ,o,} und R: V@V - VeV
linear mit

R(v; ® Uj) = Rfjlvk X vy,

d.h. {Rfjl}”kl sind die Koordinaten von R bzgl. der Basis B. Wir wollen nun eine Koordinaten-
abhédngige Form der QYBE angeben. Wir betrachten zunéchst die linke Seite und verwenden
immer dann, wenn wir mit der Koordinaten-Form rechnen, die Einsteinsche Summenkonvention.

Ri2R13R3(v; @ vj @ vp,) = R12R13(R?;Ui ® Vg ® vr)
= (R@id)(id® 7)(R®id)(1 @ 7)(Rj,v; ® vy @ vy)
= (R®id)(id ® 7)(Rj. R vp ® ve ® vg)
= RY RITRb 0, © vy @ v

Analog erhalten wir

RosRi3Ria(v; ® vj @ ) = Ry RERY 0, @ 0 ® v
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fiir die rechte Seite. Also erfiillt R die QYBE genau dann, wenn fir die Koordinaten {Rfjl Yigk
bzgl. der Basis B die Gleichung

T b b
RE R Ry = RiJRER,C

gilt.

2.3 Zusammenhang zwischen der QYBE und der
Braid-Gleichung

In diesem Abschnitt wollen wir nun den Zusammenhang zwischen der QYBE und der Braid-
Gleichung zeigen, sowie die Existenz einer Losung der QYBE auf jedem Modul iiber einer
quasitriangularen Bialgebra A mit R-Matrix R =), z; ® y; € A ® A beweisen. Seien V' und
W zwei A-Moduln. Wir definieren die linearen Abbildung R und }ABVW durch

RCo5ARA
1@*—>Z$i®yi
und
Ryw:VOW sWaeV
Ryw =7o(ay ®@ay)o(id®r®id) o (R®id ®id).

Bemerkung 2.3.1 Fiir eine kokommutative Bialgebra B mit R-Matrix R =1 ® 1 gilt gerade
j:;)ww =T.

Verwende die Notation v.w = a(v ® w). Dann gilt fir a € V, b € W die Gleichheit
Ryw(a®b) =y.b® zia
wegen

Ryw(@w) =70 (ay @ay)o (id®7®id) o (R®id®id)(w ® w)

:TO(aV®O[W)O(id@T@id)(Zl‘i@yi@’U@w)

(]

:To(av@)aw)(zl‘i@”}@yi@w)
7

= T<Zmi.v ® yi.w)
i
= Zyi.w X x;.0 .
7

Weiterhin gilt (wegen Gleichung (A.4.1)) a.(b.c) = ab.cfir alle a,b € A und ¢ € V. Wegen
Gleichung (A.4.5) gilt dann

a.(v@w) = aygw(a @ v w) (2.3.1)
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=(ay Qay)o(id®T®id) o (A®id)(a ® v ® w)
= (v ®aw)o (id@1®id)(an) @ap) @ v w)
= (av & aw)(a(l) RV a(2) & U))

= a(1)-v @ agg).w .

Satz 2.3.2 Sei A eine quasitriangulare Bialgebra mit universeller R-Matriz R und V ,W,U
A-Moduln mit Wirkungen oy, oy, ay . Dann gilt

(ﬁU,W ®1idy)(idy ® RV,W) = RU@V,W; (2.3.2)
(idy ® RU,W)(-RU,V ®idw) = RU,V®W, (2.3.3)

(idw @ Ryv)(Ruw ®idy)(idy ® Ryw) = (Ryw @ idy)(idy @ Ryw)(Roy ® idy). (2.3.4)

BEWEIS: Wir betrachten zunéchst Gleichung (5.3.6]).

(Ryw ®idy) o (idy ® Ryw)(u®v® w)

= (Ryw ®idy) < Zu R yjw @ xj.v)
J
= Z Yi-(yj.w) @ .0 @ 5.0
————

i:j
(A.4.1)

=(aw ®ay@ay)o(lde®7Rid®id®id) o (1 ® 7 ® id ® id)

o(id®7’®7’®id)(2xi®mj®yiyj®w®u®v>
,J

&)
=" (@) (1) ® (i) (2) Qi

= (aw ®ay ® Oév)<zyi ®w® (2)1) @ U (i) 2) @ v>

= Z Yi-W @ (CE,‘)(I).U ® (.TZ‘)(Q).Q)

7

Qilxi.(u(@v)

= Zyi.w ® zi.(u @ v)

7

= J%U®V,W(u ®vw)
Analog betrachten wir nun Gleichung (/5.3.7]).
(idy ® Ryw) o (Ruw ®@idy) o (u® v ® w)

= (idv ® Row) Y yjv @ zju @ w)
J
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= Zyj.v ® Yiv @ . (xj.u)
———

4,
©3.1)
= (zizj)u

:(aW®0¢U®av)(2yj®v®yi®w®xiyj®u>
irj
= (aw ®ay ®@ay) o (TR®IAd®Id®Id®id) o (d®7®id ® id ® id)
oc(ldeider®id®id)o (Id®T® 7 ®id)
<inxj®yi®yj®v®w®u)
irj

E1.6)
EDBsy- o

¥i)10(¥i) (2)

— (ow ® ay @an(Z(yn@) ®v® (y)1) ®w® ®u)

i

= Z (i) yv® (yi)(Q)."LU ;.U

€33
= ;. (v@w)

= Zyi.(v ®w) @ T;.u
i

— RU,V@W(U ® v ® w)
Zuletzt iiberpriifen wir noch Gleichung (5.3.8]).

(idw @ Ryv) o (Ruw ®idy) o (idy @ Ryw)(u® v @ w)
= (idyw ® Iéw) ) (]%U,W ® idw)<z U Y w® xi.v)
= (idw ® Ryv) ( Z yi-(Yiw) ® T5.0 @ mm})
1,3

=2

i?j7k:

Yi-(yiw) @ yp.(5.0) @ T (x.0)
—_— Y Y——
A1) (E4q) A1)

= Yj¥Y%i.-w = YrZTi.v = TkT;.u

= (aw®05v®au)<zyjyi®w®yk$i®v®$kxj®u>
i7j7k

=(ap ®ay®ay)o(id®T®id®id®id) o (7 ® id ® id ® id ® id)
o(lde7®id®id®id) o ((d®id®r7®id®id) o ((d® 7™ ® 7 ®id)

<Z$kﬂfg’ @ YpTi @ YjY; QW Qv ®u>
i7j7k

E1.9)
= T TiQTLYiOYrY;

= (aw ® ay ® ay) (D kY @ w @ Ty @ v ® Tja; © )
i’j)k
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= Z YeYj- W Q Ty Q 25U
1,5,k

= (]:BV,W ® idU)(Z Yi U QYj.w & :c]xzu)
——

4,3
(A.4.1)
= x;.(z;.u)

= (RV,W ® ldU) o (ldv ® RU,W) < Z yi.’U ® ;. U ® w>

== (RV,W X ldU) e} (ldv X RU,W) 9} (EU,V X ldw)(u RV UJ)
Somit haben wir alle drei Gleichungen iiberpriift und den Beweis beendet. O

Bemerkung 2.3.3 Bezeichne nun R := Ry.y. Dann erhalten wir aus Gleichung (5.3.8) die
bereits bekannte Braid-Gleichung (1.1.1) fiir R, d.h.

(R®id)(id ® R)(R®id) = (id ® R)(R @ id)(id ® R).
Mit der Konvention
Rip=Reid)=Y yoze1,
Ryy=(d®R)=> 10y @ ;.
aus Abschnitt lisst sich die Braid-Gleichung fiir R also auch als
RisRosRip = RosRioRag (2.3.5)

schreiben.
Wir erhalten damit den folgenden Zusammenhang zwischen der Braid- und der QYB-Gleichung.
Satz 2.3.4 R erfillt die QYBE (2.2.1) genau dann, wenn R die Braid-Gleichung (T.1.1) erfillt.

BeEwEis: Die Braid-Gleichung fiir R lautet
é12R23R12 = R23R12é23
und die QYBE in Sweedler-Notation
lygjo) @ mpzgjo)n) © p22)f0) = Lo © Mjo)(2) ® Nfojf2)[2)-
Wir betrachten nun die linke Seite von Gleichung und erhalten
RiaRo3R12(1 @ m ®n) = RiaRo3 (mpy ® gy @ 1))

= Rz (mpo) ® njojiz) @ ljp)

= No)[21[2) @ M2)jo](1] @ {][a)[o)

= (id@ 7)o (r@id)e (id@7) (e ® M) © neio)
Fiir die rechte Seite gilt analog

R23R12R23 (l XmEK n) = E23R12 (Z[O} & ) @ m[l])
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= Roz(npa)pz) © lpgjpn) © mijpo))

= ny)2][0] ® Mjjo]i2] @ lojay]

E19) . o
= (id® 7)o (r®id) o (id ® 7) (ljg)1)1) @ M{)jo)2 @ N{o)[21[2))

Die linke Seite der Braid-Gleichung fiir R liefert uns also die linke Seite der QYBE fiir die
R-Matrix R und analog fiir die rechte Seite. Somit ist die Braid-Gleichung fir R genau dann
erfillt, wenn die QYBE fiir R erfillt ist und somit ist die Bahuptung bewiesen. O

Wir haben somit insbesondere gezeigt, dass R fiir jeden A-Modul eine Losung der QYBE ist.
Diese Tatsache begriindet auch die Bezeichnung ,universelle R-Matrix“.

2.4 Coquasitriangulare Bi- und Hopf-Algebren

Wir wollen nun das zu den quasitriangularen Bialgebren ,duale“ Konstrukt eine coquasitri-
angularen Bialgebra einfiihren. Diese wurden z.B. in [Scha92] ausfiihrlich studiert. Erneut
orientieren wir uns in diesem Abschnitt an [KS97] und [Kas95]. Wir weisen darauf hin, dass wir
in Rechnungen in denen die sogenannte r-Form auftaucht, keine Braid-Diagramme benutzen.

Definition 2.4.1 FEine coquasitriangulare Bialgebra ist eine Bialgebra A zusammen mit
einer bzgl. der Faltung % invertierbaren Linearform r: A® A — C (d.h. es existiert eine
Linearform 7: AQ A — C, sodass rxT =7x1r =0 gilt), sodass die Bedingungen

mP =rxmxr, (2.4.1)
713 %723 =T O (m ® ld)7 (242)
13 % T12 =T O (id X m), (2.4.3)

gelten, wobei 12,723,713 AQARA — C durchrig = r®J, rog = 07 und riz = (r®d)o(id®
T) definiert sind. Eine Linearform, die (2.4.1)) bis (2.4.3) erfillt, heifit (universelle) r-Form
von A. Eine coquasitriangulare Hopf-Algebra ist eine Hopf-Algebra, die eine coquasitriangulare
Bialgebra ist.

Bemerkung 2.4.2 Coquasitriangulare Bialgebren bzw. Hopf-Algebren sind auch unter dem Be-
griff einer ,,cobraided“ (z.B. in [Kas95]) oder ,dual quasitriangularen (z. B. [Maj95]) Bialgebra
zu finden.

Erneut werden wir die obigen Gleichungen auch in Sweedler-Notation bendétigen und geben
diese daher hier an. Wir fiithren hier noch einmal exemplarisch die Umformung der linken Seite
aus. Es gilt

(rx7)(a®b) =
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Somit lautet die Invertierbarkeit der r-Form in Sweedler-Notation
r(an) ® bay)T(a@) @ b)) = T(aq) @ bauy)r(a) ® b)) = 6(a)d(b).
Fiir Gleichungen bis erhalten wir
ba = r(a() ® bay)a@)be)T(as) @ b)),
r(ab®@c) =r(a® cq))r(b®c),
r(a® be) = r(aq) @ c)r(ap) @b).

Analog zu Abschnitt 2.3 induziert eine coquasitriangulare Bialgebra B eine Losung der QYBE
auf jedem B-Komodul (siehe hierfiir z. B. [Kas95, Chapter VIIL.5]). Sei A eine coquasitrangulare
Bialgebra mit universeller r-Form r und V,W rechte A-Komoduln mit Kowirkungen ~, bzw.
~Yw. Wir definieren dann (analog zu va,w) eine lineare Abbildung #y  durch

Tvw: VAW WV
Pow = (r@id®id)o (id® 7 ®id) o (v ® yw) o T,
d.h in Sweedler-Notation gilt
P (0 ® w) = 7(0® @ W )w)y ® vy,

wobei y(u) = uM) @ u. Dann gilt analog zu Abschnitt

Satz 2.4.3 Seien U, V und W A-Komoduln. Dann gilt

7¢:U®V,W = (fU,W & idV)<idU & ’FV,W)
fU,V@W - (ldv & ﬁyyw)(fU,V & ldW>

(’f;V,W ® idU)(idV ® ,f;U,W)(,’,;U,V ® idW - (idW ® ’f;U,V)(’f;U,W ® idv)(idU ® 'fgvyw)

BEwEIs: Siehe [Kas95, Chapter VIIL5] fir den Beweis. O

Bemerkung 2.4.4 Wegen Satz erfilllt # die Braid-Gleichung, also ist 7 o r eine Lésung
der QYBE.

Also induzieren coquasitriangulare Bialgebren Losungen der QYBE auf ihren Komoduln so wie
das quasitriangulare Bialgebren auf ihren Moduln tun.

Die folgenden beiden Satze wollen wir hier der Vollstédndigkeit halber (jedoch ohne Beweis)
angeben, um die Dualitat zwischen R-Matrizen und r-Formen zu unterstreichen.

Lemma 2.4.5 Sei A eine coquasitriangulare Bialgebra mit R-Form r und ¥ die Inverse bzgl.
der Faltung. Dann gelten die folgenden Gleichungen

T12 X T13 %7923 = T923 %713 %712 (2.4.4)

ro(l®id)=ro(ide®1)=24¢
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und
T12 x T'13 * T23 = T23 * 13 * 12
Tog3 xT13 = (m X ld)
(2.4.5)
T12*T13 =ToO (id®m)
Fo(l®id)=Fo(id®1) =34
BeEwEIs: Siehe z. B. [KS97, Chapter 10]. O

2.5 Die FRT-Bialgebra A(R) und die FRT-x-Bialgebra A.(R)

Die FRT-Konstruktion zeigt uns, wie wir aus jeder Losung der QYBE eine coquasitriangulare
Bialgebra konstruieren kénnen. Die Bezeichnung ,,FRT-Bialgebra“ leitet sich von den Nachna-
men Faddeev, Reshetikhin und Takhtadjian der Autoren des Papers [FRT8§| ab, in dem diese
Konstruktion zuerst durchgefithrt wurde. Wir orientieren uns in diesem Abschnitt an [KS97,
Chapter 9].

Die klassische FRT-Konstruktion bzw. die FRT-Bialgebra A(R)

Sei V ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum mit Basis {v; }1<i<, und R € End(V®V)
ein Endomorphismus. Definiere die zugehorigen Koeffizienten (wie in Abschnitt durch

R(v; ® vj) = Rk v Q vy

Weiterhin sei {uj }ij=12,..N eine Familie von N 2 Unbestimmten. Wir betrachten die freie
Algebra C(u > und bezelchnen mit I(R) das von den N* Elementen

L3 = ZRZ}”uful Zu? ZRZZ (2.5.1)

erzeugte zweiseitige Ideal (7, j,m,n = 1,2, --- . N). A(R) sei die Quotientenalgebra C(u!) /I(R).
g g » s ) ) 4y ) g i

Satz 2.5.1 ([KS97, Chapt. 9, Prop. 1]) Auf A(R) existiert eine eindeutige Bialgebren-
Struktur mit

S oul @uf (2.5.2)

1<k<N

5(u]) = 6

BEWEIS: Wir zeigen zunéchst, dass A: C(w > — Clu >®(D( )koassomatlv ist und §: C(w > - K
die Koeins-Eigenschaft erfiillt. Wir uberprufen zunachst die Koassoziativitdt auf den Generato—

ren szj .

(id®A)oA( = 1d®A<Zuk®u>:Zui®A(uf)
k

=Y ul ouf oul =3 A(u]) @ ul
k,l l
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= (A ®id) (Zul®u> (A ®id) o A(u )
Ebenso iiberpriifen wir die Koeins-Eigenschaft auf den Generatoren.
(id © 8) o A moa(zy%®u>:§:%®@ﬁ)
k
= Zui ® O, = uZ = 1d(uf)
k
= Zékj @ uk = Zé(ui) ®u
k k

= (0 ®id) <Zuk®u> (6 ®id) o A(ul)

Indem wir A so fortsetzen, dass die Bialgebren-Gleichung gilt, werden A und 4 eine Komulti-
plikation bzw. Koeins auf C(u]). Dann gilt insbesondere

Aom(f@%)=On®mﬁwM®T®M%wA®Awﬁ®ub
m®m) (1d®7’®id)(u§®u ® uf @ uf)

= (m @ m)(uy @ ug © u @ uf)

— k1 w!
upuqéi)uZ ;e

Wir zeigen nun, dass A und § eine Komultiplikation bzw. Koeins auf (D(uz )/I(R) induzieren.
Hierfiir miissen wir zeigen, dass I(R) ein Koideal ist, d. h. dass

A(I(R)) Cc I(R) ® C(ul) + C(u!) @ I(R),

gelten.

Wir zeigen zunichst die erste Eigenschaft.

Im" = (ZRZlmuful Zul Rfj)

=> Rpj E}x R
k.l
253 ki
B SR (S ooy b)) - (X (S gy o ofud) v
k.l ki P
= > R upul, @ ubul — > wpult @ uful Ry
k,l,p.q k,l,p,q
_ mn, k, 1 D4
- Z Ry upug ® uju J
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. n, m pkl P, q n, m pkl P, q
> uuf Ryg @ uul + > ujuil Ry @ ufu]
k,l,p.q k,l,p,q

=0

n,m D, 4 pkl
— Z Up Uy & upuy R

k,l,p,q
n, m qp, k1 n, m qp, k1
=+ Z Up Uy ®Rkluiuj— Z Uy Uy ®Rkluiuj
k,l,p,q k,l,p,q
=0
_ mn, k, I n, m pkl D, 4d n, m pkl p,4d
= Z ZRkl Uy Uy u'uy, qu> @ w;u; + Z upuy Ry @ g u;j
p,q k,l k,l k,l,p,q
n, m ap, k1 P, .9 pkl n, m qpl, k1
+Zupuq ®< Ryuiu; — > ukRij> - Z UpUy @ Ry ugu;
D,gq k,l k.l k,l,p,q
" Pq m,n k. 1l ppq m, n
= Z‘Iij ® upug + Z ujui Ry @y g
p,q k,l,p,q

p,4q mn __ P, q kl, m, n
+ Zul u; @ Ipg Z u; uj ® Rpoug’ug
D,q k,l,p,q
_ y4el m, n k.l ppq m, n
=Y I @utug + ) ufui Ry @ upuy
D,q k,l,p,q

P, q mn k, 1 0q, m, n
—I—Zuiuj®lpq Z uju; @ Ryjugug
Pyq k\lp,q

=Y Meurul+Y Wl @ It € I(R) @ Cul) + Clul) @ I(R).
p,q p,q

AuBlerdem gilt

o(Zi;")

mn, k, [ n, m pkl
5(2 K “i“j‘Z“l“kRij)

!
k,l k,l
k, 1 kl
= Z Ry 6 (u; Uj) - Z 5(“?“?)317‘
1 k,l

k
_ mn sk 5l n sm pkl
=Y RS =D 0O RY
k1l k.l

_ pmn mn
= 1" — Rjj

0.

Somit ist I(R) ein Koideal und die Komultiplikation und die Koeins auf C(ul) setzen sich fort
zur Komultiplikation und Koeins auf C(u})/I(R) =: A(R). O

Wir erhalten damit die folgende Definition.

Definition 2.5.2 ([KS97, Chap. 9, Def. 1]) Die von den Elementen {u};j—12,.. N bzgl.
der Relationen

mn, k, | _ . n, nmpkl
Rk‘l u,; U] = U uk:RZj
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Z ui ® uf
1<k<N
8(uf) = &y

erzeugte Bialgebra A(R) heifst FRT-Bialgebra.
Wir wollen nun noch eine fiir uns entscheidende Eigenschaft der Bialgebra A(R) betrachten.

Satz 2.5.3 ([KS97, Chap. 10, Theo. 7]) Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum und
R € End(V ® V) eine Losung der QYBE. Dann ist die Bialgebra A(R) coquasitriangular und
es existiert eine eindeutige universelle r-Form r mit

r(u§ @uf) = R;]f 7F(ui @ uf) = (R™H)% (2.5.3)
fdriajakal = 1727"‘ ,N.

BEWEISIDEE: Wir definieren die oben angegebene I- Form zunédchst auf C(u ) ® C(u > und
setzen diese so fort, dass Gleichungen (|2 und ([2.4.3) erfiillt sind. Mit Hilfe der QYBE kann

man zeigen, dass fiir das von der Relation Rﬂ"ufué = ujup R’“Z erzeugte Ideal I(R)

r(I(R) ® Clu])) = r(C(u}) ® 1(R)) = {0}

gilt. Somit kénnen wir die r-Form r auf A(R) ® A(R) hochheben. Man rechnet dann nach, dass

die Gleichungen , und erfillt sind und die Inverse tatséchlich wie oben

gegeben ist. O
Fiir spéatere Rechnungen benétigen wir das folgende Lemma.

Lemma 2.5.4 ([KS97, Chap. 9, Prop. 2]) Die Abbildung v: V — A(R) ® V mit
=Y uf®u; (2.5.4)
J
definiert eine Kowirkung auf V.

Bewels: Wir {iberpriifen Eigenschaft (A.4.3]) auf den Generatoren.
(A®id) oy(v;) = (A ®id) (Zu ®vj>

_ i k )
~ S etey
Jik

= uj @ ()

k
= (id®vy) (Zuk@wk)

= (id®7) o v(v)

Wir betrachten nun noch Eigenschaft (A.4.4)).

(0 @id) o y(v;) = (6 ®1id) (Zu ®v]>
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= 0(uj) ®v; = b5 @ vj =v;
J
Somit ist v eine Kowirkung auf V. O

Die FRT-+-Bialgebra A, (R)

Wir wollen nun die FRT-Bialgebra A(R) noch um eine Involution * erweitern, siehe [FSS03].
Betrachte nun die freie Algebra C(al,bf), wobei b = (a})* die formalen Adjungierten der

Elemente aé sind. Wir bezeichnen mit J(R) das *-Ideal, das von den Elementen

. " L
Ly, = D Bpgdial = 3 aga, Ry
Ji =Y Rjbkd) =" aj'bl, R
erzeugt wird. A, (R) sei erneut die Quotientenalgebra (D(ag, bF)/J(R).

Lemma 2.5.5 Auf A.(R) existiert eine eindeutige Bialgebren-Struktur mit

Alul) = > ui@uf
1<k<N

5(uf) = bij

(]

BEWEISIDEE: Der Beweis verlauft analog zu Satz [2.5.1]
Korollar 2.5.6 Fir die Adjungierten b;- gelten
AL = @b), (bh) = & (2.5.5)
BEwEIS: Die erste Gleichung gilt wegen
A(B) = A((a)) = Ao x(al)
A35 ; ;
"2 4) 0 Aal) = (af)" ® (ab)"
= b} @b,
Die zweite Gleichung gilt wegen

8(8) = 8((al)") = 80 x(af) = 3,

Wir definieren nun die FRT-*-Bialgebra.

Definition 2.5.7 ([ESS03), Chap. 5]) Die von den Elementen {aé»}l-7j:172,... N und {bf}pim10.. N
mit bf == (ak)* bzgl. der Relationen
" L
Ryqajaj = aga, Ry}
R?lbqaf = a}‘b;Rgﬁ

A(aé) =al ® a;?
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(5(06) = 6ij

erzeugte Bialgebra A.(R) heifit FRT-x-Bialgebra.

Satz 2.5.8 ([FSS03, Chap. 5]) Sei V' ein endlicher Vektorraum und R € End(V ® V') eine
Lésung der QYBE. Dann ist A«(R) coquasitriangular und durch r: A (R) @ A«(R) — C mit

r(a;- ®af) = R;’f r(aé- @) = Rfji
und der (Faltungs-)Inversen 7: A.(R) ® A (R) — C mit
7o} @af) = (R} 7(a@bf) =Ry

wird eine eindeutige universelle r-Form auf A.(R) definiert.

BEWEISIDEE: Der Beweis verlduft analog zu Satz [2.5.3



Kapitel 3

Symmetrisierung von braided
x-Bialgebren

Wir wollen in diesem Kapitel sowohl die Symmetrisierung von braided *-Bialgebren mit Hilfe von
Hopf-*-Algebren, die in [FSS03] bewiesen und in [Mall4] ausgearbeitet wurde, wiederholen und
die Symmetrisierung von braided *-Bialgebren mit Hilfe von coquasitriangularen Bialgebren
(siehe hierfiir ebenfalls [FSS03|) beweisen. Wir betten hierfiir eine braided *-Bialgebra mit
Hilfe einer Hopf-x-Algebra oder einer coquasitriangularen Bialgebra in eine grofiere ,,iibliche®
x-Bialgebra ein. Die Symmetrisierung von braided Bialgebren ohne Involution ist auch unter
dem Namen ,Bosonisierung® in [Maj95] zu finden. Die Symmetrisierung erlaubt es uns unter
anderem die Konstruktion und Klassifikation von Lévy-Prozessen auf braided *-Bialgebren auf
den klassischen Fall zu reduzieren (siehe Kapitel [f]).

3.1 Symmetrisierung mittels Hopf-x-Algebren

Linke Symmetrisierung mittels Hopf-x-Algebren

Fiir diesen Abschnitt wiederholen wir zunédchst die Ergebnisse aus [FSS03], die in [Mall4]
ausgearbeitet wurden, und setzen diese in einen Zusammenhang mit den sogenannten Yetter-
Drinfeld-Moduln. Alle in diesem Abschnitt benétigten Beweise wurden in [Mall4] ausfiihrlich
mit Hilfe von Braid-Diagrammen bewiesen.

Sei A eine Hopf-Algebra mit invertierbarer Antipode. Wir betrachten die Kategorie €(.A), de-
ren Objekte Tripel (V) vy, vy ) sind, die aus einem C-Vektorraum V', einer Wirkung oy : AQ@V — V
und einer Kowirkung v : V — A ® V bestehen, sodass die Gleichung

(m®@ay)o(id®7®id) o (A®vy) (3.1.1)
= (m®id)o (id® 7)o (7v ®id) o (ay ®id) o (id ® 7) o (A ® id) h

37
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erfiillt ist. Die Morphismen der Kategorie sind lineare Abbildungen f: V — W, die sowohl
Modul- als auch Komodul-Abbildungen (siehe Abschnitt [A.4]) sind, d.h. es gelten

foay =ayo(id® f),
twof=(d® f)oo.

Wir definieren das Tensorprodukt in €(A) wie folgt: Das Tensorprodukt von Objekten ist
definiert durch
(Viay,w) @ (W, aw,yw) = (Ve W, avew, Yvew),

wobei
ayew = (y ® a) o (Id®7®id) o (A ®id ®1id),
Yew = (M®id®id) o (id® 7 ®id) o (yy @ Yw)

gilt. Das Tensorprodukt von Morphismen das iibliche Tensorprodukt zwischen linearen Abbil-
dungen ist. Damit wird €(.A) zu einer Tensorkategorie. Die Abbildung

U= (a®id)o(id® 7)o (y®id)
ist ein Braiding fiir €(A), d.h. (€(A), V) ist eine braided (Tensor-)Kategorie.

Wir wollen nun die Definition der bereits erwédhnten Yetter-Drinfeld-Moduln einfiihren,
siehe hierfiir z. B. [Mon93, Chapter 10]. Wir verwenden hier erneut die abgewandelte Sweedler-
Notation v(v) = vV ® v fiir die Kowirkung.

Definition 3.1.1 Sei A eine Bialgebra. Wir nennen einen Vektorraum V linker Yetter-
Drinfeld-Modul iiber A, wenn V sowohl ein linker A-Modul mit Wirkung o, als auch ein
linker A-Komodul mit Kowirkung v ist und die (linke) Yetter-Drinfeld-Gleichung

Z a(l)v(l) & a(2).v(2) = Z(a(l).v)(l)a(z) & (a(l).v)@) (3.1.2)
fir alle a € A und v € V erfillt ist, wobei a.v = a(a ® v).

Wir wollen nun zeigen, dass die Objekte der Kategorie €(.A) Yetter-Drinfeld-Moduln sind.
Hierfiir zeigen wir, dass Gleichung dquivalent zu Gleichung ist. Wir betrachten
zunéchst die linke Seite von Gleichung und formen diese in Sweedler-Notation um. Wir
verzichten erneut auf Indizes an Abbildungen, wenn sie aus dem Zusammenhang klar sind.

(m®a)o(id®T®id) o (A®7v)(a®v)
=(m®a)o (id®7®id)(aq) ®ag) ® o @ @)
= (m®a)(ag) @ v @ ap) @v®)
= a(l)v(l) ® a(g).v@)
Analog formen wir die rechte Seite in Sweedler-Notation um.
(m®id)o (id® 7)o (y®id) o (a®id)o (id® 7)o (AR T)(a ® v)
=(m®id)o (i[d® 7)o (y®id) o (a®id) o (id ® 7)(an) ® az) ®v)

=(m®id)o (i[d® 7)o (y®id) o (a ®@id)(aq) ® v ® a())
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= (m (%) id) o (id X T) o (’y X id)(a(l).v X CL(Q))
= (m®id) o (id @ 7)((a@y-v)"! @ (a1).v)? @ az)

=(m® id)((a(l).v)(l) ® a@) ® (a(l).v)(2))
= (a(l).v)(l)a(g) ® (a(l).v)@)

Wie wir sehen, entspricht Gleichung in Sweedler-Notation gerade Gleichung. Die
Objekte (V, ay,yy) der Kategorie €(.A) bilden also (linke) Yetter-Drinfeld-Moduln. Wir nutzen
daher im Folgenden die fiir die Kategorie der linken Yetter-Drinfeld-Moduln iibliche Bezeichung
ﬁyD. Wie oben sind die Objekte dieser Kategorie linke Yetter-Drinfeld Moduln V iiber A
und die Morphismen lineare Abbildungen f: V — W die sowohl linke Modul- als auch linke
Komodul-Abbildungen sind. Ublicherweise werden lediglich die Yetter-Drinfeld-Moduln V als
Objekte dieser Kategorie aufgefasst und nicht die Tripel (V, ay, 7y ) mit zugehoriger Wirkung
und Kowirkung. Fiir unsere Belange ist jedoch eine explizite Auszeichnung dieser Objekte von
Vorteil, sodass wir diese Schreibweise beibehalten werden. Somit erhalten wir die folgende, neue
Formulierung fiir die Kategorie €(A):

Satz 3.1.2 Sei A eine Hopf-Algebra mit invertierbarer Antipode. Die Kategorie ﬁyD der linken
Yetter-Drinfeld-Moduln wird zu einer Tensorkategorie, indem wir das Tensorprodukt zwischen
Objekten durch

(Viav,w) @ (W, aw,vw) = (VO W, avew, Wvew)

mit
ayvew = (Ay @ ay) o (ld®7®id) o (A ®id ® id),
Tew = (M®id®id) o (id® 7 ®id) o (v ® Yw)

und das Tensorprodukt zwischen Morphismen als tbliches Tensorprodukt zwischen linearen

Abbildungen definieren. Die Abbildung V: V QW — W Q& V mit
UV=(a®id)o(id®T)o (y®id) (3.1.3)
ist ein Braiding fir 2YD, d. h.(3YD, V) ist eine braided Kategorie.
Wir wollen nun Yetter-Drinfeld-Moduln um eine Involution erweitern.

Definition 3.1.3 Sei (V,«,~) ein linker Yetter-Drinfeld-Modul tiber einer Bialgebra A mit
involutiver Antipode S. Wir nennen V involutiven Yetter-Drinfeld-Modul, wenn zusdtzlich
eine Involution x: V — V exisitiert, sodass die Gleichungen

xoa=ao(x®x)o(S®id), (3.1.4)
70*:(*@*)07 (3.1.5)

gelten.
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Bemerkung 3.1.4 Die Definition eines involutiven Yetter-Drinfeld-Moduls ist bisher in der
Literatur nicht zu finden und soll auch hier keine allgemeine Giiltigkeit besitzen, da diese
Definition eine invertierbare Antipode der zugrundeliegenden Bialgebra B voraussetzt, die fiir
allgemeine Yetter-Drinfeld-Moduln jedoch nicht gegeben sein muss. Wir verwenden hier in
diesem Zusammenhang dennoch die Bezeichnung involutiver Yetter-Drinfeld-Modul, um uns
die weitere Formulierung der Ergbenisse zu vereinfachen.

Wir bezeichnen nun die Kategorie, deren Objekte (V,a,~,*) involutive Yetter-Drinfeld -
Moduln und deren Morphismen die linearen Modul- und Komodul-Abbildungen sind, im
Folgenden mit jyv*.

Bemerkung 3.1.5 Wir fordern hier bewusst fiir die Morphismen der Kategorie keine Vertréag-
lichkeit mit der Involution *, da das Braiding ¥ einer braided Tensorkategorie ebenfalls ein
Morphismus sein muss und dieses jedoch nicht vertraglich mit der Involution ist.

Satz 3.1.6 Betrachte die Kategorie ﬁyl)*. Das Tensorprodukt zwischen Objekten sei definiert
durch

(V, o, v, *v) ®Q (W, aw, yw, *W) = (V Q@ W, avew, Wwew: *vew),
wobei vy gw und Yyow wie in Satz[3.1.9 definiert sind und

kvew = (@®id) o (Id®@ 7)o (y ®id) o(ky @ *y) 0T
=

gilt. Das Tensorprodukt ist erneut das tibliche Tensorprodukt zwischen linearen Abbildungen. Mit
diesen Definitionen wird f\yD* eine Tensorkategorie und mit W eine braided Tensorkategorie.

BEWEIS: Wegen Satz bleibt nur noch zu zeigen, dass (V & W, avew, Yvew, *vew) selbst
wieder ein involutiver Yetter-Drinfeld-Modul ist, d.h. dass fiir aygw, Yvew und *xygy die
Gleichungen und gelten. Insbesondere ist ¥ wegen Bemerkung ((3.1.5)) weiterhin
ein Braiding fiir unsere Kategorie :f\\yD*. Wir zeigen zunéchst, dass Gleichung (3.1.4)) erfiillt ist,
d.h. dass

*vew © Qyegw = Qygw O (*.A o *V®W) o (S ®id ® id)
gilt. ¥ ist ein Morphismus, also inbesondere auch eine Modul-Abbildung, d. h. es gilt

bzw. in Diagramm-Schreibweise

/

/ a
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Somit gilt

kvow O Qvew = Yo (x®@x*)oTo(a®a)o (id®7®id) o (A ®id ®id)

=(a®@a)o(ild®T®id)o (A®id®id)o (Id@ V) o (*®*®*) o (S®T)
= Qyeow 0 (¥4 @ *ygw) o (S ®id)
Wir zeigen nun noch, dass ebenso Gleichung erfiillt ist, d. h. es gilt
Taw © *vew = (¥4 @ *vew) © Yvew
gilt. ¥ ist ein Morphismus, also inbesondere auch eine Komodul-Abbildung, d. h. es gilt

Ywev 0¥ = (1d @ ¥) o yyew (3.1.7)

-6

bzw. in Diagramm-Schreibweise
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Somit gilt

(44 @ *ygw) 0 Yvew = (x4 @ (Vo (x®@%)o7))o(m®id®id) o (id® 7 ®1id) o (7 ® 7)

=(m®idid)o(i[d®T7®id)o (y® 7)o Wo (* @ *) 0T = Yyew O *vew

Insgesamt ist also (VO W, ayew, Tvew, *vew ) €benfalls wieder ein involutiver Yetter-Drinfeld-
Modul und somit ein Objekt der Kategorie ﬁyD*. O

Die neue Formulierung der linken Symmetrisierung von braided *-Bialgebren lautet somit

Satz 3.1.7 (Linke Symmetrisierung von braided x-Bialgebren mittels Hopf-«-Alge-
bren [FSS03, Theo 4.1]) Sei (A,mu,14,A4,04) eine Hopf-«x-Algebra mit invertierbarer
Antipode S und (B,mg,1s, Ag,d5) eine braided x-Bialgebra in der braided Tensorkategorie
(4VD., W). Dann ist H = B® A (als Vektorraum) mit

My = (ms @my) o (id®a®id®id) o (i[d®@id® 7 ®id) o (id® A ®id ®id), (3.1.8)
Ly =15 ® 1,

Ay =(i[domeideid)o(id®id®r@id)o (id®y2id®id) o (As @ AL), (3.1.9)
03 = 05 @ O,

*y = (@ ®@id) o (T ®1id) o (Id ® A) 0 (k5 @ *4)

eine x-Bialgebra (im ublichen Sinn).

Beweis: Siehe [FSS03] oder fiir eine mit Hilfe von Braid-Diagrammen bewiesene Variante
[Mall4, Kapitel 4.3, Satz 5]. O

Rechte Symmetrisierung mittels Hopf-x-Algebren

Trotz der Tatsache, dass ein rechter A-Modul bzw. -Komodul als linker A-Modul bzw. -Komodul
in der Algebra A° aufgefasst werden kann und es somit geniigt linke Moduln und Komoduln zu
betrachten, wollen wir hier der Vollstédndgkeit halber eine kurze Zusammenfassung der Ergebnisse
fir die rechte Symmetrisierung von braided (x)-Bialgebren mit Hilfe von Hopf-x-Algebren
formulieren. Die Beweise verlaufen analog zu den Beweisen fiir die linke Symmetrisierung
mittels Hopf-x-Algebren in [Mall4]. Das bedeutet, dass wir die Beweise durch Spiegelung der
Diagramme an der Senkrechten erhalten. Hierbei muss jedoch beachtet werden, dass wir zwar
die Position des Braidings (wenn vorhanden) ,spiegeln“, das Braiding als solches jedocht nicht,
da wir sonst nicht das Braiding ¥, sondern sein Inverses ¥~' betrachten wiirden.
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Analog zur Definition eines linken Yetter-Drinfeld-Moduls heifit ein Vektorraum V rechter
Yetter-Drinfeld-Modul iiber A, wenn V' sowohl ein rechter .A-Modul mit (rechter) Wirkung
a:V®A— V,als auch ein rechter A-Komodul mit (rechter) Kowirkung 7: V — V ® A ist
und die (rechte) Yetter-Drinfeld-Gleichung

v(l).a(l) ® U(Q)a@) = (U.a(2)>(1) & a(l)(v.a(z))(z)

fiir alle a € A und v € V erfiillt ist, wobei @(v®a) = v.a und F(v) = v @v(?. Diese Bedingung
entspricht der Gleichung

(@@m)o(idd®7T®id)o (7 ® A)
=(id®m)o(r®id)o (id®7¥)o(id®a)o (r®id) o (id ® A).
Wir nennen V involutiv, falls eine Involution x: V' — V exisitiert, sodass die Gleichungen
xoa=ao(x®x)o(id®9),
Fox=(x® %) o7,

erfullt sind.

Wir wollen nun analog die Kategorie (ny\)* definieren. Die Objekte sind Quadrupel (V, @, 7, )
sind involutive (rechte) Yetter-Drinfeld-Moduln und die Morphismen lineare Modul- und Komodul-
Abbildungen.

Fiir eine Bialgebra B und (rechte) Yetter-Drinfeld-Moduln (V, @y, 7,,) und (W, @, 7, ) kann
man analog zeigen, dass der Vektorraum V ® W ein Rechts-Modul mit Wirkung

Tyew = (ay @) o (d®7®id) o (id ®id ® A),
sowie ein Rechts-Komodul mit Kowirkung
Fvew = ((d®@id®@m)o (i[d® T ®id) o (T, ®Ty)

ist.

Sei A nun eine Hopf-Algebra mit invertierbarer Antipode und V, W rechte A-Moduln und
Komoduln. Dann ist

U= (idea)o(r®id)o (id®7)
invertierbar mit der Inversen
V' =ro(idea)o(id®id® S ) o (ido 7)o (y®id).
Weiterhin ist

*yow = U o (ky @ %) 0T

eine Involution auf V ® W. Sind V, W sogar rechte Yetter-Drinfeld-Moduln iiber A, so ist ¥
eine rechte Modul-und Komodul-Abbildung, d. h. es gelten

@ o a\/@W == aW®V ¢} (E ® ld),

Twev © U= (¥®id)o Tvew:
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Wir kénnen also analog die Kategorie (YD), der rechten Yetter-Drinfeld-Moduln iiber A
definieren.

Satz 3.1.8 Sei A eine Hopf-Algebra mit invertierbarer Antipode. Dann konnen wir die Tensor-
kategorie (yDﬁ)* wie folgt definieren: Die Objekte (V,ay,7,,*v) sind rechte involutive Yetter-
Drinfeld-Moduln iiber A. Die Morphismen der Kategorie sind lineare Abbildungen, die sowohl
rechte Modul- als auch rechte Komodul-Abbildungen sind. Das Tensorprodukt von Objekten
definieren wir durch

(Vyav, Jv, *v) @ (W, @w, Jy, ¥w) = (VO W, Qvew, Tvow *vew),
wobei
Avew = (@ @ay) o ([d® 7 ®id) o (A ®id ®id),
Fyow = (M@id®id) o (ld® 7 ®id) o (F, ® Fyy),

fvew = (1A @) 0 (7 @id) 0 (1d ©7) o @ y) o 7
=V
gilt. Das Tensorprodukt von Morphismen ist das tibliche Tensorprodukt zwischen linearen Ab-
bildungen. Die Abbildung ¥ = (id ® @) o (7 @ id) o (id ® 7) ist ein Braiding fiir (YD%)x,
d. h.(YDA)«, V) ist eine braided Kategorie.

Analog erhalten wir somit fiir die rechte Symmetrisierung von braided *-Bialgebren den
folgenden Satz.

Satz 3.1.9 (Rechte Symmetrisierung von braided *-Bialgebren mittels Hopf-+-Alge-
bren) Sei A eine Hopf-Algebra mit invertierbarer Antipode und B eine braided *-Bialgebra in
(YDA, ¥),. Dann ist Hr = A® B als Vektorraum eine (iibliche) *-Bialgebra mit

My, = (Ma@mp)o ([deid®a®id) o (d®7®id®id) o (id ® id ® A ®id),
Ly, =14 ®1s,

Ay, =({d®id®m,®id)o(ild®T®id®id) o (id ®id®@F ®id) o (A4 ® Ap),
Oripy = 04 ® 0,

*1, = (d@@) o (id® 7)o (A®id) o (* ® *).

3.2 Symmetrisierung mittels coquasitriangularer x-Bialgebren

Linke Symmetrisierung mittels coquasitriangularer x-Bialgebren

In diesem Abschnitt wollen wir erneut eine Symmetrisierung von braided *-Bialgebren vorneh-
men. Diesmal verwenden wir jedoch zur Konstruktion unserer zugrundliegenden Kategorie keine
Hopf-*-Algebren, sondern Bialgebren, die coquasitriangular sind und eine Involution * besitzen.
Insbesondere bedeutet dies, dass wir bei diesem Ansatz keine invertierbare Antipode brauchen.
Auch diese Konstruktion wurde zuerst in [FSS03|] ausgefithrt. Wir weisen an dieser Stelle
ausdriicklich darauf hin, dass wir, wenn wir von einer coquasitriangularen x-Bialgebra sprechen,
eine Bialgebra meinen, die coquasitriangular und eine *-Bialgebra und keine Vertraglichkeit
zwischen der zugehorigen r-Form » und der Involution * fordern. Wir lassen wie bereits vorher
die Indizes an Abbildungen weg, wenn sie aus dem Zusammenhang zu erschliefen sind.
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Wir betrachten zunédchst das folgende Lemma.

Lemma 3.2.1 Sei A eine coquasitriangulare Bialgebra mit universeller r-Form v und v, eine
linke Kowirkung von A auf V. Dann definiert

ay = (F®id) o (id ® vy) (3.2.1)

eine Wirkung von A auf V.

BEWEIS: Wir zeigen zunéchst, dass Gleichung (A.4.1) gilt.

ao(m ® id) g( ®id) o (id ® v) o (m ® id)

= (f®id) o (m®id ®id) o (id ® id ® )

((723@13) ®id> o(id®id @ 7)

((Gem e (e fan) o by @id)odoider)
_ (((6®F®F®5)o(id®id®id®id®r)o(id®id®7®id®id)

o(id®r®7’®id)o(A®A®A))®id>o(id®id®’y)

=FeFRid)o([d®rRid®id)o (®id®id ®§ ®id ® id ® id)
o(A®A®A®id)o (id®id ® v)
LA reroid)o(doreideid) o (toid®id®id)o ([d®id® A ®id) o (id ®id ® 7)

L roroid)oder®ideid)o(reid@id®id)o (id ®id ®id ® ) o (id ® id ® 4)

=(T®id)o(ild®v)o(ld®T®id) o (id ® id ® 7)

=(F®id)o (id®~) o (id@ ((F®id)o(id®’7)))

o (id ® a)
Nun tiberprifen wir Gleichung (A.4.2)).
B21) .
o (1®id) (F®id) o (id® ) o (1 ®id)

= (F®id)o(l®id®id)o
_ <(Fo (1®id) © id> o

B2 59i) o
4.4)

E
[ES

id
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Somit ist oy eine Wirkung vom A auf V. O

Nun wollen wir zeigen, dass diese Paare aus einer Kowirkung v und der nach Lemma [3.2.]
zugehorigen Wirkung «a die Yetter-Drinfeld-Gleichung (3.1.2)) erfiillen und V' somit ein (linker)
Yetter-Drinfeld-Modul ist.

Satz 3.2.2 Sei A eine coquasitriangulare Bialgebra und v eine Kowirkung von A auf V.
Weiterhin sei v die zugehorige Wirkung aus Lemma|3.2.1. Dann ist (V, o, ) ein Yetter-Drinfeld-
Modul.

BEWEIS: Es gentigt zu zeigen, dass die Yetter-Drinfeld-Gleichung (3.1.2) gilt.

(m®a)o (id®7®id)o (A ®7y)

B2D i eFid)o(idor®id®id)o ([d®id®id®q) o (A® )

B (1 0 F@id)o(doroid®id) o (A®A®id) o (id®7)

E29 (m*7)®id) o (id ® )

2.4.1]

(T m) ®id) o (id ® 7)

1.3.6

(Fom®id)o (deid®7®id)o (ld®7®id®id) o (A ® A®id) o (id ® 7)

A

=~
[9¥)

(F®m®id)o(id®id®7®id)O(id®7®7)0(A®’y)
= TOmeid)o(dRid®id® 7)o (id®id® v ®id)
o(id®id® 7)o (Id®T®id) o (A ®7)
= (Toam®id)o(d®id®id® 7)o (id®id ® v ® id)
o(id®y®id)o(Id® 7)o (A ®id)

3.2.1]

(m®id)o (id®@ 7)o (y®id) o (a®id) o (id® 7)o (A ®id)

Somit haben wir gezeigt, dass « und v die Yetter-Drinfeld-Gleichung (3.1.2) erfiillen und somit
V ein Yetter-Drinfeld-Modul ist. O

Erneut wollen wir eine braided Tensorkategorie definieren, fiir die wir die Symmetrisierung
von braided x-Bialgebren formulieren kénnen. Diese enthélt Komoduln (V) einer coquasitri-
angularen Bialgebra A als Objekte und Komodul-Abbildungen als Morphimsen. In Anlehnung
an die fiir die Kategorie der (linken) Komoduln einer Algebra A iibliche Bezeichnung “Komod,
bezeichnen wir diese Kategorie mit AC. Das folgende Lemma zeigt uns, dass wir unsere neue
Kategorie als Unterkategorie von ij* betrachten koénnen.

Lemma 3.2.3 Seien V,W A-Komoduln und f: V — W eine lineare Komodul-Abbbildung.
Dann ist f auch eine Modul-Abbildung.

BEWEIS: Sei f: V — W eine Komodul-Abbildung, d. h. es gilt

o f = (d @ f)o . (3.2.2)
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Dann gilt

awo(id®f)(F@id)o(id@’Yw)O(id@)f)

€22 7 2id)o (id®id ® f) o (id ® )

— fo(F@id)o(id )
foay O
Wir sehen also mit Satz (3.2.2)), dass unsere Objekte (V,+) mit der nach Satz (3.2.1) zuge-
horigen Wirkung o wieder Yetter-Drinfeld-Moduln sind. Die Morphismen sind wieder sowohl

Modul- als auch Komodul-Abbildungen. Da wir uns somit in einer Unterkategorie von j{yD
befinden, folgt direkt der folgende Satz.

Satz 3.2.4 Die Kategorie AC bildet eine Tensorkategorie mit
(Vi) @ (Woyw) = (VO W, yew),
wobei
Yew = (M®id®id) o (id® 7 ®1id) o (v ® yw)

gilt. Das Tensorprodukt zwischen Morphismen ist das ibliche Tensorprodukt zwischen linearen

Abbildungen.

BEWEIS: Dass vy ew eine Kowirkung auf V' ®@ W ist, haben wir bereits bei der Symmetrisierung
mit Hilfe von Hopf-*-Algebren gezeigt. Das Tensorprodukt von Komodul-Abbildungen ist wieder
eine Komodul-Abbildung. O

Um nun ein Braiding in der Kategorie “AC zu definieren, setzen wir Gleichung (3.2.1) in
Gleichung (3.1.3)) ein und erhalten somit

Uy =(F@7)o(ld®7®id) o (v ® 7). (3.2.3)

Das folgende Lemma zeigt uns, dass wir in dieser Situation keine invertierbare Antipode
brauchen, um ein Braiding zu erhalten.

Lemma 3.2.5 Sei A eine coquasitriangulare Bialgebra mit universeller r-Form r. Dann ist
U w tnvertierbar mit

Vo =7o((rer)®id®id) o (id® 7 ®id) o (y ® 7). (3.2.4)

BEWEIS: Wir zeigen, dass ¥~' die Linksinverse von V¥ ist.
(reidid)o(t®@7)o(ld®7®id) o (Y®7) o (TR 7)o (id® 7 ®id)(y ® 7)
= (FRreideid) o(i[d®re®r®id)o (id®id ® 7 ® id ® id)
o(ldey®id®~v) o (y®7)

EForeideid)o(dorer®id)o(ideid®r®id®id)
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c(ARid® A®id)o (y®7)
=FRreideid)o(ld®r7Rid®id®id) o (A ® A ®id ® id)
o(id@7®id)o (y®7)

1.3.6)
29 (Far) @id@id) o ([d® T ®id) o (v® 1)

=(®i®ideid)o(ild®@T®id) o (y®7)
BIDg o 1

Hierbei verwenden wir in der vorletzten Zeile die Tatsache, dass 7 die Inverse bzgl. der Faltung
von 7 ist und somit ¥ xr = § ® ¢ gilt. Die andere Richtung verlduft komplett analog. O

Als Konsequenz der vorangegangen Sdtze und Abschnitte erhalten wir somit die folgende
Aussage.

Satz 3.2.6 Die Kategorie C ist mit der in Lemma definierten Abbildung ¥ eine braided
Tensorkategorie.

BEWwEIS: Nach Satz (8.2.4)) ist “C eine Tensorkategorie. Dass ¥ ein Braiding fiir AC ist, folgt
aus dem vorherigen Abschnitt, da wir hier ebenfalls Yetter-Drinfel-Moduln betrachten, und

Lemma [3.2.6] O

Erneut wollen wir nun die Objekte um eine Involution erweitern und somit die Kategorie
AC, definieren. Die Objekte sind nun Tripel (V, 7y, *, ), bestehend aus einem Vektorraum V/,
einer Kowirkung =, und einer Involution %, auf V', sodass erneut

yox=(x®x*) oy (3.2.5)
gilt. Die Morphismen sind weiterhin Komodul-Abbildungen.

Bemerkung 3.2.7 Anders als bei den vorherigen Aussagen folgt hier aus der - Vertraglichkeit
von 7 nicht die x-Vertraglichkeit mit o aus dem vorherigen Abschnitt. Dies kénnen wir direkt
einsehen, da wir in der aktuellen Situation insbesondere keine invertierbare Antipode S haben.
Wir sprechen im weiteren Verlauf somit auch nicht von involutiven Yetter-Drinfeld-Moduln und
kénnen die Kategorie auch nicht als Unterkategorie von (jyp*, ¥) auffassen.

Lemma 3.2.8 Seien (V,vy,%y) und (W, vy, *w) Objekte der Kategorie “C, und A eine co-
quasitriangulare *-Bialgebra, deren r-Form v die Gleichung

*COT:'FO(*A@)*A) (326)
erfillt, wobei x¢ die komplexe Konjugation auf C bezeichnet. Dann ist
*vow = Yy 0 (b ®@ *y) 0T

eine Involution auf V@ W und *ygw und yyew erfillen Gleichung (3.2.5).
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BEWwWEIS: Wir betrachten zunéchst die folgende Hilfsrechnung.

(x ® *)oW o (% @ %)

Sig(*@*)OTO(F@)id@id)O(id®T®id)0(’Y®V)o(*®*)

3.2.5)
B2 o (Foro¥)o(deoT®id)o(x@+®@*@%) o (y®7)

=T7o0(T*®R*%)0o(xR*R*®x)o (yR)

3.2.6
A To(r®id®id)o(’y®'y)

=(r®ideid)o(t®id®id) o (r®id®id) o (id®id ® 7)
=id®id®ideid

o(ider®id)e(y©9)

=(reideid)o(t®id®id)o (ld®7®id) o (id® 7 ®id) o (T ® T)

=id®id®id®id

o(id®T®id)o (y®7)

=7070(r®id®id)o(T®id®id)o (id®7®id)o(y®7v)oT

EZD,,_,
o -1
=70V orT

Mit dieser Rechnung folgt nun

*V®W®*V®w:‘I’O(*®*)OTO\IIO(*®*)O7-
=Vorto(x®@*)oVo(x®@x%)oT

B27)
=" VororoU toTorT

=Yooy
= id®id

49

(3.2.7)

Es bleibt somit nur noch zu zeigen, dass Yy gw und *ygy erneut Gleichung (3.2.5)) erfiillen. Es

gilt
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TYvew © *vew

/

= (*B & *V®W) O VYvew

Somit haben wir die Behauptung gezeigt. O

Zusammenfassend erhalten wir aus den vorangegangenen Satzen und Lemmata die folgende
Aussage.
Satz 3.2.9 Sei A eine coquasitriangulare *-Bialgebra mit universeller r-Form r, die Gleichung
(13.2.6) erfillt. Dann kénnen wir wie folgt die braided Kategorie (AC*,‘I/) konstruieren: Die
Objekte sind Tripel (V, 7y, *y) bestehend aus einem komplexen Vektorraum V', einer Kowirkung
vy und einer Involution %, sodass Gleichung erfillt ist. Die Morphismen sind Komodul-
Abbildungen. Das Tensorprodukt von Objekten ist definiert durch

Vo, xv) @ (Woyw, #w) = (VO W, Yvew, *vew)
mit
Tew = (M®id®id) o (id® 7 ®id) o (v @ Yw),
kygw =T0 (FRId®id) o (ild® 7T ®id) o (y®7) o (¥ @ *y) o T.

=¥

Das Tensorprodukt von Morphismen ist erneut das tbliche Tensorprodukt von linearen Abbil-
dungen. Die Abbbildung

Uy =70 (FRid®id)o (id® 7 ®1id) o (7 @ yw)
ist ein Braiding und somit ist (*C,, ¥) eine braided Kategorie.

Analog zur Symmetrisierung mit Hilfe von Hopf-#-Algebren erhalten wir nun den folgenden
Satz, wobei der Beweis erneut analog zum Fall der Symmetrisierung mit Hilfe von Hopf-*-
Algebren ist.

Satz 3.2.10 (Linke Symmetrisierung von braided x-Bialgebren mittels coquasitrian-
gularer x-Bialgebren [FSS03, Theo. 4.1]) Sei (A, m4, 1i, A4, d4,%4) €ine coquasitrangu-
lare %-Bialgebra und (B, ms, 1s, Ag, 05, %5) eine braided %-Bialgebra in (*C,, V). Dann wird
H:=B® A (als Vektorraum) mit

my =(mpRmy)o(ldre®7®id)o (d®id®7®id®id) o (Id ® A ® v ® id),
Ly =15 ® 14,
Ay =(1demeideid)o(d®id®T®id)o ([d®y®id®id) o (A ® A,),  (3.2.8)
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6H:65®5A5
= (FRid®id) o (r®id®id) o (Id® T ®id) o (Y ® A) 0 (%5 ® %)

zu einer x-Bialgebra.

Rechte Symmetrisierung mittels coquasitriangularer x-Bialgebren

Auch hier wollen wir der Vollstdndigkeit halber die rechte Symmetrisierung angeben. Erneut
laufen die Beweise analog zur linken Symmetrisierung und werden deshalb nicht ausgefithrt. Sei
A eine coquasitriangulare Bialgebra mir universeller r-Form 7 und 7,, eine rechte Kowirkung
von A auf V. Dann definiert

ay = (id®r)o (7, ®id)
eine rechte Wirkung von A auf V.

Satz 3.2.11 Sei A eine coquasitriangulare x-Bialgebra mit universeller r-Form r, die Gleichung
(3:2.6) erfiillt. Dann kénnen wir wie folgt die braided Kategorie ((C*)., W) konstruieren: Die
Objekte sind Tripel (V,7,,*y) bestehend aus einem komplexen Vektorraum V', einer rechten
Kowirkung 7,, und einer Involution *, sodass Gleichung erfillt ist. Die Morphismen
sind rechte Komodul-Abbildungen. Das Tensorprodukt von Objekten ist definiert durch

(VA xv) @ (W, 3y, *+w) == (V ® WAy eows *yow)
mit
Vvew =M ®id®id) o (id ® 7 ®id) o (7, ® 7y,)

*vow = (TR7)o (ld®7T®id) o (7, @ Fyy) o(kw @ *xy) o7

=V

Das Tensorprodukt von Morphismen ist erneut das tbliche Tensorprodukt von linearen Abbil-
dungen. Die Abbbildung

UV=(r®7r)o(ld®7®id)o (7, @ Ty )
ist ein Braiding und somit ist ((C*)., V) eine braided Kategorie.
Die Formulierung der rechten Symmetrisierung liest sich in diesem Fall wie folgt.

Satz 3.2.12 (Rechte Symmetrisierung von braided x-Bialgebren mittels coquasitri-
angularer x-Bialgebren) Sei (A,m, 14, A4, d4,%4) eine coquasitriangulare x-Bialgebra und
(B,ms, 1s, Ag, s, %5) eine braided *-Bialgebra in ((CA),, V). Dann wird Hr = B® A (als
Vektorraum) mit

My, = (Ma®@mp)o(ld®id®r®id) o (id® 7 ®id ® id ® id)
o(idid®r®id®id) o (id®@¥y ® A ®id),

Lyp =14®1g,

Ay, =({d®id®m,®id)o(ld®7®id®id) o (id ®id ® ¥ ®id) o (A4 ® Ap),

Onp = 04 ® 0,
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3, = (([d®id®r)o([d®id® 7)o ([d® 7 ®id) o (F ® A) 0 (* ® *)
zu einer x-Bialgebra.

Abschliefend wollen wir bemerken, dass die linke (bzw. rechte) Symmetrisierung in beiden
Fillen, unabhéngig davon, ob wir eine zugrundeliegende Hopf-*-Algebra oder eine coquasitri-
angulare x-Bialgebra haben, dieselbe Bialgebren-Struktur auf der symmetrisierten Bialgebra H
bzw. Hp liefert. Im weiteren Verlauf werden wir die im zweiten Teil ausgefiihrte Symmetrisierung
mit Hilfe von coquasitriangularen *-Bialgebren verwenden.

3.3 Einbettung von B in die symmetrisierte Bialgebra

Wir wollen nun noch betrachten, auf welche Weise unsere braided *-Bialgebra in der Symmetri-
sierung ‘H bzw. Hp ,enthalten® ist. Siehe hierfiir erneut [FSS03].

Einbettung von B in B A= H

Wir betrachten zunéchst die linke Symmetrisierung.

Satz 3.3.1 Gelte Satz[3.1.7 oder Satz[3.2.10. Dann ist

ein x-Algebra-Homomorphismus und es kommutieren die folgenden Diagramme.

idg @14 ids ® 6.4
B H B H
AB BA’H ABB AH
id8®’7®1_A id5®6_,4®id5®5_,4
BeB HQOH BeB H

BEWEIS: Wir wollen zunéchst zeigen, dass idz ® 14 ein *-Algebra-Homomorphismus ist, d. h.
dass die Gleichungen

(ids @ 14) 0o mp = my 0 (ids ® 14 ®ids @ 1),
(idg @1 4) 01z =1y,
(idg ® 1 4) 0 %5 = *4, 0 (idg ® 1 4)
gelten. Die zweite Gleichung gilt offensichtlich. Wir beweisen zunéchst die erste Gleichung.

my o (Idg ® 14 ®idg @ 1)




3.3 Einbettung von B in die symmetrisierte Bialgebra

= (id3®:ﬂ_A)OmB
Wir kommen nun zur dritten Gleichung.

%9 0(ids ® 1.4)

= (idg ® 14) 0 %5
Wir zeigen nun, dass das erste Diagramm kommutiert, d.h. dass
Ayoidg®@1,=(1dg®@y®@ 1 40Ap
gilt.

AHOIdB®1A

= (ldg ®@7® 14)0Ag
Nun beweisen wir noch, dass das zweite Diagramm kommutiert, d.h. dass
(ids ® 04 @1ds ® 64) 0 Ay = Ag o (ids ® .4)
erfiillt ist.

(ld3®5A®1dB®5A)OAH
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:ABO(ldB®5.A)

Einbettung von B in A® B= Hg

Erneut wollen wir hier der Vollstdndigkeit halber das analoge Ergebnis fiir die rechte Symme-
trisierung formulieren. Wie bisher verlauft der Beweis analog, sodass wir ihn an dieser Stelle
nicht ausfiihren.

Satz 3.3.2 Gelte Satz[3.1.9 oder Satz[3.2.12. Dann ist
1,Qidg: B+ ARQRB=Hg

ein x-Algebra-Homomorphismus und die Diagramme

B Hr B Hr
A BA'HB ABB AHR
]1A®’y®id5 5_A®id5®5_,4®idg
B®B Hr Q@ Hpr B®B Hr QHR
kommutieren.

BEwEIS: Der Beweis verlauft analog zur linken Variante. O



Kapitel 4

Quanten-Lévy-Prozesse auf
x-Bialgebren

Die Arbeiten [Wal73] und [Wal84] iiber die Theorie von Lasern basieren bereits auf der Struktur
einer Bialgebra. Darauf aufbauend wurde eine Theorie der Lévy-Prozesse auf x-Bialgebren
entwickelt, siehe [Sch90] und [Sch93]. Hier wird unter anderem bewiesen, dass jeder Quanten-
Lévy-Prozess auf einer x-Bialgebra als Losung einer quantenstochastischen Differentialgleichung
iiber dem symmetrischen Fockraum realisiert werden kann. Fiir Details zum quantenstochasti-
schen Kalkiil verweisen wir auf [HP84] und [Par92]. Wichtige Grundlagen fiir die Theorie der
Quantenstochastik, wie z. B. der Begriff eines Quantenwahrscheinlichkeitsraums, sind zuerst in
[AFLS82] zu finden. Die Theorie der Quanten-Lévy-Prozesse auf x-Bialgebren kann als Beispiel
fiir kategorielle Lévy-Prozesse aufgefasst werden, siehe [GLS16].

4.1 Quanten-Lévy-Prozesse auf x-Bialgebren

In diesem Kapitel wollen wir einen kurzen Abriss iiber die Theorie der Quanten-Lévy-Prozesse
auf klassischen *-Bialgebren geben, da wir einige der Ergebnisse im weiteren Verlauf noch
benotigen werden. Wir orientieren uns in diesem Kapitel an [Fra04, Chapter 1] und verzichten
vollsténdig auf Beweise. Wir beginnen mit den grundlegenden Definitionen.

Definition 4.1.1 FEin Quantenwahrscheinlichkeitsraum (QWR) ist ein Paar (A, ®), be-
stehend aus einer x-Algebra A und einem Zustand ®: A — C (d. h. einem normalisierten,
positiven linearen Funktional). Eine Quantenzufallsvariable (QZ) j iber einem QWR (A, @)
auf einer x-Algebra B ist ein x-Algebra-Homomorphismus j: B — A. Wir nennen pj == ®oj
die Verteilung von j im Zustand ®. Ein quantenstochastischer Prozess (QSP) ist eine
Familie (ji)ier von QZV j: B — A. Fiir einen QSP (ji)ier heifien die Funktionale ¢y :== ® o j;
Marginalverteilungen von (ji)icr.

Definition 4.1.2 Zwei QSP (ji)ter und (kt)ier tiber QWR (A, @) bzw. (A, ') auf der selben -
Algebra B heiflen genau dann dquivalent, wenn ihre gemeinsamen Verteilungen tibereinstimmen.
Dies ist genau dann der Fuall, wenn wenn alle ihre Momente tibereinstimmen, d. h. falls

(po(jh ®®jtn)(bl®®bn) :(I)/O(]{;tl ®®]€tn)(b1®®bn)
fir allen € N, t1, - ,t, und by,--- ,b, € B gilt.
Definition 4.1.3 Sei (A, ®) ein QWRen und B eine x-Algebra. Ein n-Tupel (j1,--+ ,jn) von

QLV ji: B— A, i=1,--- n, dber (A, ®) auf B heifit tensor-unabhdngig, falls die Bedin-
gungen

55
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- (j1(b1) -+ gn(bn)) = ®(j1(b1)) - - (n(bn)) fiir alle by,--- by € B,
- [jl(bl),jk(bg)] = jl(bl) ‘jk(bg) — jk(bg) -jl(bl) =0 f’ii?" alle k 7é [ und alle bl,bg eB

gelten.

Definition 4.1.4 Sei B eine x-Bialgebra. Ein QSP (jst)o<s<t auf B tber einem QWR (A, @)
heifit (Quanten) Lévy-Prozess (QLP), wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind

i.) (Zuwachs-Eigenschaft)
Jrs*Jst =Jrt VO<r<s<t
Jiw =100
ii.) (Unabhiangigkeite der Zuwdchse) (Jsitys- -+ Jsnt,) it fir allen € N und 0 < s1 < #; <

sg - < t, unabhdngig.

i17) (Stationaritit der Zuwdchse) Die Verteilung @s = ® o jg hingt nur von der Differenz
t — s ab.

iii.) (Schwache Stetigkeit) js konvergiert in Verteilung gegen jss fir t \ s.

Die Marginalverteilungen (¢¢):>0 eines QLP (jst)o<s<¢ bilden eine Faltungshalbgruppe, d. h.
es gilt

Ystt = ps x @y flr alle s,¢ > 0,
Yo = 57

siehe [Fra04, Lemma 1.1.3]. Man kann zeigen, dass die Faltungshalbgruppe von Zustédnden einen
Lévy-Prozess auf einer *-Bialgebra bis auf Aquivalenz charakteristiert ([Fra04, Lemma 1.1.4]).
Umgekehrt kann man einen Lévy-Prozess aus der zugehorigen Faltungshalbgruppe rekonstru-
ieren ([Sch93l Section 1.9], [F'S99, Section 4.5]). Somit erhalten wir eine 1:1-Korrespondenz
zwischen Lévy-Prozessen auf einer x-Bialgebra B und Faltungshalbgruppen von Zustédnden auf

B.

4.2 Generator und Schiirmann-Tripel eines QLP

Wir wollen nun zwei weitere Objekte, die Lévy-Prozesse charakterisieren, einfiihren. Wir orien-
tieren uns erneut an [Fra04] und [Mey93].

Wir erinnern daran, dass wir ein lineares Funktional L: B — C auf einer *-Koalgebra (oder
x-Bialgebra) hermitesch nennen, falls fur alle b € B

L(b*) = L(b)
gilt und bedingt positiv, falls fiir alle b € ker ip
L(b*b) >0

gilt. Wir wiederholen zunichst den folgenden wichtigen Satz.

Satz 4.2.1 (Fundamentalsatz iiber Koalgebren [DNRO1, Theorem 1.4.7]) Jedes Ele-
ment einer Koalgebra C ist in einer endlichen Unterkoalgebra von C enthalten.

Als Konsequenz aus dem Fundamentalsatz iber Koalgebren erhalten wir das folgende Lemma.
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Lemma 4.2.2 ([Fra04, Lemma 1.2.1]) ) Seity: C — C ein lineares Funktional auf einer
Koalgebra (C,A,0). Dann konvergiert fir alle ¢ € C der Ausdruck

1 1 1
() = 3 Q) = 6(0) + () + (W) () + g )(e) £ (42.1)
k=0 """
Wir bezeichnen den Grenzwert (¢X)(c) als das Faltungsexponential von 1.

ii.) Falls (p1)i>0 eine Faltungshalbgruppe tiber einer Koalgebra C ist, dann existiert der Grenz-
wert

.1
L(c) = K% E(@t(c) —6(c))

fiir alle ¢ € C. Weiterhin gilt o, = et fiir alle t > 0.
¥ *

Wir wiederholen nun zunéchst einen Satz, den wir auch in einem spéteren Abschnitt noch
bendétigen werden.

Satz 4.2.3 (Schoenberg-Korrespondenz [Sch85, Theorem 4.2]) Sei C eine *-Koalgebra
und K eine Bilinearform auf C. Dann sind dquivalent

i.) e (c* ®¢c) >0 fiir allec€ C und t € Ry,
it.) K(c* ®c) >0 fir c € kerd.

Als Konsequenz aus diesem Satz erhalten wir

Satz 4.2.4 ([FSS03, Prop. 2.1]) Sei B eine *-Bialgebra, (p1)i>0 eine Faltungshalbgruppe von
linearen Funktionalen auf B und es gelte

.1
L= %{%;(@t —9).

Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
i.) (¢t)e>0 ist eine Faltungshalbgruppe von Zustinden.
it.) L: B — C erfillt L(1) = 0 und ist hermitesch und bedingt positiv.

Ein lineares Funktional L, das Bedingung[i] ) des vorangegangenen Satzes erfiillt, heift Genera-
tor der Faltungshalbgruppe (¢¢):>0. Damit folgt, dass ein Lévy-Prozess durch seinen Generator

L= %’ ¢ charakteristiert werden kann.
t=0

Sei nun D ein Pré-Hilbert-Raum und D die Menge der linearen Operatoren auf £(D), deren
adjungierter Operator iiberall definiert ist, d. h.

L(D)={X:D — D linear | 3X*: D — D, sodass (u, Xv) = (X u,v) Vu,v € D}
L(D) ist insbesondere eine unitale x-Algebra.

Definition 4.2.5 ([Sch93, Chapter 2.3], [Fra04, Definition 1.2.3]) Sei B eine unitale
x-Algebra zusammen mit einem unitalen, hermitschen Charakter §: B — C, d. h. es gelten
5(1) = 1, 6(b*) = 6(b) und 6(ab) = 6(a)d(b) fir alle a,b € B. Ein Schiirmann-Tripel auf
(B,9) ist ein Tripel (p,n, L) bestehend aus

- einer unitalen x-Darstellung p: B — L(D) von B auf einen Pra-Hilbert-Raum D,
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- einem p-0-1-Kozyklus n: B — D, d. h. einer linearen Abbildung n: B — D, sodass

n(ab) = p(a)n(b) 4+ n(a)s(b)
fir alle a,b € B gilt und

- einem hermitschen, linearen Funktional L: B — C, die eine lineare Abbildung B x B >
(a,b) — (n(a*),n(b)) als 6--2-Korand hat, d. h. es gilt

—(n(a®),n(b)) = 0L(a,b) := 6(a)L(B) — L(ab) 4 L(a)(b)
fur alle a,b € B.

Ein Schiirmann-Tripel heifit surjektiv, falls der Kozyklus n surjektiv ist.

Insgesamt erhalten wir den folgenden zentralen Satz, der uns einen Zusammenhang zwischen
den in diesem Abschnitt eingefithren Konstrukten liefert.

Satz 4.2.6 ([Fra04, Theorem 2.4]) Sei B eine *-Bialgebra. Es existiert eine 1:1-Beziehung
zwischen Lévy-Prozessen auf B (bis auf Aquivalenz), Faltungshalbgruppen von Zustinden auf B,
Generatoren auf B und surjektiven Schiirmann-Tripeln auf B (bis auf unitire Aquivalenz).

4.3 Konstruktion von Schiirmann-Tripeln

Es gibt zwei Moglichkeiten die bereits eingefithrten Schiirmann-Tripel aus einem gegebenen
Generator L zu erhalten. Fiir eine *-Algebra mit unitalem, hermiteschem Charakter 6: B — C
definieren wir im ersten Zugang den notwendigen Pra-Hilbertraum durch ker § /Ap, im zweiten
durch B/Nj. In beiden Fillen erhalten wir surjektive Schiirmann-Tripel. Wir wollen zunéchst
beide Zuginge kurz zusammenfassen. Die Zusammenfassung des ersten Zugangs orientiert sich
an [Mey93, Chapter VIIL.1].

Sei B eine x-Algebra mit einem unitalen, hermiteschen Charakter §: B — C. Weiterhin sei
L: B — C ein Generator. Wir definieren eine Sesquilinearform auf By := ker § durch

(,)By: Bo x By — C
(G,F)+— L(G*F).
Diese ist positiv semidefinit, da L bedingt positiv ist. Wir definieren weiterhin den Nullraum
M={GeB | (G,G)=0}.
Der Quotientenraum
Pg = By/No
ist mit dem Skalarprodukt
(G+ Ny, F + No)ps = (G, F)z,
ein Pra-Hilbertraum. Wir definieren eine (linke) Wirkung durch
a: B x By — By
(G,F)— G- F.
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Es gilt bilda = By, da GF € By fur alle G € B,F € By gilt. Da a(Ny) € Ny gilt, induziert o
eine Wirkung
a: B x By/No — Bo/No
(G,H+ MNy) — (G- H) + Np.
Fiir G € Bund H + Ny € By/ Ny definieren wir nun
p(G) € L(Bo/No, Bo/No) (4.3.1)
p(G)(H + No) = a(G, H + Ny)
sowie
n: B — Bo/Ny (4.3.2)
F— (F—=46(F)-15) + No.
Per Konstruktion gilt

(b) = a + Ny, fir alle b € ker d5
T =00+ N, fiir alle b e (L),

Man kann zeigen, dass die Gleichungen
(G- F) = p(G)n(F) + n(G)é(F)
und
(n(G),n(F)) = L(G"F) = 6(G") L(F)) L(G")d(F)

gelten. Somit ist (p,n, L) ein surjektives Schirmann-Tripel.

Fiir die zweite Variante der Konstruktion folgen wir [FS99, Chapter 4.4]. Wir betrachten
zunéchst analog die Sesquilinearform

(-,B,: Bo x By — C
(G,F)— L(G*F)
auf By := ker §. Wir konnen diese durch
(G, F)s = (R(G), Po(F)) g, = L((G — 6(G) - 1)*(F — 6(F) - 1))
auf alle F' € B forstsetzen, wobei Py die Projektion von B auf By bezeichnet. Sei nun
N, ={GeB|(G,G)=0}

Dann ist B/N, erneut ein Hilbertraum mit von (-, -)p, induziertem Skalarprodukt. Der Rest
der Konstruktion verlduft analog und wir erhalten ein surjektives Schiirmann-Tripel.
Wir betrachten nun zunéchst das folgende Hilfslemma. Wir erinnern hierfiir daran, dass laut

Bemerkung

B=K-1g® kerdp
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gilt.

Lemma 4.3.1 Sei (p,n,L) ein Schirmann-Tripel und b = by + c-1p € kerdg @ K- 15 = B.
Dann gilt

d. h. n verschwindet auf Vielfachen der Fins.

BEWEIS: Es gilt

n(b) =n(bo +c- 15)

=n(bo) + n(c-1g)
@E32)
((bo — 8(bo) - 18) + No) + (c- 1 — 8(c- 15) - 15 + Np)
=C

= (bo — 6(bo) - 15) + No ~- =
E32)
n(bo)

und somit gilt die Behauptung. 0

Lemma 4.3.2 Seien (p1,m, L) und (p2,n2, L) zwei Schiirmann-Tripel zum gleichen Generator
L und P; firt = 1,2 die zugehérigen Pra-Hilbertrdume. Dann sind P; und Py isometrisch
isomorph, d. h. es existiert eine unitdire Abbildung U: P, — Po, sodass

U ope(G)oU = p1(G) (4.3.3)

fiir alle G € B gilt.

BEwEIS: Nach Konstruktion sind beide Schiirmann-Tripel surjektiv, d. h. die Kozyklen n;: B — P;
und 7y: B — P sind surjektiv. Sei i € {1,2}. Also existiert fiir jedes a € P; ein b € B , sodass
a = n;(b). Wir definieren die Abbildung U durch

U: P — P
m(b) — na(b).

Wohldefiniertheit: Wir zeigen nun, dass diese Abbildung wohldefiniert ist, d.h. dass fiir alle
b,/ € B mit der Eigenschaft n;(b) = n1(b') folgt, dass ebenso n2(b) = n2(b') gilt. Sei ¢ € B
beliebig.

(4.3.4)

(112(b) = m2(), m12(€)) Py = (12(B), m2(c)) P, — (112(8), m2(€)) Py
= (m(0),m(c)p — (m@),me))p,
= (m(b) = m (), m(c)p
= (0,m(e)p,

Da das Skalarprodukt auf P, nicht entartet ist, impliziert dies die Behauptung. Wir zeigen
nun, dass die soeben definierte Abbildung U tatséchlich Gleichung (4.3.3) erfiillt. Seien a,b € B
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beliebig. Dann gilt

(U 0 pa(a) o U)(m (b)) B2 (U 0 pa(a)) (ma(b))

U™ (m(ab)

(4.3.4)

= m(ab)

@31)

= p1(a)(m(b))

womit die Behauptung bewiesen ist. O

4.4 Das Darstellungstheorem

Das Schiirmann-Tripel kann insbesondere dazu verwendet werden, um eine Realisierung eines
QLP auf dem sogenannten symmetrischen Fockraum zu erhalten. Die Realisierung ist hierbei die
eindeutige Losung einer quantenstochastischen Differentialgleichung. Wir wollen dieses zentrale
Ergebnis der Arbeit [Sch93| an dieser Stelle der Vollstandigkeit halber angeben, ohne jedoch
auf Details einzugehen. Aus dem folgenden Satz folgt insbesondere die Realisierung von braided
QLP, sieche Kapitel |5, Fiir Details zu Fock-Rédumen verweisen wir z. B. auf [Par92].

Sei # ein Hilbertraum. Der volle Fockraum tiber ¢ ist definiert durch

INE AR éif®”

n=0

mit %0 := C, wobei die direkte Summe und das Tensoprodukt vervollstindigt sind. Sei S,
die Menge aller Permutationen der Menge {1,---,n}. Der Symmetrisierungsoperator P
ist definiert durch

P(fi® - ® fn) = % S Fx ) @ fagn)-

' weS,

Mit Hilfe dieses Operators definieren wir nun das symmetrische Tensorprodukt durch
O = Py(AE™)

und erhalten damit den symmetrischen Fockraum (bzw. Bosonen-Fockraum)
e}
[y () = P(L()) = @ #°".
n=0

Der Vektor  := (1,0, ---) heifit Vakuumvektor. Seien v € 5 und T € B(.5¢). Der Vernich-
tungsoperator A(v) ist definiert durch

1 n
A(U)(Ul ®3 o ®s Un) = % Z<U7 Uk?>vl ®S ce ®5 i}k ®S cee ®S ’Un’
k=1

wobei ~ bedeutet, dass das entsprechende Element weggelassen wird. Weiterhin ist der Erzeu-
gungsoperator A*(v) durch

A (V) (v ®s - - @5 V) = V4 1o Qs 0] Qg -+ - s U,
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und der Erhaltungsoperator A(7T') durch
A(T> = Z'Ul ®s"'®sT(Uk) Qs+ Qs Up
k=1

definiert. Insbesondere gilt A(v)Q = 0. Es gilt der folgende Satz.

Satz 4.4.1 (Darstellungstheorem [Sch93, Theorem 2.5.3]) Sei B eine *-Bialgebra und
(p,m, L) ein Schiirmann-Tripel auf B. Sei dI == (dAf on+ dAso (p—0) +dAsonox+ Ldt).
Dann haben die quantenstochastischen Differentialgleichungen

djst(b) = jst x ALy (b)
mit den Initialbedingungen
jss(b) - 6(6) id

eine Lisung (jst)o<s<t als (evtl. unbeschrinkte) Operatoren auf dem symmetrischen Fockraum
tber D = n(B). Weiterhin ist (jst)o<s<t im Vakuumzustand ®(-) = (2, - Q) ein Lévy-Prozess
mit Generator L. Umgekehrt ist jeder Lévy-Prozess mit Generator L dquivalent zu (jst)o<s<t-



Kapitel 5

Braided Quanten-Lévy-Prozesse

In diesem Kapitel wollen wir uns mit ,braided Quanten-Lévy-Prozessen“ beschéaftigen. Hiermit
meinen wir Quanten-Lévy-Prozesse, die nicht (wie zuvor) auf einer *-Bialgebra, sondern auf einer
braided *-Bialgebra definiert sind. Wir zeigen insbesondere, wie die Schiirmann-Tripel eines
QLP auf einer braided *-Bialgebra mit dem Schiirmann-Tripel des ,,symmetrisierten Prozesses
zusammenhéngen, siehe [FSS03].

Wir werden im Folgenden sehen, dass der Grofiteil der Theorie aus Kapitel [d] analog tibernom-
men werden kann. Um dies sicherzustellen betrachten wir zunédchst den folgenden Abschnitt.

5.1 Schoenberg-Korrespondenz fiir braided x-Koalgebren

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass die Schoenberg-Korrespondenz (Satz bzw.
Satz auch fiir braided *-Koalgebren gilt, sieche [GKL12, Chapter 5] oder [Gerl4, Chapter
3]. Wir betrachten hierfiir eine braided *-Koalgebra (C, A, d,*, ¥) und fassen die Involution
%: C — C als lineare Abbildung zwischen C und dem konjugierten Vektorraum C bzw. zwischen
C und C auf. Weiterhin definieren wir a ® b = a ® b.

Satz 5.1.1 Sei (C,A,6,V,*) eine braided x-Koalgebra und
A = (>|<®>|<)07'0\11’10Ao>|<7
0 =60 x, (5.1.1)

e

=(x®x*)oToPU o (x®@x)oT.
(* ® *)

Dann ist (C, A, 0,V) ebenfalls eine braided Koalgebra.

BEwEIS: (C, A, 0, ¥, *) ist nach Voraussetzung eine braided x-Koalgebra, d.h. es gelten per
Definition insbesondere die Gleichungen

(A®id)o A = (id® A) o A, (5.1.2)

®@id)o A= (id®J)o A = id, (5.1.3)
weil C eine Koalgebra im iiblichen Sinn ist und die Gleichungen

(id®@A)o¥ ' =U""'0o (A®id), (5.1.4)

(id®d) o = (§ ®id), (5.1.5)

63
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weil A WU-kompatibel ist. Weiterhin gilt
A 0 %p = *pge 0 A, (5.1.6)

da C eine *-Koalgebra ist. Wir zeigen zunichst, dass A die Koassoziativitit erfiillt.

(A®id)o A

= (id® A)o A

Nun zeigen wir, dass die Koeins-Eigenschaft ebenfalls erfiillt ist.
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(5®id)ozz(5®id)o(*®id)o(*®>k)o7'o‘l/_lvo*

:(id@&)o(id@*)o(*@*)oTo\Il_lvo*:(id®g)oA

Wir zeigen nun, dass ¥ ein Braiding ist, d. h. dass ¥ die Braid-Gleichung (1.1.1]) erfiillt.

(T ®id)o (id® V) o (¥ ®id)

=([d®V)o (¥®id)o (id® ¥)

Damit C zu einer braided Koalgebra wird, miissen wir nun noch zeigen, dass A und ¢
kompatibel mit ¥ sind. Wir betrachten hierfiir zundchst A und zeigen, dass A W-invariant
ist.
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(Z@id)o@

X*
fi}(*

*
f*

*
*

= WLQ o} (id & Z)

Die Rechnung fiir die U '-Invarianz von A verliuft analog und somit ist A insgesamt U-
kompatibel. Analog betrachten wir nun J. Wir betrachten die W-Invarianz.
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(6 ®id) o ¥
>
I Y
+ KBID>< i
frd /T\:/rk :*r w*: = - :‘\*’lé e (L
I/ﬂz\:/* \>1 é Jk T ‘/
pport
§
=id®é

Die zweite Rechnung verliduft erneut analog und somit haben wir insgesamt gezeigt, dass C
eine braided Koalgebra ist. O

Satz 5.1.2 Sei (C,A, 8, U, %) eine braided *-Koalgebra. Dann ist (C ® C, Agge, 0zgc) mit
Azye = ([d®@T®id) o (A ® A),

Spe =0®6

eine Koalgebra (im tblichen Sinn).

BeweElis: C _ist nach Voraussetzung eine Koalgebra und C wegen Satz ebenso, d. h. sowohl
A als auch A sind koassoziativ und § sowie 0 erfiillen die Koeins-Eigenschaft. Wir zeigen damit
die Koassoziativitdt von Acge.

(id ® AE@C) © AE@C

>

>
>

= (Agge ®id) o Agge

Nun zeigen wir die Koeins-Eigenschaft.
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(6E®c ® id) © AE@C

OO0 -1 - A A
:* N :I/I/I’ y = = j: =
6\ I\// I\// i

= (id ® dzgc) © dzac
Somit ist (C ® C) eine Koalgebra im klassischen Sinn. O
Eine lineare Abbildung C®C — C heiit Bilinearform und eine lineare Abbildung C®C — C

Sesquilinearform auf C. Fiir eine Bilinearform K erhalten wir die dazu korrespondierende
Sesquilinearform K durch

K =Ko (x®id).
Wir bezeichnen durch x die Faltung bzgl. der Komultiplikation Acge = (id ® ¥ ® id) o (A ® A)

auf C ® C und mit ® die Faltung bzgl. der Komultiplikation Ag,. = (id ® 7 ® id) o (A ® A) auf
C ® C. Dann gilt

Satz 5.1.3 ([GKL12, Lem. 5.1]) Sei (C,V) eine braided *-Koalgebra und M und K zwei
Bilinearformen auf C. Falls M V-invariant ist, gilt

MxK=M®K. (5.1.7)

BEWEIS: M ist U-invariant, d. h. es gilt

(M X ld) o \11172 = Uege 0 (ld & M) (518)

Mx K = (Mx K)o (xoid)

= (M ® K)o Agge o (x ®id)

=M K)o(ld®y®id)o (A®A)o (x®id)

= (Mo K)o(ild®y®id)o (o (*@*)oTo(x@%*)oToyp 1) ®id®id)
o (A®A)o (x®id) =id

—(M®K)o(id®y®id) o (¢ ®id®id)o (+®+®id®id) o (r ® id @ id)
o(x*®*®id) o (r®id)o (P! ®@id®id) o (AR A)o (AR® A)

LD (M@ K)o(do v ®id)o (b @id@id)o(+®+®id®id) o (r @id ®id) o (A ® A)
Bk o (de Meid)o(+@+®ideid)o (t®id®id) o (A ® A)

=MeK)o(ldeT®id)o (*®*®id®id) o (T ®id®id) o (A ® A)
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=(M@K)o(+x®id®+*®id) o (id®7®id) o (T ®id®id) o (1 ® id ® id) o(A ® A)
=i1d®id®id®id

= (Mo (+®id) @ (Ko (x@id))) o ([d@7@id) o (A® A)

=M =K

= (M ®K) o Acge

=Me®K O
Fiir eine Bilinearform K gilt also insbesondere
EMe @c) = K 2id)Eoc) = Km@Ee o) B2 (B)* @ o o).

Wir erhalten somit also fiir W-invariante Bilinearformen auf C

. K™ (c*®c K*(¢®c %
(et ey =y KO g KCOO _ iReg )
Wir haben somit also die Faltung auf einer braided Koalgebra auf die klassische Faltung von
Sesquilinearformen zuriickgefithrt und kénnen deswegen Satz anwenden und erhalten dann

damit die Schoenberg-Korrespondenz fiir braided *-Koalgebren.

Satz 5.1.4 (Schoenberg-Korrespondenz fiir braided x-Koalgebren [GKL12, Lem. 5.2])
Sei (C, W) eine braided x-Koalgebra und K ein V-invariante Bilinearform auf C. Dann sind
dquivalent

o ef(c*®c) >0 firalleceC, t >0,

o K ist hermitesch (d. h. es gilt K(a* @ b*) = K(b® a)) und es gilt K(c* ® c¢) > 0 fiir alle
c € kerd.

5.2 Quanten-Lévy-Prozesse auf braided x-Bialgebren

Wir wollen nun Quanten-Lévy-Prozesse auf braided x-Bialgebren definieren. Wir betrachten
hierfiir die folgende Definition.

Definition 5.2.1 ([ES99, Def. 4.2.1]) Sei (A, @) ein QWR, B eine x-Algebra und V: BB —
B ® B eine lineare Abbildung. Ein n-Tupel (j1,--- ,jn) von QZV ji: B— A, i =1,---  n, tber
(A, @) auf B ist ¥- oder braided unabhdngig, falls

- D(jo(1)(01) -+ Jo(n) (b)) = P(Jo(1)(b1)) - P(Jo(n)(bn)) fiir alle Permutationen o € S(n)
und alle by,--- ,b, € B und

-muo(fi®jr) =mao(Jr @) oV firallel <k<1l<n gilt.

Mit Hilfe dieser Definition von braided Unabhéngigkeit erhalten wir dann die folgende Definition
von Quanten-Lévy-Prozessen auf braided *-Bialgebren. Die Definition der Aquivalenz von
stochastischen Prozessen bleibt unverdndert.

Definition 5.2.2 ([FS99, Def. 4.2.1], [Sch93]) Sei B eine braided x-Bialgebra. Ein QSP
(Jst)o<s<t auf B tber einem QWR (A, ®) heifst Lévy-Prozess (QLP), wenn die folgenden
Bedingungen erfillt sind
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i.) (Zuwachs-Eigenschaft)
jrs*jst:jrt Vo<r<s<t

(5.2.1)
jtt = ﬂ O (5

ii.) (Unabhangigkeite der Zuwdchse) (Jsityy- -+ s Jsnt,) it fir allen € N und 0 < s1 < t1 <
9+ <ty ist braided unabhdngig.

i1i.) (Stationaritat der Zuwdchse) Die Verteilung pst = ® o jg hangt nur von der Differenz
t—s ab

iv) (Schwache Stetigkeit) js konvergiert in Verteilung gegen jss firt \ s.

Um die Theorie aus Abschnitt [ iibertragen zu konnen, zeigen wir nun noch das folgende
Lemma.

Lemma 5.2.3 Sei B eine braided x-Bialgebra und seien ¢1, ¢po zwei positive lineare Funktionale
auf B. Wenn ¢1 V-invariant ist oder ¢o V'-invariant ist, so ist die Faltung ¢1 x ¢o ebenfalls

wieder positiv.

BeEwEIs: Es gilt zunachst
A(a*) = Ao (a)
= #pg5 0 Aa)
—ho(x®+*)or0Aa)
=t o(x®@x)oT(an) @ ag))
= 1o (x®*)(ap) ®an))
=¢((a@)" ® (a@)”) (5.2.2)

Damit erhalten wir

(¢1 % ¢2)(a"a) = (¢1 ® ¢2) 0 Aa”a)
= (1 ® p2) o Aom(a* ® a)

B2 (4, 6 69) 0 mom) o (de v ®id) o (A A)a* ®a)

23 (4, 0 o) o (m @ m)
o (id ® ¥ ®id) (¥(((a1) )" @ ((a:)1))") @ (a5)1) @ (a5)2))
= (p1®@ ¢2) 0o (m@m)o (id® ¢ ®id)
o (¥ ®id @ id)(((ai)z)* ® ((a:))* ® (a;)) @ (a5)(2))
= (61 ® g2) 0 (id@m) o (¥ @ id)
o (id@m@id)(y @id®id)((a:)@)" ® (@))" @ ()0 @ () @)
= (idg ® ¢2) o (ide ® M) 0 (Y5, ®id) 0 (id ® ¢1 ® id)
o (id@m @id)(((a:)2)" @ (@) 1) ® (a;)1) ® (a;)2))



5.3 Braided Quanten-Lévy-Prozesse und ihre Symmetrisierung 71

= (ide ® ¢2) © (ide ® m) © (Yp.c ©id)
o (id @ ¢1 @ id) (((a0)fa) @ ((a:)1))"(a5) 1) ® (a5)2))
= (ide ® ¢2) 0 (ide @ m) o (Ype ® id)(((@i)(z))* @ ¢1(((ai) @) (az) 1)) ® (%‘)(2))
= (ide ® ¢2) o (ide @ m) (61 (((:) (1) " (a)) 1) @ (a)2))" @ (;)2))
= (ide @ é2) (1 (@) (1)) " (a5) 1)) @ ((@:)2)"(a))2))
= ¢1(((a0) (1)) (a5) (1)) P2(((a:) (2))* (25) 2)) N

Wir erhalten mit diesem Lemma und der Schoenberg-Korrespondenz fiir braided *-Bialgebren
aus Abschnitt dann die folgende Verallgemeinerung von Satz [£.2.6] Die Einschrankung auf
U-invariante Generatoren stammt von Satz [5.1.3] und Satz £.2.3

Satz 5.2.4 ([F'SS03|, Theo 2.1]) Sei B eine braided x-Bialgebra. Es existiert eine 1:1-Beziehung
2wischen Lévy-Prozessen auf B (bis auf Aquivalenz), den Faltungshalbgruppen von W-invarianten

Zustinden auf B, und der Menge von W-invarianten, bedingt positiven linearen Funktionalen
L:B— C.

5.3 Braided Quanten-Lévy-Prozesse und ihre Symmetrisierung

Wir wollen in diesem Abschnitt den Zusammenhang zwischen Quanten-Lévy-Prozessen auf
einer braided x-Bialgebra B und Quanten-Lévy-Prozessen auf ihrer (linken) Symmetrisierung
‘H betrachten. Der Beweis hierfiir wird in [FSS03, Chapter 4] in knapper Form angegeben und
hier ausgearbeitet. Erneut lassen sich die Ergebnisse analog auf die rechte Symmetrisierung
iibertragen. Wir betrachten hierfiir zunéchst das folgende Lemma.

Lemma 5.3.1 ([FSS03,, Prop. 4.1]) Es gelten die Voraussetzungen aus Satz oder Satz
3.2.10L Dann ist die Abbildung

F:B = H (5.3.1)
P PR

ein injektiver, unitaler Algebra-Homomorphismus bzgl. der Faltung. Fir positive (bzw. bedingt
positive und hermitesche) W-invariante Funktionale ¢ € B' ist F(p) € H' positiv (bzw. bedingt
positiv und hermitesch).

BEWEIS: Zur Injektivitit: Definiere

F:H = (Boly) =8B

F ist die Linksinverse von F, da

(FoF)(p)=F(F(p)=F(p®64) =(p@64) 0 (id@ 1) = ¢

gilt.
Zur Unitalitéit: Es gilt F(dg) = 05 @ 4 = 0.
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F ist Algebra-Homomorphismus bzgl. der Faltung: Es gilt

F(p1) x F(p2) = (F(p1) @ F(p2)) 0 Ay

.3.
B2 (01 @6, 002 ®04)0([demeid®id)o (id®id® T ®id)

(iId®y®id®id) o (A® A)

1A.3.2)
=32(<p1®5A®go2®6A®5A)o(id®7®id®id)o(A®A)

= ((‘Pl ® @2) 0 Ap) @4

EllE
ISHEES
ISP S

= F((¢1 ® ¢2) 0 A) = F(p1 % ¢2)
Sei nun ¢ positiv (d. h. es gilt ¢(c*c) > 0 fiir alle ¢) und U-invariant, d. h. es gilt

(p@id) oW =V, o (id® ),

wobei U, o das triviale Braiding C @ B = B = B ® C zwischen einer Bialgebra B und C
bezeichnet. Wir wollen zeigen, dass dann F'(¢) ebenfalls positiv ist. Wir erinnern daran, dass

wegen Lemma, die Involution auf #zgs durch
kpep = ¥ 0 (k5 ® *z) 0T
gegeben ist, d. h. es gilt
U(a*®@b")=(b®a)"

fir alle a,b € B. Sei nun ¢ = Y b ® a, € BR A= H. Wir erhalten
C*C:<Zbk®ak) (Zbk@ak)
k l

= My (Z (bk &® ak)* Rb® al>

k,l
7 (5-3-3)
= W(aZ@bZ)

= mH<Z\II(aZ®bZ) ® b ®al)
k.l

Da m ein Morphismus und somit W-invariant ist, gilt
(m®@m)o(Id® ¥ ®id) o (Y®id®id) = (id®m) o (¥ ®id) o (id ® m ® id).

Wir erhalten damit

(F)Ee) = (e om (X ¥a o b) b oa)
k,l

:(¢®5A)omHo(\If@id@id)(ZaZ@b;;@bl@al)
k,l
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(¢®5A)o(m®m)o(id®\1’®id)o(l’@id@id)(ZaZ@bZ@bl@al)

k.l

.3.4
b (¢®5A)o(id®m)o(\Il®id)o(id®m®id)<2a}2®b}’;®bl®al)
k.l

5.3.2)
(5Aomo(\I/A,C®id)o(id®g0®id)o(id®m®id)(2a2®b}i®bl®al)
k,l

:5Aomo(\PA,c®id)o(id®gp®id)(2a,§®b2bl®al>
k.l

—Siomo(We® id)(z 0t ® p(bib) ® al>
k,l

— (ide ®0.0) o (idp ® m) ( Y o(bih) ® af @ al>
kil

= (b b)da(a*a)

k.l
Da ¢ positiv ist, ist dieser Ausdruck als Schur-Produkt von zwei positiv definiten Matrizen

erneut positiv und wir haben die Behauptung gezeigt. O

Mit Hilfe dieses Lemmas erhalten wir die folgende Verallgemeinerung von [Sch93|, Theorem
3.3.1].

Satz 5.3.2 Sei (jst)o<s<t ein Lévy-Prozess auf einer braided *-Bialgebra B in (ﬁyl)*) bzw.
(AC,, U) mit Faltungshalbgruppe (¢1)i>0, sowie (jH)o<s<t ein Lévy-Prozess auf der Symmetri-
sierung H = B ® A mit Faltungshalbgruppe (F(¢¢))t>0. Dann ist (jst)o<s<t mit

Jst =mo (G @ jH) o (ls v ® 1) (5.3.5)

ein Lévy-Prozess auf B und dquivalent zu (jst)o<s<t<T-

BEWEIS: Wir benutzen hier erneut die abgewandelte Sweedler-Notation
fir die Kowirkung. Es gilt

A (5-3.29) . .
Jst(d) T== mo (it @) o (1s @~y ® 14)(b)

= mo(jfteilhietVer® el) (5.3.6)
= jaet) jHe? e1).
Weiterhin gilt

it ®a) =1 ®ay) - i1 ®aw) (5.3.7)
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wegen

, G621 .y .
jitl®a) =" (it *jlt) (1 ®a)

(1.3.6) . .
= mo(g&a@jg)oAHﬂ@a)

B2 o (i@ i) o ([d@m®id®id) o (id ®id @ 7 ® id)

o(id®q®id®id) o (A® A)(1®a)
= mo(jil®jt)o(idem®id®id) o (id®id® 7 ®id)
o (id®y®id®id)(1® 18 an) ® ag)
= mo(jll®jt)o(ideom®id®id) o (id®id ® 7 ®id)
1®1®1®an) ®agy)
= mo(jit®jl)o(ideomeid®id)(1®1®an) ®1® ag)
= mo(jlroit)(1®an) ®1®ay)
= i1 ®an)) Gl ®ag).
Wegen
A6 21) B2 4o meideid)o (ideide rid) o (id®~y ©id @ id) o (A ® A) (6P ©1)
= (demeideid) o ([deideTeid)o (deyeid®id)(0? , @ b, e1e1)
= (demeideid)o(deideroid)b? ob®,Ver®,Pe1e1)

= ([demeidoid)0? ot Vo106, o)

_ @ @) M) g
=07 @0 Ve

@ o1

(1) (2

gilt also

1) g @

Au(0® ©1) =b? ) @b @ 1. (5.3.8)

(2) (2)

Da Ay ein Morphismus der Kategorie (4D, ¥) baw. (AC,, ) ist, ist A, insbesondere eine
Komodul-Abbildung (siehe Abschnitt [A.4), d.h. es gilt

(id ® 'YB) 0 Ap = Vpes 0 Ap (5.3.9)

=(m®id®id)o (id®7®1id) o (75 ® v5) © Ap.

Sei nun 0 < r < s < t. Dann gilt

PO [3.6) N N
(]rs *]st)(b) = mo (]rs 02y ]st) o A(b)

= m O (37~s ® §St)(b(1) ® b(2))
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= ﬁrs(b(l)) ) §st(b(2))
(5.3.6) . , . )
g]gﬁ(l ® b(l)(l)) ']Zé(b(l)@) ®1) ‘3(7)-;(1 ® b(z)(l)) ']g(b(z)@) ®1)

| S —

€39, ORI €]
=g (b)) 3 (1805 )

=il b(l)(l)) Gl b(2)(1)(1)) 'J';'Lé(b(l)@) ®1)

; (1) ; (2)
A @by ) il be T ® 1)

(2) (1)

. 1 1 . . 2
=jh(1e b(1)( x b(g)( )(1)) 'Jg(bu) ® b(z) (2)) ’Jz}(b@)( '@ 1)
=mo (m®id)o (i} ® jjt ® jlf)
M., O (2) (1) (2)
(L& by by (1) @by~ @by "2 @by~ ® 1)
=mo(m®id)o (jit @it e i) o(ideomeid®id®id ® id)
(1) (1) (2) (1) (2)
(L& by @by 1) @bay ™~ B by () O by~ ©1)
=mo(m®id)o (jlle®it® it o(deme®id®id®id ®id)
o(ideidereideideid)(1eb, " ©b,? @by @by, @by,® o)
=mo(m®id)o (jit® e jl)e([deomeid®id®id®id)
o(id®idoreid®id®id)o ([d®id®id® A ®id ® id)
(1) (2) () (2)
(1@by," ©b,,? @by b, @ e
=mo(m®id)o (il it® it o(deme®id®id®id ® id)
0(ld®ideTrRideid®id)o (d®id®id® A ®id ®id) o (id ® v © v ® id)

(1®b1)®be ®1) (id®id®id®id®’y®id)(id®'y®'y®id)
=mo(m®id)o (jit @it @it o(ideomeid®id®id ® id)
0 ([d®id®7®id®id®id) o (id ® id ® id ® id ® y @ id)
o (id®y®y®id)(1® b @b @ 1)
=mo(m®id)o (jlt @it @it o(ideomeid®id®id®id)
0o(ld®id®7®id®id®id) o (id ® id ® id ® id ® y ® id)
o(ild®y®7®id) o (Ls © A ® 1,)(b)
=mo(m®id)o (j}f @it ® i) o(doid®id®y®id)o (id®m®id ® id ® id)
o([d®id®7®id®id)o(ild®y®y®id) o (1 ® A ® 14)(b)

B2 o meid)o (e it e i) o([deid®id®q®id)o ([d®id® A ®id)

o(lg®vy®14)(b)

75
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=mo(m®id)o (it ® " ®jH) o ([d®id®id®1 ®id) o (id ® id ® A ®id)

12V eb® 1)
=mo(m®id)o (it @il e ) e(deideideyoid)1ab b ob®, o1)
=mo(m®id)o (it @k @i e b Mep? e

— i1 @by jHe? | op?

0 @07 PP o 1)

()

— M)y (m o (% @) 02 g @82, P 04, O @ 1)>

B33 A, 0@ e1)

— M1 eb). (m o (1@ 1) 0 A (b @ 1))
=t @by (iR i 1)

P2D 1 b)) HP ©1)

=mo (it ® i1t @b 1)

=mo (jf @ i) o (1s ® 7 ® 14)(b)

(15.3.29) ~
= th(b)

Wir haben also gezeigt, dass j die Zuwachs-Eigenschaft E ) aus Definition erfillt.
Auflerdem gilt wegen der Unabhéngigkeit der Zuwéchse

~ o (6.3.29) . .
Dojy = Pomo (il @it o(ly@y®1,)

= (2®®)o(jil@ji)o(ls®@y®1,)
= ((¢°j&)®(¢oj§))O(]lzs@’Y@]lA)

= (Flps) @ Fpi—s)) o (Ip @y ® 1)

.3.1)

=

(Pps®@IARpt—s®@04) 0 (I @7® 1,)

E
o
N

= (s @ pr—s ®4) 0 (1 Rid® 1)
(s ® pr—s) o (15 ®id)
= (psoly) @ (pr—s0id)

= Pt—s

Also haben die Prozesse (3St)0§55t und (jst)o<s<t die gleichen Marginalverteilungen. Damit
folgen die Stationaritdt sowie die schwache Stetigkeit der Zuwéchse, d.h. (Jst)o<s<¢ ist ein
Lévy-Prozess und dquivalent zu (jst)o<s<t - O

Fiir den weiteren Verlauf betrachten wir nun das folgende Hilfslemma.
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Lemma 5.3.3 Sei B eine braided x-Bialgebra und H = B ® A ihre (linke) Symmetrisierung.
Weiterhin sei L: B — C ein a-invariantes lineares Funktional. Dann gilt

(L®8)((b®a)(d®c)) = da(a*c)L(b"d) (5.3.10)

fir alleb®a, d®c € H.

BEWEIS: Da m ein Morphismus in der Kategorie (4D, ¥) bzw. (AC,, ¥) ist, ist m eine
Modul-Abbildung, d.h es gilt

ago (id®@m) =mo aggs

(5.3.11)
=mo(ag®@ag)o(id®7®id) o (A ®id ®id).
Es gilt
LM o my o (s ® idy)
=(L®do(mem)o(d®a®id®id)o (ild®id®7®id) o (id ® A ® id ® id)
o(((a@id)o(T®id)o(id®A)o(*®*))®id®id>
* *
g *
- ‘ -
\? o
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=(0®@L)o(m®m)o (id®7®id)o (T ®7) o (* ® * ®id ®id),
wobei wir an Stelle (¢) verwendet haben, dass L a-invariant ist.
Also gilt insgesamt

LH((b®a)*(d®c)) — LM om0 (i ®idy)(b®a®d @ c)

=(0a®@L)o(m®@m)o(id®T®id)o (T ®T)
o(*x®*®id®id)(b®a®d® c)
= d4(a"c)L(b*d)

und somit ist die Behauptung bewiesen. O

Wir betrachten nun einen QLP auf B mit Generator L. Wir kénnen diesen dann wegen
Lemma durch L™ = F(L) in einen Generator L7 fiir den Prozess (jXf)o<s<; aus Satz
.32 iiberfithren. Wir erhalten den folgenden Satz tiber den Zusammenhang zwischen den
Schiirmann-Tripeln des braided QLP und des symmetrisierten Prozesses.

Satz 5.3.4 ([FSS03|, Theo. 4.2]) Sei (jst)o<s<t ein Lévy-Prozess auf einer braided *-Bialgebra
B in (ij*) bzw. (AC*,\I/) mit einem a-invarianten Generator L und einem beliebigen zu-
gehdrigen Schiirmann-Tripel (p,n, L). Weiterhin sei (1 )o<s<¢ der Lévy-Prozess auf der Sym-
metrisierung H = B ® A aus Satz mit beliebigem zugehorigen Tripel (p™,n™, L™). Dann
qgilt:
i.) Die zu den Tripeln gehérenden Pra-Hilbertraume sind isometrisch isomorph, d.h. es
existiert eine lineare, bijektive Abbildung T: P* — PB mit

(a,b) pr = (T(a), T(D)) ps.

ii.) Es gilt T on™(b® a) = d4(a)n(b) und T on™ verschwindet auf 15 ® A.
iti.) Es gelten

T(pm © ) (b © 1A>) —n(a(a® b))

(b L0 @ L) ) = n0th).

BEWEIS: Wir betrachten zunéchst das Schiirmann-Tripel (p;, nr, L) zum Lévy-Prozess (jst)o<s<t,
das wir aus der ersten Konstruktion aus Abschnitt erhalten. Dieses Schiirmann-Tripel ist
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wegen Konstruktion 1 auf dem Pra-Hilbertraum PP = By/ANp mit Skalarprodukt
(a+No,b+ No)ps = (a,b), = L(a"b) (5.3.12)
definiert, wobei By := ker d. Die Darstellung p;: B — L(By/No, Bo/Np) ist definiert durch
pi(a)(b+ Np) = a(a, b+ Np) = (a-b) + Ny
und der p-Kozyklus 7;: B — PB durch
m(a) = (a—0d(a) - 15) + No. (5.3.13)

Analog haben wir ein Schiirmann-Tripel (pft, n/t, L™ = F(L)) zum Prozess (j})o<s<: auf der
(linken) Symmetrisierung H von B. Auch hier betrachten wir das aus der ersten Konstruktion
erhaltene Schiirmann-Tripel, d. h. der Pra-Hilbertraum ist definiert durch PIH = Hp /J\/g{ mit
Skalarprodukt

(a+ NFE b+ NT) p = (a,b) e = LH(a™D), (5.3.14)
wobei Hg = ker d,,. Die Darstellung p/t: H — L(Ho/NJt, Ho/NJ!) ist definiert durch
plta)(b+ N = ala, b+ NJ) = (a-b) + N (5.3.15)
und der p-Kozyklus n/t: H — P/t durch
ntbea)=b®a—060b®a)-1y) + N (5.3.16)

Wir zeigen die Behauptung nun zuerst fiir die auf diese Art konstruierten Tripel und zeigen
dann, dass wir das Ergebnis auf beliebige Tripel erweitern kénnen.

Zu @ ): Wir wollen nun zeigen, dass die beiden Pri-Hilbertriume P? und P isometrisch
isomorph sind, d.h. dass eine lineare, bijektive Abbildung T: PM — PB mit

(0,5) e = (T(a), T(0))

1

fiir alle a,b € P existiert. Seien b ® a, d ® ¢ € ker §, = ker(ds ® 04), b,d € B und a,c € A.
Wegen Lemma [5.3.3] gilt

(L®6)((b®a)*(d® c)) = ba(a*c)L(b*d)
und somit
(b®a,d® chu, LH(b® a)*(d® o)) (5.3.17)
= (Led)((b®a)(d®c)
5.4(a*e)L(b*d)

6312 .
= d4(a”c)(b,d)p,-

Da (pr, m1, L) ein Schiirmann-Tripel ist, gilt insbesondere

(m:(b), me(d)) pr = L(b*d) — 65(b%) L(d) — L(b*)d5(d)



80 5. BRAIDED QUANTEN-LEVY-PROZESSE

bzw.
L(b*d) = <171(b),n1(d)>PIB + 65(b")L(d) + L(b*)0s(d). (5.3.18)
Wir bekommen also aus Gleichung ((5.3.17))

5u(a*c)L(b*d) 5.4(a") (m(b), 14 (@) ps (5.3.19)
840710403 (b)E(d) + 8.4(a")64(a) L6 )s(d).
Mit Bemerkung [A-2.1] gilt

ker §;, = (ker dz @ (ker 64 @ (14))) @ ((ker oz ® (15))) ® ker d 4
= (ker 6z @ ker d) @ (ker oz @ (14)) @ ((15) @ ker d ).

Somit verschwinden der zweite und der dritte Summand in Gleichung (5.3.19)) immer, da einer
der Faktoren immer gleich Null ist. Somit gilt

« pn B312)
<771(b)»771(d)>1313 = L(*d) == (b, d)PIB (5.3.20)
Mit Gleichungen (5.3.17)) und (5.3.20|) erhalten wir also insgesamt
b®a,d® c)y 6A a*c)L(b*c 5.3.21
0

8.4(a”c) (my(b), my(d)) ps

1

= <6A(a)771(b)7 5A(C)771(d)>PIB-

Definiere nun die Abbildung
T:Hy— PP (5.3.22)
b® ar da(a)n(d)

Wir wollen T auf P/ hochheben. Wir zeigen dafiir, dass T(b® a) = 0 fiir b® a € Nt gilt. Sei
also ¢ € PE beliebig und b ® a € NJt. Es gilt

(T(b® 0, ppP = (T(b® ), T(b® )i, pp

B2 5 (@)m(b), da(c)m(d)) ps(c,c) ps

= 0- <C,C>PIB =0,

wobei die vorletzte Gleichheit gilt, weil nach Voraussetzung b ® a € NJt gilt. Somit kénnen wir
T auf P/* hochheben und erhalten

T: Pl — pB (5.3.23)

nt = Sa(a)n(b).
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Injektivitat: Es gilt
.3.14
beat A do et AP g B @ ade oy, = (Th© @), T )

Angenommen b ® a + Nt € ker T. Dann gilt auch T(b ® a) = T(b® a + NJ!). Damit gilt fiir
alle d® c € P/t

(Th®a+NJH, T(d® ¢))ps = 0.

Da (-, -)PIH nicht entartet ist, folgt b ® a + Nt = 0 € P* und somit ker T = {0}.
Surjektivitat: Die Surjektivitdt von T folgt daraus, dass 7, surjektiv ist.
Somit haben wir insgesamt gezeigt, dass T ein isometrischer Isomorphismus ist. /

Zulil): Es gilt (siehe auch Lemma [4.3.1)

(5.3.13)
m(ls) == (1 — 0s(1s) -1s) + NGt = 0+ N (5.3.24)
——
=1¢
und damit folgt
~ oy (5-3.16) ~
Tonltb@a) =" T((b®a—du(b®a)-1,) + N

Il
~

(
(
— T((oa- (6t baa) - (s e L) + A7)
(
(

_ 7 b®a+/\/0*‘> —T(ég(b)éA(a)-(lg®lA)+W)

Sa(@)m(b) = 8s(b)da(@)T (15 ® Lo+ AT)
Sa(@)m(b) = b5s(b)d4(a)d4(14)mn(Ls)
(@) (b)

womit der erste Teil von Behauptung . ) gezeigt ist. Aus Gleichung (5.3.24)) folgt insbesondere
auch

To 77?[(13 ®a) =da(a) m(1s) —05(1s)da(a)d4(1a) m(1s) =0

—— ——
(15.3.24) (5.3.24)
=29 =0
fiir alle a € A und somit verschwindet T o n* auf 1,; ® A. /

Zu.): Seien b=0bg+cp-1lz€kerdy K- -1lz=Bunda=ag+c, 14 €kerd, K -1, = A.
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Es gilt
E319) .
(bo ® ap,bo ® ap)p, —=— L ((bo ® ag)*(bo ® ao))

5.4((a0)*a0) L((bo)*by) (5.3.25)
— 6.4((a0)") 4(a0) L((bo)bo) = 0

=0
Damit erhalten wir
nt(b® nit((bo +cp - 1g) @ (ag + cq - 14))

((
772{(()0@&0 b0®ca-1)—i—(cb-1B®a0)+(cb-13+ca-1A))
(

= i (bo @ ao) +nf* (bo @ cq - 1u) + 17 (e - 1s @ a0) + 17 (et - 1 + Ca - 1)
—_———
€23, @ @

=M (by @ cq - 14)

Somit geniigt es im Folgenden die Behauptung nur fiir by ® ¢, - 14 € kerdz @ K - 15 zu zeigen.
Seien also b € B, a € A und b, € ker §z. Allgemein gilt mit der Multiplikation m,, aus Satz
bzw. Satz fiir beliebige Elemente b® a,d @ c€ B® A

0 (id®a®id®id)o ([d®id®7®id) o ((d® A®id®id)(h® a®d® c)

)
=(mp@my)o(ild®a®id®id)o ([d®id® 7 ®id)(b ® a() ® ap) @ d® c)
=(mpe@my)o(ld®a®id®id)(b® a) ®d® apg) ® c)

)

mp & my (b®a(a(1) ®d)®a(2) ® c)

(5.3.26)
Somit erhalten wir
T(P;H(b@’ a)nf* (b ®1A) T(P (b ® 1a = 05 (bp ® 1) - 1y, +W))
EZT) T( (B ® 1) — G (b @ 1.0)(b® ) +N0H>
T( » (b ® 1,4)) - T(é,{(b’o ®14)(b® a))

(5.3.26) ~
€329 T(b- afagy ® by) @ a))

(5-322)
= dalag)m(b- alapy ® b))

B2 (b ala m b))
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Da p!t ein Algebra-Homomorphismus ist, geniigt es die Abbildung auf Elementen der Form
1 ® a oder b® 1,4 zu kennen. Fiir b ® a = 13 ® a erhalten wir somit

T (ol 10 a0 1)) = mlala e )
und fir b a=6® 14

f(p?(b ® Lonlt by ® 1A>) =ni(b- a(ls ® b)) = mi(bbp). /
—_———
b6

Wir haben nun die Behauptung fiir Schiirmann-Tripel (p, 7, L), die mit Hilfe von Zugang 1
konstruiert wurden, gezeigt. Wir miissen nun noch zeigen, dass sich dieses Ergebnis auf beliebige
Schiirmann-Tripel fortsetzen liasst. Wegen Lemma [4.3.2] existieren zwei isometrisch isomorphe
Abbildungen

U,: PP — PP
1(b) = n:(b)

und

Damit wird wir durch

eine unitire Abbildung T: P — PB mit
T(nH(b ® a,)) — 5.u(a)n(b) (5.3.27)
definiert, sodass dann . ) und . ) fiir beliebige Schiirmann-Tripel gelten. O

Lemma 5.3.5 Die Inverse zu T ist gegeben durch

S: P5 - pH (5.3.28)

BEWwEIS: Wir zeigen zunichst die Wohldefiniertheit. Gelte hierfiir n(b) = n(b'). Es gilt
(b @ 10)=n"* (V' @ 14),7™(d @ ¢)) pn
= (0 1), 0 d®e)pr — 0V ©14), 0™ (d® ) pr
() (B), () ps — 54N (E), () s

= dale){n(b) = n(t),n(d))ps =0
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Wir zeigen nun, dass S die Linksinverse von T ist.

So T(UH(b ®c- 1A)> S(5A<C : 1A)77(b))
_ s(

(et )

5.3.28
BL2 " b2 1)

= ntbec-1y)

Nun zeigen wir, dass S ebenso die Rechtsinverse ist.

1o5(nw)) B 1(0 e 1)

a(1.0) ()

= n(b) O

Rechte Version

Wie bereits in Kapitel [3] erhalten wir fiir die rechte Symmetrisierung analoge Ergebnisse, die
wir hier auffithren wollen. In allen Féllen verlaufen die Beweise analog zu denen der linken
Symmetrisierung.

Lemma 5.3.6 Es gelten die Voraussetzungen aus Satz[3.1.9 oder Satz[3.2.13. Dann ist die
Abbildung

FR:B/—>’HR/
P i@

ein injektiver, unitaler Algebra-Homomorphismus bzgl. der Faltung. Fir positive (bzw. bedingt
positive und hermitesche) ¥-invariante Funktionale ¢ € B' ist F(p) € Hg' positiv (bzw. bedingt
positiv und hermitesch,).

Satz 5.3.7 Sei(jst)o<s<t €in Lévy-Prozess auf B mit Faltungshalbgruppe (¢¢)e>0, sowie (j;fR)ogsgt
ein Lévy-Prozess auf der Symmetrisierung Hr = A ® B mit Faltungshalbgruppe (Fr(pt))e>0-
Dann ist (Jst)o<s<t mit

Jov=mo (jog @55 0 (1 ® 7@ L) (5.3.20)
ein Lévy-Prozess auf B und dquivalent zu (jst)o<s<t-
Auch hier erhalten wir analog eine ,rechte Variante von Satz[5.3.4]

Satz 5.3.8 Sei (jst)o<s<t ein Lévy-Prozess auf einer braided x-Bialgebra B in (yDj‘,@)* bzw.
((CA),, T) mit einem a-invarianten Generator L und einem beliebigen zugehirigen Schiirmann-

Tripel (p,n, L). Weiterhin sei (j:,fR)ogsgth der Lévy-Prozess auf der rechten Symmetrisierung
Hr=B® A aus Satz mit beliebigem zugehdorigen Tripel (p™t® n™& LMR). Dann gilt:
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i.) Die zu den Tripeln gehérenden Pra-Hilbertraume sind isometrisch isomorph, d.h. es
existiert eine lineare, bijektive Abbildung Tr: PMr — PB mit

(@,b) prr = (Tr(a), Tr(b)) ps.
ii.) Es gilt Tr on®(a @ b) = §4(a)n(b) und Tg o n™r verschwindet auf A ® 1.
iti.) Es gelten

T (o0 17" (1s @ 8) ) = n(alth ©.0)
T (Ly 0 B (1 ) ) = ).
Lemma 5.3.9 Die Inverse zu Tg ist gegeben durch

Sp: P? — phtr

n(b) — n"r (1, @b).






Kapitel 6

Beispiele fiir braided x-Bialgebren
und ihre Symmetrisierung

In diesem Kapitel wollen wir nun Beispiele fiir braided *-Bialgebren und ihre Symmetrisierungen
betrachten. Diese wurden bereits in [F'SS03] angegeben, jedoch ohne Beweise und Rechnungen.
Diese wollen wir nun in diesem Kapitel ausfithren. Hierbei ist das zugehorige Braiding mit Hilfe
von R-Matrizen definiert. Solche *-Bialgebren tragen z.B. in [Maj95] den Namen ,*-spaces®.

6.1 Vorbetrachtungen

Sei R € C™*™ @ C™*™ eine universelle R-Matrix, d.h. insbesondere, dass R Gleichung ([2.2.1))
erfiillt. Eine R-Matrix ist von reellem Typ, wenn

R} = R (6.1.1)

gilt und bi-invertierbar, wenn Matrizen R~' und R € C"*" @ C™*" existieren, sodass die
Gleichungen
—1\tJ pki ¥ —1\kl i
(R I)Z:lepq = Rp(R Dpa = 0%
(6.1.2)

- . ,
R;c]lRp? - RZ:lepg = 0,0]
erfillt sind. Wir betrachten zunéchst das folgende Lemma.

Lemma 6.1.1 Sei R bi-invertierbar und von reellem Typ. Dann sind die Inversen R und R~
ebenfalls von reellem Typ.

BEWEIS: Sei R von reellem Typ und bi-invertierbar. Wir zeigen zunéchst, dass dann auch R™!
von reellem Typ ist. Es gilt

Rig(RY)5q = Ryy (R7)5q = 0,05 = 6,05

Weiterhin gilt

ij i OLY ok g5
R (R, 2 BRI = oy

und damit folgt (R-1)kl = (R™')/l'. Wir zeigen nun, dass auch R von reellem Typ ist. Es gilt

87
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analog
RIR — R R €13 Siof = .07
Damit folgt

pij pkq lk pkq _ i
und es folgt qu ]A?gi. Somit sind also R~* und R ebenfalls von reellem Typ. O

Im Folgenden sei nun R eine bi-invertierbare, universelle Matrix von reellem Typ.
Sei V(R) zuniichst die von den Elementen 21, - - - , x,, und ihren Adjungierten v = (x1)*,--- ;0" =
(xn)* erzeugte freie Algebra Diese soll im weiteren Verlauf die Rolle der braided x-Bialgebra B
in der Kategorie (4(F)C,, @) bzw. ((CA«(®), ) iibernehmen.

6.2 Die linke Symmetrisierung H = V(R) ® A.(R’)

Wir betrachten nun die FRT--Bialgebra A, (R') fiir R’ := 7(R). A.(R) soll in der Symmetrisie-
rung die Rolle der coquasitriangularen x-Bialgebra A {ibernehmen. Wir wollen fiir diese nun die
Kategorie (“*(¥)C,, ¥) bilden. Dafiir brauchen wir also eine r-Form auf A, (R), sodass A, (R)
mit dieser r-Form die Voraussetzungen aus Satz fiir die Kategorie (A*(RI)C*, U) erfiillt.

Lemma 6.2.1 Die Abbildung r": A.(R') ® A«(R') — C mit

r(at ®af) =Ry,  r'(d;@b) =R (6.2.1)

definiert eine universelle r-Form auf A.(R') mit

PO @af) = RE, w0 @) = (R (6.22)

und der (Faltungs-)Inversen r': A,(R) @ A.(R) — C

r(al®af) = (RE,  r(al@bf) =R, (6.2.3)

P(b;@oal) Ry, W(b;i@b;ﬂ):R;';.

BEWwWEIS: Wir iiberpriifen an dieser Stelle nur die Angabe der Inversen unserer Abbildung. Dass
r’ eine r-Form definiert, folgt aus Satz |2 und Satz |2 Wir iiberpriifen zunéchst die
Invertierbarkeit auf Elementen der Form a ® a . Es gilt

(' x7")(a! @ af) =mo (r ®@r')o (id® T ®id) o (A® A)(a’} @ af)

o
[ &
IS

o(r'®?)o(id®7®id)(a§,®a§®a’;®a?)

=r'(a}, ® ak)r'(d? @ af)
6.2-1)

— Rkl R—l qp
©2.3) v )l]
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6.12) o1,
!5{%5;

6L2)  5i\ki pap
= (B )gp le
20—

= 7'(a} @ a®)r'(df @ ol
(6.2.3) (a, © ag)r'(a; 2

= (" x7")(a} ® af).
Analog gilt auf Elementen der Form a§ ® bf

(r' xr")(al @ bf) =mo (r' @) o (id@ T ®id) o (A® A)(al ® bf)

C2 o (r @77 0 (id @ 7 ®id)(d} ® af @ b @ b))

= 7'(al, @ bf)r’ (a? @ bF)

63'1 iq  ppk
@23 P
(6.1.2) o; ok

(6.1.2) ~; k
g Ru%‘ ijq

631?(& ® b)) (af @ bF)
653 D l J q

= (" x7")(a} @ b).
Da 7’ die Voraussetzungen aus Satz erfiillen soll, muss inbesondere Gleichung (3.2.6) erfiillt

sein. Da die Inversen R und R~' von R wegen Lemma ebenfalls von reellem Typ sind, gilt
flir Generatoren der Form bé ® af die Gleichheit

v (0 @ af) B2V () @ (af)7)
= (al @bL)
1' Rff

und

v (b @ bf) = 7' ((b)* @ (bF)*)
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fir Generatoren der Form b;- ® b;“. Fir die Inversen erhalten wir

(r'xr )i @af) =mo (r' @7) o (id® T ®id) o (A ® A)(b @ af)

©
[| &
IS

o(r' @r')o(id®r®id)(t @b, @ ak @ af)

=7/ (t? ® ab)r' (b}, ® af)

(6.2.1) ~kp qi
- o
i

kp_ pai

- Rq?'qup

(6.2.1) — i q

= (bp®a) r'(b, ® af)
= (r’ x ') (b ® af)

und

(r'«r") (b @bf) =mo (r ®r')o ([d® T ®id) o (A ® A)(b} @ bf)

2.5.2

[ff &

o(r®r')o(id®T®id)(b @b, @ b @ b)

= 7' (t? @ b)r’ (b}, ® bf)

6'2_'1(R71)Pq le‘
©.2.3) gt ~'pq

= §%of
1' 1N\

- RIJ??' (R 1)1012
B21)— qN 7 (1 k

= r "(0F @ b])r! (b, © by)

= (' *7)(b' @ bf). O

Wir setzen diese r-Form also so fort, dass die Gleichungen ([2.4.1)) bis (2.4.3]) gelten und haben
somit eine r-Form, die auch die Voraussetzungen aus Satz erfullt.

Um das Braiding fiir die Kategorie (A*(R/)C*, ) definieren zu kénnen, miissen wir eine linke
Kowirkung definieren.

Lemma 6.2.2 Die Abbildung v: V(R) — A.(R') ® V(R) mit
Y1) =101, (@) =b oz, )=do (6.2.4)

definiert eine linke Kowirkung auf V(R).

BEWEIS: Wir zeigen, dass die Eigenschaften (A.4.3) und (A.4.4) auf allen Generatoren erfiillt
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sind. Wegen Satz gilt
(Agid)oy(l) = (Azid)(1e1)
—19191=(>Gd®)(1®1)
= (id® 7)o (1)
und
(0®id)oy(l) = (d®id)(1®1) = 1.
Fir die Generatoren x; gilt
(A ®id) o y(zi) = (A @id)(bF © ap)
:bf®b§®xk = (id®7)(bg ® xj)
= (id®7) o ()
und
(0 ®id) o y(z;) = (6 @ 1d) (b} ® xp) = .
Analog gilt fiir die Generatoren v°
(A ®id) oy(v') = (A ®id)(aj, ® v")
=d} ®al ®v* = (id®7)(a} @)
= (id®7) o y(v)
und
(6 ®id) oy(v') = (6 ®id)(a} ® v*) = V",

Wir setzen die Abbildung nun so fort, dass die Multiplikation eine Komodul-Abbilung wird.
Damit wird v zu einer Kowirkung. O

Nun wollen wir mit Hilfe dieser Kowirkung die Linkswirkung o = (7’ ®id) o (id ® ) aus Satz
B.2.1] betrachten.

Lemma 6.2.3 Betrachte A.(R) mit der in Lemma definierten r-Form. Dann ist die in
Satz[3.2.1) definierte Wirkung durch

a(aé» Q@ Tf) = E;lkxl a(aé. ® k) = (R—l)fj??vl (6.2.5)

a(bj» ® x)) = R}lkml oz(b? ®vh) = Rfjivl

gegeben.

BEWEIS: Wir berechnen die Werte auf den Generatoren durch Gleichung (3.2.1)) und erhalten
fir die Generatoren aé» & Tk

oa(a;- @) = (r ®@id) o (id ® ’7)(@2 ® z*)



92 6. BSP. FUR BRAIDED x-BIALGEBREN UND IHRE SYMMETRISIERUNG

62.4) — ;
B2 (7" ®id)(a; ® bl @ 1)

16.2.3) =il

Fiir Generatoren der Form a} ® vk gilt

a(a§- @v*) = (' @id) o (id ® 'y)(a} ® vb)
L2077 g id)(al @ af @0

6-2.3) 5 1\ki, 1
= (R )UU .

Auf Elementen der Form b;- ® xy, gilt
a(b @ ap) = (r' @id) o (id ® 7) (b} ® 2*)
200 @id) (b 0 b @ )
R;lkxl

und fiir Elemente der Form b} ® v* die Gleichung

a(b: @ ") = (7' ®id) o (id ® 7) (b} ® vF)
6.2.4) — .
C2Y07 2 1d) () @ of @ o)
=)

Nun kénnen wir das Braiding fiir unsere Kategorie betrachten.

Satz 6.2.4 Das Braiding V ist (nach Gleichung (3.2.3))) gegeben durch
U(z; ® 2;) = Rilm © ay,,
U(z; @v7) = R{ikvl ® T,
V(' @ ;) = Eﬁjxl ® vF,

V(2" ®@v!) = (R‘l){,ivl ® v

BEWEIS: Wie zeigen zunéchst die erste Gleichung. Es gilt

V(e ©a;) = (@®id) o (i ©7) 0 (v ® id)(w; ® x))

B2 aoid)o (i[den)0F @ 2, @ ;)

= (e ®id) (b} ® z; @ zy)
6.2.5
Rfjml ® Tp.
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Analog gilt auf Generatoren der Form z; ® v/

U(z; 1)) = (a®id) o (id ® 7)

2D w@id) o (id@ ) (0F ® 21, @ v)

= (a®id) (b} @ v/ @ x4
€23 gyt

o(y®id)(x; ®vj)

Die dritte Gleichung gilt wegen

T(v'® zj)=(a®id)o(id®@ 7)o (v ® id)(v' ® xj)

(a ®id) o (id ® 7)(a} ® v* @ x;)

— (a ®id)(a} ® 2; ® vF)
€3 1001t
Zuletzt gilt fiir die vierte Gleichung

T(v' @) = (a®id)o (id ® 7)

(62-3)

o (y®id)(v' ®v’)
(a®id) o (id ® 7)(a}, @ v* @ v7)

= (a®id)(al ® v/ @ v*)

62 gyt

Wir setzen W so fort, dass die Gleichungen

V(lou) =u®l
U(u®

)

H=1®u
U(u®@ujug) = (id ®@ ¥) o

) =

(Y ®id) o (m®id)(u ® u; @ ug)
U(uiug @u) = (VP ®id) o (id® ¥) o (id ® m)(u1 @ uz ® u)
gelten, damit m W-invariant ist. O

Wir haben somit alle fiir die Kategorie (A*(R,)C*, U) notwendigen Informationen zusammen
und kénnen V(R) als braided *-Bialgebra in (“*(F)C,, ¥) auffassen

Lemma 6.2.5 Durch A: V(R) — V(R) ® V(R) mit

AR =v"@1+10

wird eine Komultiplikation auf V(R) und durch 6: V(R) — C mit

6(1) =1, §(zi) =6(v) =0 (6.2.7)
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eine Koeins auf V(R) definiert.

BEWEIS: Wir rechnen die Koassoziativitat auf den Generatoren nach und erhalten fir die

Generatoren x; zunichst

(A®id) o Az;) = (A®id)(z; @ 14+ 1 ® x;)
=Az;) @14+ A1) ®a;
=@®1+10r)0l+101ew
=;2101+10x;,01+1010;
=5, 01014+41® @01+ 1 ;)
=z, A1) ®1® A(x;)
=([dA)(z;®1+1® )
= (id® A) o A(x).

Die Rechnung fiir v* verlduft analog. Nun betrachten wir die Koeins-Eigenschaft fiir z;. Es gilt

(0®@id)(z;) o A= (d@id)(z; ® 1+ 1® x;)
= 0(z;) ®@id + 6(1) ® a;
=0®1+1lg®z =g
=7, 1c+1®0
=2, ®0(1) + 1@ d(x;)
= ([d@d)(z; @1 +1® )
= (id ® &) o A(a;)

Auch hier verliduft die Rechnung fiir v* erneut analog. Wir setzen A und § so fort, dass V(R)

zu einer braided *-Bialgebra wird.

O]

Somit konnen wir nun die (linke) Symmetrisierung betrachten, d. h. wir wenden Satz auf
A= A.(R) und B = V(R) an. Wir erhalten somit die +-Bialgebra # = V(R) ® A(R'), die von
den Elementen xT; ® ]]-A*(R’)a V'R ]]-A*(R’) = (:EZ)* X ﬂA*(R’)a ]lV(R) ®CL§-, HV*(R) ®b‘z = ILV*(R) X (a;)*

erzeugt wird, sodass die Relationen gelten:

ki p q _ k. iplj
quajal = aqaqup

Jirk P _ _upi ppv

Jow _ DIt D
ayr; = Rpixlak

: L
b = Rigmiby,

Jo . (p-1N\id, 1 P
apvi = (R7)0

J.i _ pip,l
bv' = Ry,

A(aé) =al ® aé?

(6.2.8)

(6.2.9)
(6.2.10)
(6.2.11)
(6.2.12)
(6.2.13)
(

6.2.14)
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A(bh) = b @ by, (6.2.15)
Alz) =201+ @ (6.2.16)
A@W) =v' @1+ a @1/ (6.2.17)
§(ab) = 6(bs) = o (6.2.18)
5(zi) = 6(v') =0, (6.2.19)

wobei wir an dieser Stelle die Elemente als in H eingebettet auffassen.

BEWEIS: Die Gleichungen ((6.2.8)) und Gleichung (6.2.9)) folgen direkt aus der FRT-Konstruktion.

Fiir die Gleichungen ((6.2.10)) bis (6.2.13)) betrachten wir die Multiplikation (3.1.8]) aus Satz|3.1.7]
Wir erhalten damit zunéchst Gleichung (6.2.10)).

m;.[(1®ai®xi®1)

ELD s @ ma) o (id® a®id®id) o ([d®id ® 7 ® id)

c(i[do®A®id®id) (1@ @z ®1)

(12.5.2)

(m@my)o(id®a®id®id) o (id®id® T ®id)(1 ® d ® df, ® 2; ® 1)
=(m®@my)o(ld®a®id®id)(l1®a @z ®d, ®1)

6.2.5 ~i
B2 s o ma) ® Ry @al 1)

= Rﬁxl ® ai
Fiir Gleichung (6.2.11)) erhalten wir analog
my(1Qb @z ®1)
(13.1.8) . . . . . .
= (mp®my)o(ld®a®id®id) o (id ® id ® 7 ® id)
o(i[d®A®id®id)(10b, @z ®1)
C2Y (g @ma)o(ide@a®id®id)o (id®ide r®id) (18 e b @z o 1)
= (mp@mu)o(id®a®id®id)(1® b, @2 @b ® 1)
6.2.5 .
C2Y (mps @ ma) (1@ Rl @b @ 1)
= Rz ©)
Wir betrachten nun Gleichung ((6.2.12)).

1®a, @0 ®1)

—~

My

(3.1.8

(mp@my)o(id®a®id®id)o (id ®id ® 7 ® id)

o(i[d®A®id®id)(1®d, ®v' @ 1)
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C2 (g @ma)o(d@a®id®id) o (id®ider®id)(1 e @d @i @)
=(mp@mu)o(ldea®id®id)(l®ad @ v’ ®ad ©1)

625 i
B23 (s @ ma)(1® (R @ a? @ 1)

lp

= (R o' @ af

Und zuletzt erhalten wir fiir Gleichung
myu (1@ b, @v' ®1)

B2 (g @ ma) o (id @ @ ®id @id) o (id ®id @ 7 ® id)

c(ild® A®id®id)(10b, v ®1)

2.5.5)

(mp@ma)o(id®a®id®id)o (d®id® 7 ®id)(1 @b, @b @ v’ ® 1)
=(mp@ma)o(ld®a®id®id)(1®b, ®v' @b ®1)

=
||H
&

(ms @ma)(1® R @b @ 1)
ST

Wir betrachten nun die Komultiplikation (3.1.9) aus Satz und betrachten zunéchst
Gleichung (6.2.14)). Es gilt

i B19)
Ay(1@al) B (

idom®id®id) o (id @ id ® 7 ® id)

o (ild®y®id®id) o (Ap® As)(1 ® a})

B2 (domeideid)o (d®id® r id)

o (i[d®y®id®id)(1® 1 ® aj, ® af)

E54) (id®m®id®id)o(id®id®7®id)(1®1®1®a2®a?)

= ([demeideid)(l®1®ad 1 ad)
= I®aq,e1d
Analog betrachten wir fur Gleichung (6.2.15)

o(id®vy®id®id) o (Ag ® Ay)(1® b)

(2.5.5)

(id®m®id ®id) o (id ® id ® 7 ® id)

o(i[d®vy®id®id)(1® 1 ® by @ b})
B34 dom®id®id)o ([deid®r®id)(191e 1o bk @ b)

= ([demeideid)(l®1e b ®1b)
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= 1ebfelel
Fiir Gleichung (6.2.16)) erhalten wir

2 demeideid) o (d®id® 7 ®id)

o(ild®y®id®id) o (Ap® A4)(z; ® 1))

C29 domeideid) o (deid® T @id)

o(ld®y®id®id)(z;®1+10z)®1®1)
=([dom®id®id)o (id ®id ® 7 ®id)
o([d®y®id®id)(z;®1®11+1R1;,®1®1)

(idem®id®id)o ([d®id® 7 ®id)(z; @ y(1) @1 @1+ 1@ y(z) ® 1® 1)

(id®m®id®id)O(id@id®7®id)($i®1®1®1®1+1®bg®$j®1®1)

—([domeideid)(010191901+100 @1 z;®1)
—,010101+10b ;01
Zuletzt erhalten wir fiir Gleichung
AH(Ui®1)

(id®m®id®id)o(id®id®7’®id)o(id®7®id®id)

o (AR AL ®1))

L2 o meideid) o (deid®r®id)o (id®~®id ® id)

o(el+l®v)®l®l)
= (i[deom®id®id)o (id®id® 7 ®id) o (id ® v ® id ® id)
We1I1Ie1I+10v elel)
=(i[dom®ideid) o ([d®id®7reid) v ®y1)11+1y(0) ®@1x1)

L2 demeideid)o(deidereid(elelalel+lead e @1 l)

=([demeideid(@relelelel+lodoler ®1)
=0'®1elel+led v @l
Abschlielend erhalten wir fiir Gleichung
Su(al ®1) = bs(a’) ®64(1) = 6 @ 1,

(b @ 1) = 05(b) @ 64(1) = 6} ® Lg,
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sowie fur Gleichung (6.2.19))
0n(1®x;) =05(1) ®04(zi) =1lg®0=0,
5x(1®0") = 85(1) @ 64(0") = 1¢ ®0 = 0.

Somit haben wir alle Gleichungen gezeigt und den Beweis somit beendet. O

6.3 Die rechte Symmetrisierung Hy = A.(R) @ V(R)

In diesem Abschnitt wollen wir nun die rechte Symmetrisierung betrachten. Hierfiir betrachten
wir die FRT-*-Bialgebra A, (R) mit der in Satz definierten r-Form r. Wir wollen nun die
Kategorie ((C4+(R)), W) aus Abschnitt betrachten. Wie zuvor benotigen wir eine r-Form r,
die die Voraussetzungen fiir das Bilden der Kategorie ((C4+(F), W) aus Satz erfillt.

Lemma 6.3.1 Durch r: A.(R) ® A«(R) — C mit
r(a) ® ay) = Rzlf r(a) ® by) = Rf]-"

wird einer r-Form r mit

r(b: ®af) = Rij (b @bf) = (R}
und der (Faltungs-)Inversen 7: A«(R) ® A(R) — C

7(a} @ af) = (R4 7(d; @ bf) = Ry}

7(b @ ay) = R 7(b @ bf) = Ry}
definiert.
BEWEIS: Wir iiberpriifen an dieser Stelle erneut nur die Angabe der Inversen unserer Abbildung.

Wie zuvor folgt die Tatsache, dass r eine r-Form definiert, aus Satz und Satz Wir
zeigen an dieser Stelle, dass die angegebenen Werte tatséchlich die Inversen auf den Generatoren

az- ® af‘ sind. Es gilt
(r *F)(aé ®af) = r(a; ® a’q“)?(ai? ®af)
= Ryg(R™)5}
5?5k
501
- (i
=7(a}, ® a’;)r(ag ® af)
= (F*r)(a? ® af).

Da Gleichung (3.2.6)) gelten muss und die Inversen nach Lemma auch von reellem Typ
sind, gilt fir r(bé ® bF) zunichst

i B26) — 5 —7 61D, ki
r(b @) "= 7o} @af) = (R, "= (R
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Wir erhalten damit fiir das Inverse die Rechnung
(r+7)(8; 0 bf) = r(8¥ @ B)F(b, @ bF)
= (B} Ry,
5;6{“

- R
=7t @ bf)r (b}, @ bf)
= (T ) (b @ bf).
Fiir 7(a% ® bF) = Rfji erhalten wir die Inverse 7(a ® bF) = ]?Esz, weil
(r«7)(a} @ bf) = r(aj, @ b)T(al @ bf)
= RR;Y

6.1.2) o ok

R
= ?(a;, ® b?)r(a? ® b’;)
= (F*r)(a; @ b))

gilt. Fiir 7(b% @ af) gilt damit zunéichst

i 3.2.6) — 5 1< 7-6_1.1 ~.
r(bz- ® af) = 7(a! ® bf,f) = Rﬁgi R;’f

und somit erhalten wir
(r+7) (b5 ® af) = (b} @ af)7 (b}, @ af)
__ ppk piq
- qu Rpl
=656

_ ppk pig

- quRpl

= F(bf ® a];)r(b;, ®af)

= (Tx7)(b) @ ay) O

Erneut definieren wir eine rechte Kowirkung auf V(R), um diesmal V(R) als braided *-Bialgebra
in ((CA-(®), W) auffassen zu kénnen.

Lemma 6.3.2 Durch 7: V(R) = V(R) ® A.(R) mit
T =101, (@) =0d, F0)=v @b (6.3.1)

wird eine rechte Kowirkung auf V(R) definiert.
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BEWEIS: Der Beweis verlauft analog zu Satz[6.2.3] O
Wir erhalten erneut aus Satz eine Wirkung aus der Kowirkung von A, (R).
Lemma 6.3.3 Durch @: V(R) @ A.(R) — V(R) mit
a(r; ® a?) = Rﬁ?azl, a(z; ® b?) = Rffxl, (6.3.2)
a(' @ah) =Rif, @ @bf) = (R

BEWwWEIS: Wir nutzen im gesamten Beweis die in Lemma berechnete r-Form r Die erste
Gleichheit gilt wegen

a(z; @ab) = (id®@r)o (F®id)(z; ® af)
= (id®r)(z ®d ® a))
=2 X RZC
Analog gilt
a(z; @bf) = (i[d®r) o (Y@ id)(z; ® bF)
= (id®r)(z; ® af @ bF)
=X R;CZZ
Fir die dritte Gleichung bekommen wir
a(' @af) = (i[d@r)o (F@id)(v' ® a})
= (id®r)(v' ® b @ d})
=v'® é}f
— Rt
und analog fir die letzte Gleichheit
a(v' @) = (ider)o (F®id)(v' ® bf)
= (id®r)(v' @b b))
=v' @ (R7);ji
= (Rfl)é?livl. O
Satz 6.3.4 Das Braiding V ist (nach Satz|3.2.11) gegeben durch
U(r; @ zj) = Ré?a:k ® i,

U(z; @v7) = Rilivk ® xy,
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U(v' @ ;) = R%f:ck ® 1,

V(v @) = (R_l)ﬁvk ® .

BEWEIS: Wie zeigen zunéchst die erste Gleichung.
@(xl & a:j) =(ld®a)o(r®id)o (id®@7)(z; ® x]‘)
6.3.1 .
CL a0 @) o (r @ id)(ws © 3k ® o)

=(dea)(zr Rz ® a;‘f)

16-3-2) i1k

Analog gilt die zweite Gleichung wegen der Rechnung
U(z; @) = (idea)o (r®id) o (id ® 7)(z; ® v/)

30 ,., . :
=~ (id @ @) o (1 ®id)(z; @ v* @ b],)

= (i[doa)(W* @z 2 bl)
Rﬁ-vk ®
Fiir den dritten Fall erhalten wir
VY(v' @) = (id®a) o (r®id) o (id ® 7) (v' ® z;)
631 (d@a)o (r®id)(v' ® =) @ a?)
= ([d@a)(z, v ® a?)
}Nﬁé"xk ® o'

Die vierte Gleichung gilt wegen
V(' @) = (i[dea)o (r®id) o (id ® 7) (v @ v/)

(6.3.1) ,. _ . i i
= (id®@a) o (r®id)(v' @ v" @ b))

— ([doa)W* @' @ b))
BB it o0
Erneut setzen wir ¥ so fort, dass die Gleichungen

Vlou) =u®l

U(u®

)

H=1®u

U(u®uiug) = (id® ¥) o (¥ ®id) o (m®id)(u ® u; ® ug)
) =

U(uiug @ u) = (V®id) o (id®@ ¥) o (id ® m)(u1 @ us ® u)
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gelten, damit m W-invariant ist. O

Wir kénnen nun erneut V(R) als braided x-Bialgebra (diesmal in der Kategorie ((CA+(F), W)
auffassen, indem wir die Komultiplikation auf Satz entsprechend fortsetzen.

Wir kénnen nun die rechte Symmetrisierung Hr = A«(R) ® V(R) betrachten, d.h. die von
La,r) @i, 1a,(r) ® vl ag- ® Ly(ry, b; ® Ly(g) erzeugte x-Bialgebra mit den Relationen:

Rg;a?a? = a];ali,Rgg (6.3.3)
Ri¥bhal = afb, Rb (6.3.4)
xiai = Riﬁaz ® @y (6.3.5)
wib], = Rlabl (6.3.6)
vial, = (RiPvlal? (6.3.7)
v'b], = (R™)}o'b) (6.3.8)
A(d}) = aj, ® a} (6.3.9)
Ab) = b5 @ by, (6.3.10)
Alz) =201+ @ (6.3.11)
A) =v' @1+ a’ @0/ (6.3.12)
§(al) = 8(b}) = & (6.3.13)
§(z;) = 6(v') =0, (6.3.14)

wobei wir an dieser Stelle die Elemente als in Hp eingebettet auffassen.

Beweis: Die Gleichungen (6.3.3) und (6.3.4) kommen erneut von der Definition der FRT-
Bialgebra. Wir betrachten die Multiplikation ms,, auf Hp aus Satz [3.2.12] Wir iiberpriifen

zunachst Gleichung .
Moy, (1@ 1 @al, @ 1)
=(mem)o(d®id®a®id)o (id® T ®id ®id)
0 ([d®id® A®id)(1®z; ®al © 1)
=(mem)o(ldeidoa®id)o (d®T®id®id)(1® z; ® a, ® df © 1)
=mem)ideideaid)(l®ad @z ®ad @ 1)

16.3.2) ;
(mem)(1®ad® Rz @ 1)

_ plp_j
= Rikap ® xj.
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Analog betrachten wir Gleichung
My, (1@ 2; @ b, @ 1)
=(m®m)o(ldeid®a®id)o (id®7®id ®id)
o(i[d®id® A®id)(1®x; @bl ©1)
=(mem)o(deidearid)o(idereid®id)(1®z @ @b ®1)
=(mem)o([deidea®id)(l®b, @z @b ®1)
©23 o m)(1 @bl @ Rty ©1)
:szib£®:z:l.
Nun iiberpriifen wir Gleichung (6.3.7).
My, (1@ v @al ®1)
=(m®m)o(deid®a®id)o (id® 7 ®id ®id)
o(i[d®id® A®id)(1®v' ®a ©1)

—~

m@m)o(ideid®a®id)o (d®r®id®id)(1®v' ®ad,®d @ 1)

—

m®m)o (ld®id®a®id)(l®a ®v' ®d, @1)

6.3.2

(mem)(l®a @ R ®1)
= E?ﬁaﬁ, ® .
Fiir Gleichung gilt
My, (1@ 0 @b @ 1)
=(mem)o(ld®idea®id)o (d®r®id ®id)
o(id®id®A®id)(1®v @bl 1)
=(mem)o(deidearid)o(ider®id®id)(1®v' @b @b ©1)
=mem)o(deidea®id) (1@t ®@v' @b, ®1)
€23 eom)(1e & (R 1)
= (R @'
Wir betrachten nun die Komultiplikation aus Satz Fiir Gleichung gilt
Apy(dh®@1) = (ideidem®id)o ([d®T®id®id) o (id ® id ® 7§ ® id)
o (A®A)(ds®1)

= (([d®ide@m®id)o (id®7®id ®id) o (id ® id ® 7 ® id)
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(g, ®df ®1®1)

([deidemeid)o(ldor®id®id)(a,®d @101 1)
=([d®idem®id)(de@lod @11)
=a,®1led®l
Wir betrachten nun Gleichung .
App (b ®1) = (id®id®m®id) o (id® T ® id ® id) o (id ® id ® ¥ ® id)
o (A®A) D@ 1)
=(d®idem®id)o (id®7®id®id) o (id ® id ® ¥ ® id)
Mot e11)
=([deidemeid)o(der@ideid)(Pf @b elelelel)
=([deidemeid)(tfeleb,ole1)
=bielebel

Wir erinnern daran, dassAy gy () = 2; @ 1 +1® x; und Ayp)(v') = v/ @ 1+ 1@ v gilt.
Damit erhalten wir fiir Gleichung (6.3.11))

Ay,(1®z;)=([deideom®id)o (d® 7 ®id®id) o (id ® id ® ¥ ® id)
O(A@A)(l@l’i)
=([d®idom®id)o (ild® 7 ®id ®id) o (id® id ® ¥ ® id)

191®(z;0l+1® 1))
1R1Qz;®1+181K1QT;

= ([d®id®@m®id)o (id® 7 ®id ® id)
(1®1e7(@)21+101075(1) ® z;)

= ([d®id®m®id)o (id ® 7 ® id ® id)
1e0l®red0l+19101e1® ;)

—([dRideomeid)(10z;910d 91+1910101® ;)

:(1®xj®ag®1+1®1®1®$i)

und fiir Gleichung
Ay (1®0) =(1d®idem®id)o (ld®r®id®id) o (d®id ® ¥ ® id)
o(A®A)(1®v")
=(d®ideom®id)o (id®7®id®id) o (id®id ® ¥ ® id)

(191®v'R1+1210111v°")
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= (i[d®idom®id)o (id ® T ® id @ id)
(leley@)el+leley(l) @)
=(lde®id@me®id)o (id® 7 ®id ®id)
1ol eblel+lolelele)
= ([deidemeid) o181 10l @1+121218 187
— (1Yl 0l+101018Y)
Fiir die Koeins gilt d;,, = 64 ® g, d. h. wir erhalten fiir Gleichung
O (af @ 1) = d4(a}) @ 65(1) = 6; ® 1,
Orp (b5 @ 1) = 6,4() ® 05(1) = 6 ® 1,
und fiir Gleichung
0rpy(1 @) = 04(1) ® 6s(z) = 1o ® 0,
Sup (L@ V") =04(1) ®65(v") = 1¢ ® 0.

Somit ist der Beweis vollstdndig. O






Kapitel 7

Realisierung von
Quanten-Lévy-Prozessen auf braided
x-Bialgebren

In diesem Kapitel wollen wir Brownsche Bewegung auf unseren Beispielen aus Kapitel [
betrachten und zeigen, dass es immer einen Prozess auf diesen gibt, der als Brownsche Bewegung
aufgefasst werden kann. Diese Prozesse kénnen als multidimensionale Variante der Azéma-
Martingale aufgefasst werden. Im eindimensionalen Fall existiert nur die R-Matrix R = (q)
fir ¢ # 0 und wir erhalten den klassischen Azéma-Prozess, siche z. B. [Sch91]. Fiir hohere
Dimensionen gibt es verschiedene Moglichkeiten die R-Matrizen zu wéhlen. Eine Klassifizierung
fiir eine bestimmt Art von R-Matrizen ist in [F'SS03| Chapter 7] zu finden.

7.1 Brownsche Bewegung auf braided *x-Bialgebren

Definition 7.1.1 ([Sch93, Section 5.1], [FSS03, Def. 6.1]) Sei B eine braided Bialgebra.
Ein lineares Funktional ¢: B — C heifit quadratisch, wenn fiir alle a,b, c € ker iz

¢(abc) =0
gilt. Fin Lévy-Prozess mit quadratischem Generator heifst Brownsche Bewegung.

Wir betrachten nun eine fixierte bi-invertible R-Matrix R von reellem Typ und die in
Abschnitt [6] definierte -Bialgebra V(R).

Lemma 7.1.2 Sei L: V(R) — C definiert durch

8ii, fiiry = x07
L(y) :{ ’

0, sonst.

Das Funktional L ist quadratisch, W~'-invariant, hermitesch und bedingt positiv.

BeEwEIS: Quadratisch: Wegen Definition gilt ker oz = V(R) \ (1y(r)). Angenommen L
ist nicht quadratisch, d.h. es existieren y;,y2 und ys € kerdz, sodass L(y1y2ys) # 0. Nach
Definition gilt L(y) # 0 nur fiir y = z;0°. Also muss entweder y; € (1y5)) oder y2 € (1)
oder y3 € (1y(n)) gelten. Da aber (1yr)) € ker d erhalten wir einen Widerspruch und somit ist
L quadratisch. ¥~ l-invariant Wir miissen zeigen, dass (id® L) o ¥ = Wo (L ®id) gilt. Zunichst
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gilt
(id® L) o ¥(z;0? @ z3) = (Id® L) 0 ¥o (m®@id)(z; @ v’ ® x3)
— ([d® L) o (id ®m) o (¥ @id) o (id ® ¥)(z; © v/ @ xy,)
= (id® L) o (id®m)o (¥ @id)(z; © R, © ")
= (id® L) o (id © m) (R Rz, © 2, © o)

= RIIR*xs @ L(w,07).
—_——
—5%

Sei nun also r = p, dann gilt

R;%Rf;xs = 5?5;3% =7, ® 5; = U(L(z?) @xp) = ¥ o (L @ id)(z0) @ xp,).
—
=5
J

Analog betrachten wir z;v; ® v*. Bs gilt
(id® L) o ¥(zv; @ ") = (Id® L) o ¥ o (m @ id)(z; ® v/ @ v")
= (id® L)o (id®m) o (¥ ®id) o (id ® ¥)(z; @ v/ @ v*)
= (id®L)o(id@m)o (¥ @id)(z; ® (R ©v7)

= (id® L) o (id ® m) ((R*l)’fﬂ'Rpw ® s ® vq)

rq=rre

= (R_l)’;ngfvr ® L(zsv?).
q
=54

Sei ¢ = s, dann gilt
(RTHMRPET = gkslo" = oF @ 67 = W(6] @ o) = U(L(zp’) @ vP) = (L @ id) (z0” @ oP).
Hermitesch: Es gilt y* = x;v genau dann, wenn
y=(y")" = (z0')" = (v')"(2:)" = ziv;

gilt. Fiir y* # x;0" gilt also

und fiir y* = x;0° gilt

L((zv")*) = L(x;v') = 6ij = 6j = L(w;v?)

Bedingt positiv: Fiir alle y # v* gilt L(y*) = 0. Fiir y = v* erhalten wir L((v")*v") = L(zv") =
§¢ =1 > 0 und somit ist L bedingt positiv. O

Wir wollen nun Konstruktion 2 aus Abschnitt verwenden, um das fiir die Realisierung
benotigte Schiirmann-Tripel zu bestimmen. Der Pra-Hilbertraum pYH - V(R)/N ist gegeben
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durch das Bild von 7, wobei

mi: V(R) = V(R)/N

b—b+N
mit N = {b S V(R) ’ <b, b>V(R) = O}
Lemma 7.1.3 (nII(vi))ie{l ..... ny st eine Orthonormalbasis von PI]I}(R) =V(R)/N.
BEWEIS: Seien y1 = ¥ .. ¥i,, Y2 = Yj ---Yi, mit p,s > 0 Worter iiber dem Alphabet
X = {x1,...,2n,v', ..., 0"}, wobei v’ = (z;)* fiir i € {1,...,n}. Dann gilt wegen Definition

(e (ya), mua(y2)) pros = L((1)" (92) = L(y1)d(y2) = 3(y1) L(y2) -

:l) :u) ZZZZ)

Wir wollen zeigen, dass

40, fiir y1 = o,

=0, sonst

7711(311){

gilt. Dafiir betrachten wir die folgende Fallunterscheidung.

- Sei (y1)* = x;. In diesem Fall ist Summand i) gleich 0, da L(v*) = 0 wegen Definition
von L gilt. Der dritte Summand ist ebenfalls 0, da per Definition der Koeins in V(R) die

Gleichung d(y1) = 0 fiir y1 ¢ (1y(g) gilt. Somit gilt fiir (y1)* = 2

V(R)

(nu(v*), 7711(91)>PH = L((Ui)*y1>

= L(z; - 1) :{

1, falls y; = v*

0, sonst

- Sei nun (y1)* # x;, d.h. es gilt p =0 oder p = 1 (und somit (y1)* = v*) oder p > 2.

— Wir beginnen mit p = 0, d.h. es gilt y; = 1y(g). Der zweite Summand ist gleich 0,
da L(1y(R)) = 0 gilt. Summand 17) ist gerade dann ungleich 0, wenn y; = z;v* =1
gilt. Ebenso liefert der dritte Summand nur in diesem Fall einen Beitrag und ist
gerade gleich dem Negativen des ersten Summanden. Somit ist fiir p = 0 der gesamte
Ausdruck gleich 0.

— Wir betrachten nun den Fall p = 1. Der erste Summand verschwindet, da (y;)* = v*
gilt und somit L(v’ - y2) = 0 ist. Fiir den Summanden #4) gilt erneut L(z;) = 0 nach
Definition von L. Der letzte Summand verschwindet erneut wegen der Definition der
Koeins, da 6(v*) = 0 gilt.

— Zuletzt betrachten wir den Fall p > 2. In diesem Fall kann der Ausdruck nur ungleich
0 sein, wenn das Argument von L die Linge 2 hat, d.h. wenn (y1)* = z;v/ und
Y2 = ly(g) gilt. In diesem Fall gilt fiir den ersten Summanden L(z;v*) = 1 und fiir

den zweiten Summanden L(x;v7)d(1y(g)) = 1. Der dritte Summand verschwindet, da
erneut §(v’) = 0 per Definition gilt. Somit verschwindet erneut der gesamte Ausdruck.

Insgesamt hat also das Skalarprodukt den Wert 1 fiir y1 = y2 = 1 und ist in allen anderen

Fillen gleich 0 und somit bildet (1(v"));e(1,...n} eine Orthonormalbasis von PI]IJ(R). O
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Es gilt
nu(v') B33 (W' =00 1)+ N=0v+N
~——
=0
und somit insgesamt
v+ N, fiir gy = 0°

7.1.1
0, sonst. ( )

(1) = {

Nun wollen wir betrachten, wie die x-Darstellung p;; aussieht. Da py;(b) fiir jedes b € V(R) eine
lineare Abbildung ist, geniigt es die Basisvektoren n;(v?) zu betrachten. Da 7y ein py-Kozyklus
ist, gilt

pn(wi)n(’vj) = nll(ij) — (i) 5(Uj) =0
———

(7.1.1) (7.1.1)
LD, 0

und

Also gilt insgesamt
pII = 07

d.h. py ist die Nulldarstellung. Sei @ = (id ® r) o (7 ® id) die rechte Wirkung aus Abschnitt
Man kann zeigen, dass L invariant bzgl. @ ist. Diesen rein technischen Beweis wollen wir an dieser
Stelle jedoch nicht ausfiihren. Insgesamt haben wir also das Schiirmann-Tripel (7, pir, L) mit

dem zugehorigen Pra-Hilbertraum PQI;(R) = V(R)/N mit Orthonormalbasis (7:(v"))ie1,....n}»
das gegeben ist durch

- den @-invarianten Generator

S fiir vy = x:07
L(y) = { ij, fur y = z;v
0, sonst

- den py-Kozyklus 7 mit

vt + N, fiir y = ot
Nu(y) =
0, sonst

- und die *-Darstellung
pn = 0.

Somit sind alle Voraussetzungen von Satz erfillt und wir kénnen das Schiirmann-Tripel
(p™tr p*r LHR) fiir die rechte Symmetrisierung Hr = A ® B bestimmen. Nach Konstruktion 2
aus 4.3 erhalten wir

P = (A(R) ® V(R)) /N
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mit
NHR = La@b | L*R (a @b — 6y, (a @ b)1s,) (a @b — 0y (a @ b)1y,,,) = 0}

als zugrundeliegenden Pra-Hilbertraum. Mit Satz erhalten wir Sg(n(v?)) = n*r (1, @ v?)
als Basis des Pra-Hilbertraums P*%. Der p-Kozyklus n*'7: Hr — P™R ist gegeben durch

n(l®y)=v'+N, firy =1

7.1.2
0, sonst. ( )

nr(ley) = {

Nun betrachten wir die *-Darstellung p7*# auf den Basiselementen. Dann gilt fiir die Erzeugenden
14 ® b die Gleichung

v+ N, fiir b € (1)

PR (1, @ b)n™r (1, @ v*) = Sr(n(b-v")) :{
0, sonst

Wegen Satz gilt fiir erzeugende Elemente der Form a ® 15 zunéchst
P80 & 1) (1L © ) = Srln(a(v’ © ag))) (13)

Wir betrachten a = aé-. Dann gilt

PR () @ Loy R(1y © F) = Sr(n(@le’ © ai))) (7.4
\_:/,_/
e
= RESr(n(v"))

Analog betrachten wir nun a = b; Es gilt

PHR (b @ Lg)"R (Ly ® v%) = Sr(n(@("* @ b)) (7.1.5)
H._/
:(Rfl);];vp

Sr((R™)jn(w?))

= (R™)5SRr(n(w"))

= (R (1, o7)

Der Generator ist gegeben durch

030k, flir a = az- oder b;- und b = x0!

L™ (a @ b) = { (7.1.6)

0, sonst

Insgesamt haben wir also eine *-Bialgebra Hp (im klassischen Sinne) und ein Schiirmann-
Tripel (nHR, phr, LHR) und kénnen damit mit der klassischen Theorie aus Kapitel 4| die braided
Quanten-Lévy-Prozesse realisieren. Wir erhalten mit Hilfe von Satz die folgende Realisie-
rung der Brownschen Bewegung.

Satz 7.1.4 Die Realisierung von jz-t[R mit Schiirmann-Tripel (n*®, p"r LMR) st auf dem
Fockraum T(L?>(Ry, K)) durch die eindeutige Losung der quantenstochastischen Differential-
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gleichungen
dX; = dX; - dA((prj - 5;’6{“)19,@) + d4;
dX; =dx;- dA(((Rl);f — 6! 5};)@@ <n) +dA;
dAi = Af - dA((RE — 680L)1<1pen)
AB; = Aj, - dA (R, — 0100) 1y )

gegeben, wobes
dX; = djfr (1 © a;)
dX; = dji" (1@ )
dA; = dj;f’%(a; ®1)

dB! = djlir (i @ 1).

BEwEIS: Wir betrachten zunéchst die folgenden Hilfsrechnungen. Es gilt

d[t(aiggl) _dA( pHR(a%QQl) — 1-(5(@%@1) ) —i—dA*onHR(a%@l)
(7.1.4) ~ (7.1.2)
=0

k 6-3-13) ,
= (R )1<ki<n = (6,6F)1<k,1<n

+dAon™r((a) ® 1)) + LR (o) ® 1) dt

7;20 7.;60
= dA((Eﬁf - 5£5f)1<k,z<n> (7.1.7)
sowie
dl;(1 ® z;) = dA (pHR(l ®x;)—1-0(1® a:z)> +dA%o nHR(l ® x;)
———
(7.1.3) (6.3.14) (7.1.2)
=0 =0 =0
+dAonmr (1 ®@x)*) + LM (1 @ x;) dt
7£L2vi 7.;.60
= dA(v') = dA;. (7.1.8)

Mit Hilfe dieser Gleichungen kénnen wir nun die quantenstochastische Differentialgleichung auf

den Generatoren x; betrachten.
dX; = djifr(1 @ x;) = (7 :
i = At ( ®$2) - (jst *dIt)<1 ®xl)
=mo (" @ dL}) 0 Agp(1® ;)

=mo (¥ edl)(ler;0dol+101el0m)



7.1 Brownsche Bewegung auf braided #-Bialgebren 113

=it (1@ dia)© 1) + i (10 1) - d(1 © )
I3 o

= dX;-dA((Ry) — 06 n) +dA;
s (( Ip — 0901 )1<k,i< )+

Analog betrachten wir die folgenden Hilfsrechnungen. Es gelten

dL(b @ 1) = dA( P @1) - 1.6 ®@1) ) +dA* oM (b @ 1)
(7-1.5) ik 16.3.13) , 5 (7-1.2))
= ((R l)gp)lgk,pgn - (5355)1§k4’§n =0
+dAon R ((b] @ 1))+ LM (b @ 1)dt
7.;20 7.:1.60
= A (R - 8 1ckpen (7.1.9)

und

AL,(1 ® v;) = dA <pHR(1 @) —1-6(18 vi)> +dA* o R (1 ® )
(EE——

(7-1.3) (6.3.14) 712 .
=0 =0 =t

+dAon™R(1@v)*) + LHR(1 @ 2;) dt

(7.1.2) (7.1.6)
=0 =

0
= dA*(v') = dA} (7.1.10)

Wir bekommen erneut mit Hilfe dieser Gleichungen die quantenstochastischen Differentialglei-
chungen fiir den Generator v* = (x;)*.

dX; = djHr(1 @ wv)
= (i xdL) (1 @ v)
=mo (i @dl) o A, (1® ;)
=mo(redy)(1evetol+liolele)
= jHr1 @) AL © 1)+ 0 ©1) - dL(1 @)

(T19) ) .
= dX; - dA( (R - olok) +dA;
d w %% )<k

Aus den bereits durchgefiihrten Hilfsrechnungen folgt nun direkt die folgende Differentialglei-

chungen fiir den Generator aj

dAl = djlir (@i @ 1)
= (it xdL)(af @ 1)
=mo (jH* ® dL) o Ay, (al ® 1)

=mo (jHt®dL)(q,@1®ad ®1)
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= jir(a @ 1) - dL(df @ 1)
EID I
o dA((RY, = 350, )1<tp5n)

und die Gleichung
dB! = djlir(bi ® 1)
= (i dn) (b @ 1)
=mo (ji{7 @ dl}) o Ay, (M @ 1)
=mo (ji" @dL)(tfe1®b,®1)
=gl @1) - dI(b, ® 1)
(7.1.9)

( —1\dl i sl
Ak <A (RN, = 510b) 1 <y pen)

fiir den Generator bé» = (ag )*. O

Somit haben wir eine Realisierung der Brownschen Bewegung auf der braided x-Bialgebra
V(R) angegeben. Man erhélt insbesondere eine Reihe von Beispielen, indem man verschiedene
R-Matrizen wahlt. Eine Klassifizierung fir die sly- R-Matrix und die sl3- R-Matrix sind in [FSS03,
Chapter 7] zu finden.



Anhang A

Grundlagen

In diesem Abschnitt wollen wir die bendtigten, aber inbesondere schon z.B. aus [Mall4]
bekannten Grundlagen zusammentragen. Wir orientieren uns hierbei im Anhang vorwiegend
an [DNRO1], [Kas95] und [KS97].

A.1 Das Tensorprodukt

In diesem Abschnitt wollen wir die grundlegenden Eigenschaften des Tensorprodukts wieder-
holen und zusammenstellen (siehe z. B. [Wall6]), sowie zum Tensorprodukt von antilinearen
Abbildungen verallgemeinern. Wir wollen zunéchst das Tensorprodukt mit Hilfe der universellen
Eigenschaft definieren.

Satz A.1.1 Seien V und W Vektorrdume. Dann existieren ein bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmter Vektorraum V @ W und eine bilineare Abbildung

RVXW VW
(v,w) —» v w,

die die universelle Eigenschaft erfillt, d. h. fir jeden Vektorraum U und jede bilineare Abbildung
¢: Vx W — U existiert eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢: V @ W — U, sodass

V xW U

N

VeWw

kommutiert, d. h. es gilt ¢ = ¢ o ® fiir allev e V,w e W.

Wir nennen das Paar (V @ W,®) (kuwrz V ® W) Tensorprodukt von V und W. Das
Tensorprodukt von Vektorraumen verhélt sich assoziativ, d.h. es existiert ein eindeutiger
Isomorphismus

Me(heVs) = (Ve e Vs
U1®(U2®1)3) — (U1®U2)®U3

wobei v1 € Vi, v9 € Vo, v3 € V3. Auflerdem definieren wir rekursiv das Tensorprodukt mehrerer
Vektorraume durch

115
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Seien nun f1: Vi — Wi und fo: Vo — W5 lineare Abbildungen. Dann definieren wir das
Tensorprodukt
[® fo: V1@ Ve — W@ W

von linearen Abbildungen als die durch Satz eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit

(f1 ® f2)(r1 @ v2) = fi(v1) ® fa(va).

Eine Abbildung die wir immer wieder benétigen werden, ist der sogenannte Flipoperator. Dies
ist die durch Satz eindeutig bestimmte lineare Abbildung

Tvw: VIW =WV

VRWH W,

wobei v € V und w € W gilt.

Nun wollen wir das Tensorprodukt zwischen antilinearen Abbildungen definieren. Hierfiir
benétigen wir zunidchst den Begriff des konjugierten Vektorraums. Sei V ein C-Vektorraum.
Dann ist V := {v | v € V} mit

v+

S
Il
S
+
g|

S
[
X

A

ein Vektorraum, genannt konjugierter Vektorraum. Mit Hilfe dieses Vektorraums zeigen
wir nun, dass es ebenfalls méglich ist, das Tensorprodukt von antilinearen Abbildungen zu
definieren.

Satz A.1.2 Seien p1: Vi — W1 und po: Vo — Wo antilineare Abbildungen. Dann existiert eine
eindeutige antilineare Abbildung

V1R o: V1 @Vy — W @ W,

(P1 @ @2)(v @ w) = 1(v) ® pa(w).

BEWEIS: Existenz: Seien @1, o antilinear. Dann ist
P: VI x Vo — W1 @ Wy
B(v, w) = ¢1(v) @ P2(w)

bilinear, da

D(Av + v, w) = o1 (M + V') ® pa(w)

= (Ap1(v) + 2(v')) @ p2(w)

= X(pl (V) ® p2(w) + @1 (V') @ a(w)

= X1 (v) ® pa(w) + p1(v)) ® P2(w)

= Ap1(v) ® pa(w) + ¢1(V') @ pa(w)
= AP (v, w) + (v, w)
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gilt. Die Rechnung fiir die zweite Komponente verlauft analog. Wir betrachten das folgende
Diagramm

o~

[ T
Vi X Va Wi @Wy ————— W1 @ W»
01 ® p2
® P12
Vi@ Vs

wobei 7 das komplexe Konjugieren beschreibt. Durch die universelle Eigenschaft erhalten wir
die eindeutige lineare Abbildung

P1Rp2: V1 Vo — W @ Wy

(P1 @ @2)(v @ w) = &(v, W),

Dann ist @1 ® 2 = @1 ® Y2 =T o (1 ® ¥2), antilinear und es gilt

(p1 ® p2) (v @ W) = 1 ® P2(v @ w)

= (1 ®@ p2)(v @ w)
= ¢1(v) ® p2(w)
= ¢1(v) ® p2(w).

Da 1 ® g linear ist, ist ¢1 ® @9 folglich antilinear.
FEindeutigkeit: Seien Wy, s antilinear mit

U1 (v@w) = ¢1(v) @ pa(w) = Ya(v @ w).

Da ¥y und ¥y linear sind und ¥ (v ® w) = ®(v, w), sowie ¥a(v ® w) = ®(v,w) gelten, folgt
WU, = Uy mit der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts. Damit ist also inbesondere auch
Uy = Wy, O

A.2 Algebren und Koalgebren

In diesem Abschnitt wollen wir nun die Grundlagen zu Algebren, Koalgebren, Bi- und Hopf-
Algebren, sowie ihren involutiven Varianten zusammenstellen.

Eine Algebra ist ein Tripel (A, m, 1 4) bestehend aus einem C-Vektorraum A, einer linearen
Abbildung m4: A® A — A, genannt Multiplikation, die die Assoziativitatseigenschaft

erfiillt, sowie einer linearen Abbildung 1,: C — A, genannt Eins bzw. Einheit, die die Eins-
Figenschaft
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W - T -

erfiillt, wobei C® A &2 A = A ® C identifiziert werden. Wir bezeichnen eine Algebra auch
kurz nur mit A. Sind .4; und Ay Algebren, so nennen wir eine lineare Abbildung ¢: A; — As
Algebra-Homomorphismus, falls die Gleichungen

PO My, :mAQO((P(X)(P)a
poly =1u

gelten. Eine x-Algebra (A, m4, 1 4,%*,4) ist eine Algebra A zusammen mit einer Involution
genannten antilinearen, selbstinversen Abbildung *4: A — A, a — a*, sodass

*AOmA:mAO(*A®*A)OTA,A

gilt, d. h. x4 ist ein Algebra-Antihomomorphismus. Fiir zwei *-Algebren 4; und A2 nennen wir
einen Algebra-Homomorphismus ¢: A; — Ay *-Algebra-Homomorphismus, falls zusétzlich

QDO*AIZ*A2OQO

gilt. Eine Algebra (A, m4, 14) heiit kommutativ, falls m = m o 7 gilt.
Analog ist eine Koalgebra ein Tripel (C, A;, d.) bestehend aus einem C-Vektorraum C, einer
linearen Abbildung A.: C — C ® C, genannt Komultiplikation, die die Koassoziativitat

(Ac ® ld) O Ac == (id ® Ac) [¢] AC (A.2.3)

m) — ﬁ _ ‘
erfillt und einem linearen Funktional 6.: C — C, genannt Koeins bzw. Koeinheit, die die

Koeinseigenschaft

CRNCh

erfiillt. Sind C; und Cy Koalgebren, so nennen wir eine lineare Abbildung ¢: C; — C2 Koalgebra-
Homomorphismus, falls gilt

(p®p)oAeg, =Ac, 00
5C1OS0:5C2~

Eine %-Koalgebra (C,A¢,dc,*¢) ist eine Koalgebra C zusammen mit einer Involution ge-
nannten antilinearen, selbstinversen Abbildung #.: C — C, a — a*, sodass A; ein *-Algebra-
Homomorphismus ist, d. h. es gilt

ACO*C = (*C®*C)OAC-

Eine Koalgebra (C, Ac, d¢) heifit kokommutativ, wenn 70 A = A gilt. Wir verwenden in der
gesamten Arbeit an geeigneten Stellen die sogenannte Sweedler-Notation. Wir verweisen
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an dieser Stelle fiir die Originalarbeit auf [Swe69] und fiir eine kurze Einfithrung auf [Sonl5,
Chapter B.2]. Sei also C eine Koalgebra und somit A(a) € C®C fiir a € C. A(a) ist inbesondere
eine endliche Summe der Form

Afa) = Zali ® az;,

wobei a1; und ao; jedoch nicht eindeutig bestimmt sind. In Sweedler-Notation schreiben wir fiir
diese Summe nun symbolisch

Afa) = aq) @ ap
oder im summenloser Sweedler-Notation sogar
A(a) = a1y ® a)-

Bemerkung A.2.1 Sei V ein Vektorraum und f € V' :={f: V — K| f linear}. Sei f(z) # 0.
Dann gilt

V=K-1, P kerf
(siehe z. B. [Rom05, Theorem 3.11]). Damit gilt also insbesondere fiir eine Koalgebra (C, A, J)

C = (1¢) ® kerde.

A.3 Bialgebren und Hopf-Algebren

Wir wollen nun Algebren und Koalgebren zu sogenannten Bialgebren und Hopf-Algebren
mzusammenfiigen®.

Eine Bialgebra ist ein Quintupel (B, mg, 15, Ag, ), sodass (B, mg, 15) eine Algebra ist,
(B, Ag, d3) eine Koalgebra ist und Az und 65 Algebra-Homomorphismen sind, d. h. es gelten
die Gleichungen

Agomp = (mz@mg)o(id® 55 ®id) o (Ap @ Ag) (A.3.1)
dpomp =05 @ g (A.3.2)
Apols=15®1p (A.3.3)
0 ® 1z =id

5 -0
Woll T

Wir bemerken hier fiir den weiteren Verlauf, dass die folgende Bedingungen &quivalent sind.
(Siehe fiir den Beweis z. B. [Kas95, Theorem IT1.2.1].)

i.) Ag und d5z sind Algebra-Homomorphismen.
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i1.) mp und 1z sind Koalgebra-Homomorphismen.

i11.) Die folgenden Diagramme kommutieren:

mpg Ap
BB B B®B
AB®ABB 1m5®m5
der®id
BBRIBRB BoBB®B
]13 mpg
K——"8 BB ——mm B
Eh BAB 55@&3% h(ss
1 1 ~
KK —— B®B KK ——mm™ K
1s

Sei nun (B, mg, 1s,Ag, ) eine Bialgebra und setze my = mg o 755 und AY = 735 0
AB' Da'nn Sind auch BOp = (B’ mgpa 18>A875B)7 Bcop = (BamBaﬂB;AgpaéB) und BOpCOp =
(B,m# 1, A, 65) Bialgebren. (Siehe [Kas95l, Proposition I11.2.3].)

Wir wollen nun Bialgebren um eine Involution * zu *-Bialgebren erweitern.

Definition A.3.1 ([Sch93]) FEine %-Bialgebra (B, mgs, 1z, Ag,ds, %) (auch involutive Bial-
gebra genannt) ist eine Bialgebra B zusammen mit einer Involution, sodass gilt

i.) (B,mg, 1g,*5) ist eine x-Algebra,
ii.) (B, Ag,d3) ist eine Koalgebra und
i1i.) Ag ist ein x-Algebra-Homomorphismus.
Wir erhalten dazu die folgende dquivalente Formulierung der Definition einer x-Bialgebra.

Eine x-Bialgebra (B, mg, 15, Ag, 5, *5) ist eine Bialgebra B zusammen mit einer Involution,
sodass die folgenden Gleichungen gelten

¥ OMp = Mp O (*B ® *B) ° TB.B (A.3.4)
Agoxg = (¥ ® *5) 0 Ag. (A.3.5)
W
i % %

| 7/
A

ok
.

B
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Definition A.3.2 Fine Bialgebra B zusammen mit einer linearen Abbildung S: B — B, ge-
nannt Antipode, heifst Hopf-Algebra, falls

O(S@id)OAB:Hgoégzmgo(id(gS)OAB

gilt, d. h. falls das folgende Diagramm

S®id
BB ———— BB

7 V
55 ]lB

B C B

N A

BB B®B

id® S
kommutiert. Wir nennen sie Hopf-x-Algebra, falls die zugrundeliegende Bialgebra eine -

Bialgebra ist.

Wir wollen hier nun noch einige Eigenschaften der Antipode einer Hopf-Algebra bzw. Hopf-x-
Algebra bemerken. Fiir die Beweise siehe [KS97, Chapter 1.2]. Die Antipode einer Hopf-Algebra
‘H ist ein Algebra-Antihomomorphismus, d. h. es gilt

\ng

i

und ein Koalgebra-Antihomomorphismus, d. h. es gilt

Ay oS=ryo0(S®8) oA (A.3.7)

s
s S
A : H
Fiir eine Hopf-Algebra H mit Antipode S sind die folgenden Bedingungen dquivalent.
i.) S ist invertierbar.
ii.) HOP ist eine Hopf-Algebra mit Antipode S—1.

iii.) HEP ist eine Hopf-Algebra mit Antipode S—!.
Da S~! eine Antipode fiir HP ist, gilt also insbesondere

0 (57" ®id) o T 0 Ay = Ty 0 0y,
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und S~! ist ein Algebra- sowie Koalgebra-Homomorphismus. Sei  eine Hopf-x-Algebra. Dann
ist die Antipode S invertierbar mit

S =x,,085 0%y

‘
*
|

92
I
%

‘
*
|

A.4 Moduln und Komoduln

Nun wollen wir die notwendigen Grundlagen zu Moduln und Komoduln wiederholen. Fiir eine
Algebra A nennen wir einen Vektorraum V' linker .A-Modul, falls eine bilineare Abbildung
ay: A®V — V| genannt (Links-)Wirkung, existiert, sodass

ay o (my®id) = ay o (Id ® ay) (A.4.1)
ay o (1, ®id) = id (A4.2)
a o
« o

gilt. Die triviale Wirkung von einer Algebra A auf C ist gegeben durch a¢ = ® id.
Analog definieren wir fiir eine Koalgebra C einen Vektorraum V als linken C-Komodul,
falls eine lineare Abbildung v, : V — C ® V, genannt (linke) Kowirkung, existiert, sodass

(Ac®@id)oyy = (Id @) oy (A.4.3)
(0 ®1id) o yy = id (A.4.4)
gilt.
Y Y
N A

Sei B eine Bialgebra und V, W (linke) B-Moduln bzw. Komoduln. Dann ist das Tensorprodukt
von V und W ebenfalls wieder ein (linker) B-Modul mit Wirkung

avew = (ay @ ay) o (Id®7®) o (A ®id ® id) (A.4.5)
und ein (linker) B-Komodul mit Kowirkung

Wew = (m®id ®id) o (id ® 7 ® id) o (1 @ Yw ).
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Seien ay, und ay Wirkungen auf eine Algebra A und vy und 7y, Kowirkungen auf eine Koalgebra
C. Dann nennen wir eine lineare Abbildung ®: V' — W (linke) Modul-Abbildung, falls

Doay, =ay o (id® P)
und (linke) Komodul-Abbildung, falls
Ywo®=(d®®)oyy

gilt. Das Tensorprodukt von Modul-Abbildungen ist selbst wieder eine Modul-Abbildung und
analog ist das Tensorprodukt von Komodul-Abbildungen auch wieder eine Komodul-Abbildung.

Analog zu den obigen Definitionen werden wir auch die Definitionen von rechten Moduln
und Komoduln benétigen. Wir erhaltenfiir diesen Fall die folgenden analogen Definitionen. Sei
A eine Algebra und C eine Koalgebra. Ein Vektorraum V' heifit rechter .A-Modul, falls eine
bilineare Abbildung a,: V ® A — V, genannt (Rechts-)Wirkung, existiert, sodass

&Vo(1d®mA):&vo(6év®ld)

gilt. Wir nennen einen Vektorraum V rechter C-Komodul, falls eine lineare Abbildung
Fv: V. =V ®C, genannt rechte Kowirkung, existiert, sodass

(id® Ac) oy = (Y ®@id) 0y
(id ® éc) oy =id
gilt. Analog heifit eine lineare Abbildung ®: V' — W (rechte) Modul-Abbildung, falls
doay, =ay o (P®id)
und (rechte) Komodul-Abbildung, falls
Yw o ® = (®®id) oy

gilt. Die tibrigen Resultate verhalten sich analog.

A.5 Kategorientheorie

In diesem Unterkapitel wollen wir uns nun noch mit den notwendigen kategorientheoretischen
Grundlagen beschéftigen. Wir wollen daher zunéchst den Begriff der Kategorie, des Funktors und
der natiirlichen Transformation einfithren, siehe z. B. [Kas95, Chapter XI]. Fiir ausfiihrlichere
Informationen verweisen wir auf [Mac71].

FEine Kategorie € besteht aus

i.) einer Klasse Obj(€), deren Elemente Objekte heiflen,
ii.) einer Klasse Mor(€), deren Elemente Morphismen (oder Pfeile) heiflen und
iti.) Abbildungen
- id: Obj(€) — Mor(€), genannt Identitét,
- s: Mor(€) — Obj(
- t: Mor(€) — Obj(

~—

, genannt Source,

<)
<)

~—

, genannt Target und
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- o: Mor(€) X opj(e) Mor(€) — Obj(<), genannt Komposition
sodass die folgenden Bedingungen gelten
- V'V € Obj(€): s(idy) = t(idy) =V,
-V f € Mor(€): idypy o f = foidgy = f,
-V f,g,h € Mor(€) mit t(f) = s(g) und t(g) = s(h): (hog)o f=ho(go f).
Ein grundlegdes Beispiele ist die Kategorie Vec(IK). Die Objekte sind Vektorrdume iiber dem

Korper K und die Morphismen lineare Abbildungen zwischen solchen Vektorrdumen. Das
folgende Beispiel ist fiir uns von zentraler Bedeutung.

Beispiel A.5.1 Sei B eine Bialgebra. Die Kategorie 5 M enthilt als Objekte die Vektorrdume,
die B-Moduln und -Komoduln sind. Die Morphismen sind die linearen Abbildungen, die sowohl
Modul- als auch Komodul-Abbildungen sind. Fiir den Beweis siche [Maj95, Example 9.1.8].

Seien nun € und ¢ Kategorien. Ein Funktor F: € — @ besteht aus Abbildungen
- F: Obj(€) — Obj(¢’) und
- F: Mor(€) — Mor(¢’),
sodass
- ¥V € Obj(€): F(idy) = idpy),
- V. f € Mor(€): s(F(f)) = F(s(f)) und ¢(F(f)) = F(t(f)) und
-V f,9 € Mor(€) mit {(f) = s(g9): F(go f)=F(g)oF(f)

gelten.

Nun wollen wir Kategorien zu Tensorkategorien erweitern. Hierfiir kliren wir zunéchst
einige grundlegende Begriffe. Seien F, G: € — ¢’ Funktoren. Eine natiirliche Transformation
n: F — G ist eine Familie von Morphismen 7n(V): F(V) — G(V) in €, V € Obj(€), sodass fir
alle f: V. — W, f € Mor(€) folgendes Diagramm kommutiert:

n(V)
F(V) ——— G(V)
F(f)h BG(J’)
n(W)

Falls n(V) fiir alle V' € Obj(€) ein Isomorphismus von € ist, heifit n: F — G natiirlicher
Isomorphismus.

Sei € eine Kategorie und f,g,h € Mor(¢). Eine Assoziativitidts-Bedingung fiir einen
Funktor ®: € x € — € ist ein natiirlicher Isomorphismus a: ® o(® x id) - ® o (id x ®), d.h.
fiir jedes Tripel (U, V,W) mit U,V,W € Obj(€), existiert ein Isomorphismus a,y,wy: (U ®
VoW - U® (VeW), sodass

auy,v,w

UV)@W — U (Ve W)

(feg)@h f®geh)

U“U/,V/,W/

U V)iegW — U @ (V' @ W)
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kommutiert.

Fiir ein fixiertes Objekt I aus € nennen wir A linke Einheits-Bedingung bzgl. I, falls A\: ®
o(I ®id) — id ein natiirlicher Isomorphismus ist, d. h. fiir jedes V' € Obj(€) ein Isomorphismus
A I ®V — V existiert, sodass

A

\4
IV ——V

idI@fh hf
Ayr

19V ——— V'

fir alle f € Mor(€) kommutiert. Analog nennen wir p rechte Einheits-Bedingung bzgl.
I, falls p: ® o(id x I) — id ein natiirlicher Isomorphismus ist, d.h. fir jedes V € Obj(€) ein
Isomorphismus py,: V @ I — V existiert, sodass

pPv
Vel — ™V

f®id1h ‘f
V/

Vel — V/

fiir alle f € Mor(€) kommutiert.

Eine Tensorkategorie (¢, ®, I,a, A, p) (kurz auch nur €; auch monoidale Kategorie genannt)
ist nun eine Kategorie € zusammen mit einem Funktor ®: € x € — € (genannt Tensorprodukt),
einem Objekt I, genannt Einheit der Kategorie, einer Assoziativitits-Bedingung a, einer linken
Einheits-Bedingung A bzgl. I und einer rechten Einheits-Bedingung p bzgl. I, sodass das
Pentagon-Axiom

UaV)® (W e X)

WW

(U V)@W)® U® (Ve WeX))
ay,v,w ®idx h 1idU ® av,w,x
ay,vew,Xx
U (VeWw)eX) U (VeW)® X)

und das Triangel-Axiom

au,1,w
U® I QW) UQI)@W
idU@)\X Aidw
U W

fiir alle U, V, W, X € Obj(€) erfiillt sind.
Als grundlegendes Beispiel betrachten wir an dieser Stelle die Tensorkategorie((Vec(K), ®).
Die Kategorie Vec(K) wird zusammen mit dem Tensorprodukt von Vektorrdumen zu einer
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Tensorkategorie. Die Einheit der Kategorie ist hierbei der Korper K. Die Assoziativitéits-
Bedingung ist der natiirliche Isomorphismus

agyw: (UV)@W U (VW)
mit
aU,V,W((u & U) &® w) =u® (U X w).

Die linke und rechte Einheitsbedingung sind die natiirlichen Isomorphismen
MKV =2V p VK-V

mit
MEk®v)=kv=p®ak),
wobei u € U,v € V,w € W mit U, V,W € Obj(Vec(K)), k € K.
Analog zu Algebren iiber einem Korper K wollen wir nun Algebren (bzw. Monoide) und
Koalgebren (bzw. Komonoide) in Tensorkategorien definieren, siehe z. B. [Mac71].
Sei € eine Tensorkategorie. Ein Monoid A in € (oder auch eine Algebra A in €) ist ein
Objekt A aus € zusammen mit einem Produktmorphismus M: A ® A — A, sodass

.A®A<7A®A®A A®A

S

kommutiert, und einem Einheitsmorphismus 1: I — A, sodass

A A A® A
n®m1\\\ﬂi\ id®1 \\\ﬂi\
oA A AT A

A Pa

kommutieren. Wir erhalten die Definition eines Komonoids (bzw. einer Koalgebra) (A, A, J) in
einer Tensorkategorie, indem wir in der obigen Definition M durch A sowie 1 durch ¢ ersetzen
und die zugehorigen Pfeile umkehren.

Eine Algebra in der Tensorkategorie (Vec(K), ®) ist gerade eine Algebra im iiblichen alge-
braischen Sinn und eine Koalgebra in (Vec(K), ®) eine Koalgebra.
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A.6 Ubersicht Braid-Diagramme
. U-Kompatibilitdt einer Abbildung ®: V — V (Seite
(P®id) oWy, =10 (id@®) (T ),10(P®id) =({1d®@P®)o (¥ ")1,
([d@®P) oW1 =V,10(@®id) (I )ipo(ld®@®)=(P®id)o (¥ 1), 1.

- 2&

! !
SO =
o )
RGNS
. Die Multiplikation m und die Eins 1 sind W-invariant (Seite @

Vo(id®m)=(m®id)o¥;s VYo(id®1l)=(1®id)

Vo(m®id)=(Id®m)oV¥s; Vo (l®id)=({1d® 1)

IR

9T ol
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o (1.3.2) Die Komultiplikation A und die Koeins ¢ sind U-invariant (Seite [7)
(A®id)o¥ =V 50 (Id®A) (d®id)o ¥ = (id ® J)
([d®A)o¥ =V¥y;0(A®id) (d®J)oV¥ = (d®id)

S R

aEiU e

e (|1.3.5) Involution *cgc in einer braided Koalgebra (Seite

kege = Vo (x®%)oT

%

e (1.4.1) Die Komultiplikation A und die Koeins ¢ sind braided Algebra-Homomorphismen (Seite
12)

Aom=(m®m)o(id®¥®id)o(A®A)
dom=0®0

e (1.4.1) Braided Bialgebren-Gleichung (Seite

Aom=(mem)o(ild® ¥ ®id) o (A®A)
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o (1.45) Vo (x®@*)oT =70 (x®@*) 0o ¥~? (Seite

L

ook ok X
Sags
e (3.1.1) (Linke) Yetter-Drinfeld-Gleichung (Seite [37)

(m®a)o(id®1®id) o (A®~7)
=(m®id)o(id® 7)o (y®id) o (¢ ®id) o (id® 7) o (A ® id)

o

e (3.1.4) Kompatibilitat der Wirkung o und der Involution * (Seite

xoa=ao(x®x)o (S®id)

o
* - >l< *
B

e (3.1.5) Kompatibilitdt der Kowirkung v und der Involution * (Seite [39] und
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o (3.1.6) W ist eine Modul-Abbildung (Seite

\II [¢] OZV®W == OéW®V [©] (id ® \II)

o)

o ¥ ist eine Komodul-Abbildung (Seite [41)

Ywer 0¥ = (Id®@ V) o yyeow

-4

e (A.2.1) Assoziativitit der Multiplikation m in einer Algebra A (Seite [117))

o(id®m)=mo (m®id)

UU

e (A.2.2) Eins-Eigenschaft der Eins 14 in einer Algebra A (Seite [117))

o(id®1)=mo(1l®id)

Wl =

o (A.2.3) Koassoziativitdt der Komultiplikation A in einer Koalgebra C (Seite [118)

(id®A)oA = (A®id) o A
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o (IA.2.4) Koeins-Eigenschaft der Koeins ¢ in einer Koalgebra C (Seite |118)

(id®5)oA=(S®id) o A=1id
o -

e (IA.3.1) Bialgebren-Gleichung (Seite
Aom=(m®m)o(id®7®id)o (A®A)

504

e (A.3.2) Die Koeins ¢ ist ein Algebra-Homomorphismus (Seite [119))

dom=0Q®0

e (A.3.3) Die Komultiplikation A ist ein Algebra-Homomorphismus (Seite [L19))

Aol=1®1

e (A.3.4) Die Involution * ist ein Algebra-Antihomomorphismus (Seite [120))

*x01MmM =mo >|<®>x<

V%%

e (A.3.5) Die Komultiplikation A , ist ein *-Algebra-Homomorphismus (Seite [120))

Aox=(x®x)oA

-
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e (A.3.7) Die Antipode S einer Hopf-Algebra ist ein Koalgebra-Antihomomorphismus (Seite [121))

AoS=70(S®S5)0A

e (A.4.1) « ist eine (Links-) Wirkung (Seite [122)

o(m®id) =ao (id® «a)

UU

e (A.4.2) o ist eine (Links-) Wirkung (Seite [122)

ao(1®id) =id

o (A.4.3) v ist linke Kowirkung (Seite [122)
(A®id)oy=(id®~)o

B

o (A.4.4) ~ ist linke Kowirkung (Seite [122)
(0 ®id) oy =id

P -
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