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Kapitel 1Einleitung und MotivationH�au�g ist das L�osen von Optimalsteuerproblemen mit S
hwierigkeiten verbunden. Invielen F�allen lassen si
h notwendige oder au
h hinrei
hende Bedingungen, wie dasPontrjagins
he Maximum-Prinzip oder der Satz von Roxin-Fillipov, ni
ht anwenden.M�ogli
h ist au
h, da� die Menge der zul�assigen Paare leer ist bzw. das Minimum desZielfunktionals �uber dieser Menge ni
ht angenommen wird.Ein ans
hauli
hes Beispiel aus der Arbeit [31℄ von L. C. Young soll das Problem ver-deutli
hen.Wir wollen annehmen, ein Segler m�o
hte auf einem hinrei
hend breiten Flu� mit demStrom, aber gegen den Wind von einem Punkt A zu einem Punkt B segeln. Es istbekannt, da� der Segler gegen den Wind "kreuzen\ mu� und da� der Flu� aufgrundder unters
hiedli
hen Tiefe in der Mitte st�arker 
ie�t als in der N�ahe des Ufers. Ver-na
hl�assigen wir die Zeit beim "Wenden\, so ist klar, je weiter der Segler si
h von derFlu�mitte entfernt, desto langsamer wird er. Das bedeutet, die optimale L�osung w�are,in der Mitte des Flu�es unendli
h oft zu "kreuzen\. Diese L�osung entspri
ht aber keinerklassis
hen Funktion.Um in sol
hen F�allen wenigstens eine N�aherungsl�osung zu bekommen, kann man soge-nannte Verallgemeinerungen oder Relaxierungen des Optimalsteuerproblems betra
h-ten. Dabei ist die Vergr�o�erung der Menge der zul�assigen Paare ein typis
hes Vorgehen.Untersu
hungen zu diesem Thema �ndet man z.B. in den Arbeiten von L. C. Young[31℄, A. D. Io�e und V. M. Ti
homirov [16℄, J. Warga [28℄, sowie von R. V. Gamkrelidze[12℄.Eine andere M�ogli
hkeit ist die Fortsetzung des Zielfunktionals zu einem unterhalbst-etigen Funktional. Dies bes
hreibt z.B. T. Roub�i�
ek in seinen Arbeiten [21℄ und [22℄.Beide Herangehensweisen werden von T. Roub�i�
ek in [20℄ und von J. E. Rubio in [26℄ber�u
ksi
htigt. Rubio verwertet und erweitert in seinem Bu
h die Ergebnisse einigerseiner fr�uheren Arbeiten (siehe beispielsweise [23℄, [24℄ und [25℄), in denen er eine neueVerallgemeinerung erstmals vorstellt. Dieses Bu
h bildet die Grundlage der vorliegen-den Arbeit. Die spezielle Verallgemeinerung wird fortan mit Rubio-Verallgemeinerungbezei
hnet. 5



Kapitel 1 Einleitung und MotivationIm Kapitel 2 werden die Originalaufgabe formuliert und die Verallgemeinerung abge-leitet. Dabei de�niert jedes zul�assige Paar (x(�); u(�)) des Originalproblems ein zuge-ordnetes lineares stetiges Funktional �uber einem Raum C(
). Die Verallgemeinerungdes Originalproblems besteht nun darin, da� man na
h linearen stetigen Funktionalen�uber C(
) su
ht, die den Nebenbedingungen der zugeordneten Funktionale gen�ugen.Der zu behandelnde Aufgabentyp wird hier allerdings na
h einem Rats
hlag von L.Bittner dur
h Steuer-Zustandsbes
hr�ankungen erweitert. Es zeigt si
h, da� die Verall-gemeinerung �ahnli
h wie bei Rubio [26℄ vor si
h geht und teilweise au
h theoretis
heAussagen �uber Konvergenz und Existenz von L�osungen �ubernommen werden k�onnen.Der Verglei
h der Rubio-Verallgemeinerung mit der Relaxierung eines Optimalsteuer-problems, wie sie z.B. bei S. Butzek in [7℄ dargestellt ist, im Kapitel 3 stellt einenklaren Unters
hied zu den Untersu
hungen von Rubio heraus. Dur
h die zus�atzli-
hen Steuer-Zustandsbes
hr�ankungen kann in einigen F�allen eine sogenannte "Rela-xationsl�u
ke\ zwis
hen dem Originalproblem und der Verallgemeinerung na
hgewiesenwerden.Die Verallgemeinerung des Originalproblems erfolgt mit Hilfe von Testfunktionen undliefert ein unendli
h-dimensionales lineares Optimierungsproblem. Eine endli
he Aus-wahl der Testfunktionen und die Eins
hr�ankung des unterliegenden Raumes f�uhren zueinem endli
h-dimensionalen linearen Optimierungsproblem (kurz LOP genannt). Diesist im Kapitel 4 bes
hrieben.Die Eins
hr�ankung des unterliegenden Raumes wird einerseits wie bei Rubio [26℄ dur
hUntersu
hung extremaler Punkte in der Menge der zul�assigen Funktionale errei
ht (sie-he Kapitel 5).Andererseits kann man au
h na
h Approximationen von positiven linearen stetigenFunktionalen fragen. Im Kapitel 6 werden zwei Typen von derartigen Approximatio-nen vorgestellt.Die L�osung des LOP nutzt man zur Konstruktion einer n�aherungsweise optimalenSteuerung sowie einer n�aherungsweise optimalen Trajektorie der Originalaufgabe. Die-se Konstruktion wird im Kapitel 7 vorgef�uhrt und es wird ein G�ute-Kriterium f�ur dieN�aherungsl�osung angegeben.Das Beispiel im Kapitel 8 soll die Vorg�ange bei der Rubio-Verallgemeinerung und beider Konstruktion von N�aherungsl�osungen verdeutli
hen. Deshalb ist au
h bewu�t eineinfa
hes Beispiel gew�ahlt worden.Die lineare Optimierungsaufgabe, die man na
h der Auswahl der Testfunktionen erh�alt(ohne Eins
hr�ankung des darunterliegenden Raumes), hat die Struktur einer Ky-Fan-Aufgabe (siehe z.B. [17℄ von Ky Fan).Im Kapitel 9 werden notwendige und hinrei
hende Existenzkriterien sol
her Aufgaben,Eigens
haften halbgeordneter R�aume sowie ein Darstellungssatz von positiven linearenstetigen Funktionalen genutzt, um im Fall von L1-Testfunktionen eine L�osung kon-struktiv anzugeben.Was ist nun im Verglei
h zu den Arbeiten von Rubio vollkommen neu? Neu sind die6



Kapitel 1 Einleitung und Motivationfolgenden Punkte:1) Es werden Steuer-Zustandsbes
hr�ankungen in die Originalaufgabe mit einbezo-gen.2) Die Rubio-Verallgemeinerung wird mit einer speziellen Relaxierung eines Opti-malsteuerproblems vergli
hen.3) Die Approximierbarkeit der linearen stetigen Funktionale �uber C(
) dur
h dis-krete Funktionale, d.h. dur
h Linearkombinationen von Dira
-Funktionalen bzw.intergralen Mittelwerten, wird konstruktiv begr�undet.4) Es werden die Ky-Fan-S�atze �uber funktionale lineare Unglei
hungen auf die Ver-allgemeinerung des Originalproblems angewandt. Zur Anwendung sind eine Reihevon theoretis
hen Aussagen entwi
kelt worden.5) Das verallgemeinerte Problem, das in C�(
) spielt, wird dur
h ein glei
hartigesProblem in L�1(
) ersetzt, wodur
h unter Umst�anden eine explizite formelm�a�igeDarstellung des optimalen Funktionals gewonnen werden kann.6) Zahlrei
he Ungenauigkeiten und S
hlu�fehler von Rubio wurden beseitigt undeinige theoretis
he Ausf�uhrungen vereinfa
ht (insbesondere die Konstruktion derstetigen Hilfstrajektorie im Abs
hnitt 7.3).
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Kapitel 2Die Rubio-Verallgemeinerungeines Optimalsteuerproblems
2.1 ProblemstellungIn der vorliegenden Arbeit werden Optimalsteuerprobleme der folgenden Form unter-su
ht:Minimiere das sogenannte Zielfunktional:bZa f0(t; x(t); u(t))dt (2.1)�uber der Menge aller absolut stetigen n-dimensionalen Funktionen x(�) und aller Lebes-gue-me�baren r-dimensionalen Funktionen u(�), die den na
hstehenden Bedingungengen�ugen: _x(t) = f(t; x(t); u(t)); a � t � b f. �u. (2.2)x(a) = xa x(b) = xb (2.3)g(t; x(t); u(t)) � 0 a � t � b: (2.4)Au�erdem wird x(t) 2 A � Rn ; u(t) 2 U � Rr 8 t 2 [a; b℄ (2.5)gefordert sowie Kompaktheit von A und U vorausgesetzt. Der �Ubersi
htli
hkeit halberverwenden wir folgende Bezei
hnungen: 
 := I � A � U mit I = [a; b℄. f : 
 ! Rnbesitze die Caratheodory-Eigens
haft, d.h. sie sei stetig in x und u sowie me�bar in t.F�ur 8



2.2 Die Rubio-Verallgemeinerung eines Optimalsteuerproblemsdie restli
hen in der Aufgabenstellung vorkommenden Funktionen gelte: f0 : 
! R seistetig und g : 
 ! Rm hinrei
hend glatt. 0 ist ein Element des Rm und die Relation� komponentenweise zu verstehen. Da in dieser Arbeit immer wieder Bezug auf diesesProblem genommen wird, wollen wir es kurz mit (OP) bezei
hnen. Au�erdem wer-den wir ab jetzt die Formulierungen Optimalsteueraufgabe und Optimalsteuerproblemglei
hbedeutend nebeneinander verwenden, um spra
hli
he Eint�onigkeit zu vermeiden.Bemerkung Die so gestellte Optimalsteueraufgabe ist ein spezieller Typ sol
her Auf-gaben. Andere Typen von Optimalsteuerproblemen �ndet man z.B. in [6℄, [9℄ oder [5℄.F�ur das Problem (OP) de�nieren wir:De�nition 1 Ein Paar p := (x(�); u(�)) von Funktionen hei�t zul�assig f�ur (OP), wenndie Bedingungen (2.2), (2.3), (2.4) und (2.5) erf�ullt sind.�Ubli
herweise nennt man x(�) die Trajektorie, die den Zustand eines Systems zu jedemZeitpunkt bes
hreibt. Auf diesen Zustand l�a�t si
h mittels der Steuerung u(�) Ein
u�nehmen. Start- und Endzeitpunkt, a und b, sind fest vorgegeben. Die Bedingung (2.2)wird h�au�g als Dynamik bzw. Bewegungsglei
hung bezei
hnet. In unserem Fallliegt sie als System von gew�ohnli
hen Di�erentialglei
hungen erster Ordnung vor, dasfast �uberall in int(I) = (a; b) erf�ullt sein mu�. Die Caratheodory-Eigens
haft von fsi
hert die eindeutige L�osbarkeit des Anfangswertproblems_x(t) = f(t; x(t); u(t)); x(a) = xa;f�ur zul�assige Steuerungen u(�). Die Bedingung (2.4) stellt Steuer-Zustandsbes
hr�ankun-gen dar. A hei�t Zustands- und U Steuerberei
h.Bemerkung Steuer-Zustandsbes
hr�ankungen tau
hen in dem Ausgangsproblem vonRubio ni
ht auf. Diese Erweiterung wird hier na
h einem Rats
hlag von L. Bittnervorgenommen.2.2 Die Rubio-Verallgemeinerung eines Optimalsteuerpro-blemsIn diesem Kapitel wird die Verallgemeinerung des Optimalsteuerproblems (OP) na
hRubio vorgestellt. Die Idee dabei ist, die Menge der zul�assigen Paare so zu vergr�o�ern,da� f�ur die neue Aufgabe si
her eine L�osung existiert.Diese Verallgemeinerung ist von Rubio in einigen fr�uheren Artikeln, z.B. in [23℄, [24℄und [25℄, erstmals vorgestellt und in dem Bu
h [26℄ ausf�uhrli
her behandelt worden.Wir wollen zun�a
hst folgendes vereinbaren: Sei B eine o�ene Umgebung der MengeI � A im Rn+1 . Sei weiterhin C1(B) der Raum der reellwertigen, bes
hr�ankten, stetigdi�erenzierbaren Funktionen �(�), deren Ableitungen ebenfalls bes
hr�ankt sind. DieseFunktionen � nennen wir Funktionen vom Typ 1.9



Kapitel 2 Die Rubio-Verallgemeinerung eines OptimalsteuerproblemsZu jeder Funktion � de�nieren wir seine formale Ableitung �f : 
 ! R bez�ugli
hder Bewegungsglei
hung (2.2) dur
h�f (t; x; u) := �x(t; x)f(t; x; u) + �t(t; x) 8 (t; x; u) 2 
: (2.6)Au�erdem wollen wir reellwertige Funktionen  (�) mit folgenden Eigens
haften nutzen:Sie seien von t 2 R und y 2 Rm abh�angig, me�bar in t sowie hinrei
hend glatt undni
htfallend in jeder Komponente von y. Die so de�nierten Funktionen  nennen wirFunktionen vom Typ 2. Zu jeder Funktion  de�nieren wir ein  g : 
! R mittels g(t; x; u) :=  (t; g(t; x; u)): (2.7)Wenn p = (x(�); u(�)) ein zul�assiges Paar der Optimalsteueraufgabe (OP) ist, dannfolgt: RI �f (t; x(t); u(t))dt = RI [�x(t; x(t))f(t; x(t); u(t)) + �t(t; x(t))℄dt =RI d�dt (t; x(t))dt = �(b; xb)� �(a; xa) =: �� (2.8)f�ur jedes � vom Typ 1 sowieRI  g(t; x(t); u(t))dt = RI  (t; g(t; x(t); u(t)))dt �RI  (t; 0)dt =: � (2.9)f�ur jedes  vom Typ 2. Das Ausgangsproblem kann in einem 1. S
hritt wie folgt ver-allgemeinert (umformuliert) werden: Gesu
ht ist ein �p, wel
hes die Aufgabe�p(f0) = min! bei�p(�f ) = �� 8 ��p( g) � � 8  (2.10)l�ost. Dabei stellt �p jeweils das folgende, dur
h ein Paar p = (x(�); u(�)) de�nierte, ste-tige lineare Funktional �uber C(
) (Raum der stetigen bes
hr�ankten Funktionen �uber
) dar: �p : F 2 C(
)! ZI F (t; x(t); u(t))dt 2 R:Der Index p weist auf das unter dem Integral auftau
hende Funktionenpaar (x(�); u(�))hin. Man bea
hte, da�j�p(F )j � mes(I)kFk = (b� a)kFk; also k�pk � mes(I) = b� a:In einem 2. S
hritt wird nun weiter verallgemeinert: Wir ersetzen in der vorigen Aufgabedas �p dur
h beliebige positive Funktionale � 2 C�(
), wobei C�(
) den Dualraum10



2.3 Existenz einer L�osung des verallgemeinerten Optimalsteuerproblemszu C(
) bezei
hnet. Damit stellt si
h unser verallgemeinertes Optimalsteuerpro-blem endg�ultig wie folgt:Gesu
ht ist ein positives Funktional � aus C�(
), das die folgende Aufgabe l�ost�(f0) = min! bei�(�f ) = �� 8 � vom Typ 1; (2.11)�( g) � � 8  vom Typ 2: (2.12) 9>>=>>; (2.13)Bemerkung In allen ans
hlie�enden Ausf�uhrungen wollen wir der K�urze halber mitC�+(
) die Menge aller positiven linearen stetigen Funktionale �uber C(
) bezei
hnen.Diese Funktionale haben die Eigens
haften:� Sie sind monoton.Seien F1; F2 2 C(
) mit F1 � F2. Dann folgt �(F1) � �(F2). Denn es gilt F2 �F1 � 0 und wegen der Positivit�at der Funktionale �(F2�F1) � 0. Letztli
h kommtdie Linearit�at zum Tragen: �(F2)��(F1) � 0, woraus sofort die Monotonie folgt.� Sie sind bes
hr�ankt und es gilt mit der Funktion 1(z) = 1, 8z 2 
,k�k = �(1): (2.14)Denn es gilt f�ur jedes F 2 C(
): F (z) � 1(z)kFk 8 z 2 
. Daraus folgt �(F ) �kFk�(1), also k�k � �(1). Ferner ist j�(1)j � k1kk�k und (2.14) ist bewiesen.Die Verallgemeinerung der Originalaufgabe (OP) ist abges
hlossen. Nun gilt es, dieverallgemeinerte Optimalsteueraufgabe (2.13) zu untersu
hen.2.3 Existenz einer L�osung des verallgemeinerten Optimal-steuerproblemsIn diesem Abs
hnitt wird die Frage na
h der Existenz einer L�osung der Aufgabe (2.13)beantwortet. Es stellt si
h heraus, da�, unabh�angig von der Existenz einer L�osung derurspr�ungli
hen Optimalsteueraufgabe, (2.13) stets eine L�osung besitzt, wenn nur 
kompakt ist.Wie bei den Optimalsteuerproblemen wollen wir au
h hier ein Funktional als zul�assigbezei
hnen, wenn alle Nebenbedingungen (2.11) und (2.12) erf�ullt sind.Nun zun�a
hst zwei wi
htige De�nitionen.De�nition 2 Sei S eine Teilmenge eines Hausdor� (oder separierten) topologis
henRaumes X. S hei�t kompakt, wenn sie die Eigens
haft des endli
hen Dur
h-s
hnitts besitzt, d.h. f�ur jede Familie fF�g� von abges
hlossenen Teilmengen von X,bei der jede endli
he Auswahl einen ni
htleeren Dur
hs
hnitt hat, ist der gesamte Dur
h-s
hnitt T� F� ebenfalls ni
htleer. 11



Kapitel 2 Die Rubio-Verallgemeinerung eines OptimalsteuerproblemsBemerkung� Die in der vorigen De�nition erw�ahnten Mengensysteme fF�g� von abges
hlosse-nen Teilmengen, in wel
hen jede endli
he Auswahl einen ni
htleeren Dur
hs
hnittbesitzt, werden h�au�g au
h zentrierte Mengensysteme genannt.� Ist X der n-dimensionale euklidis
he Raum, so sind alle abges
hlossenen be-s
hr�ankten Teilmengen kompakt.De�nition 3 Eine Funktion y : S ! R hei�t unterhalbstetig (uhs) im Punkt s0 2S, wenn zu jedem " > 0 eine Umgebung U"(s0) in S existiert, so da� y(s0)� y(s) < "f�ur alle s 2 U"(s0). Wir sagen, die Funktion y ist unterhalbstetig in S, wenn sie injedem Punkt von S unterhalbstetig ist.Satz 4 Sei S eine kompakte Teilmenge des Hausdor�-Raumes X und die Funktiony : S ! R uhs in S. Dann gilt:(i) infs2S y(s) > �1:(ii) Es existiert ein Element s0 2 S, so da� y(s0) � y(s) f�ur alle s 2 S, d.h. y nimmtsein In�mum auf S an.Dieses Kriterium ist gut bekannt, siehe z.B. [26℄.Um den letzten Satz anwenden zu k�onnen, m�ussen wir demna
h die ben�otigten Vor-aussetzungen s
ha�en. Dazu w�ahlen wir in der Menge der linearen stetigen FunktionaleC�(
) die sogenannte s
hwa
h*- oder au
h vage Topologie. Wir werden zeigen, da� f�urdie Aufgabe (2.13) die Menge der zul�assigen Funktionale kompakt und das Zielfunktio-nal stetig in dieser Topologie ist.De�nition 5 Sei die Familie von Halbnormen pF : C�(
)! R dur
hpF (�) := j�(F )j; f�ur alle F 2 C(
); (2.15)gegeben. Die dur
h diese Familie auf dem Vektorraum C�(
) de�nierte Topologie hei�ts
hwa
h*- oder au
h vage Topologie. Eine Umgebungsbasis um den Nullpunkt vonC�(
) ist gegeben dur
h die TeilmengenU(";F1; F2; :::; FJ ) := f� jj j�(Fj) < "; j = 1; 2; :::; Jg; (2.16)die dur
h alle " > 0 und alle endli
hen Teilmengen fFj 2 C(
); j = 1; 2; :::; Jg bestimmtsind.Bemerkung H�au�g wird diese Topologie au
h als Topologie der punktweisen Konver-genz bezei
hnet, d.h. die Folge f�i 2 C�(
)gi2N konvergiert gegen das Null-Funktional,wenn die Folgen f�i(F )gi2N f�ur alle F aus C(
) gegen die Zahl Null konvergieren.In den si
h ans
hlie�enden Ausf�uhrungen sind s�amtli
he topologis
he Begri�e, wie z.B.kompakt und stetig, immer im Sinne der s
hwa
h*-Topologie zu verstehen. Wir sindjetzt in der Lage, den folgenden Satz zu beweisen.12



2.3 Existenz einer L�osung des verallgemeinerten OptimalsteuerproblemsSatz 6 Sei in C�(
) die s
hwa
h*-Topologie gegeben. Dann gilt:(i) Zu einer gegebenen Funktion F 2 C(
) ist das Funktional�F : C�(
)! R mit �F (�) = �(F ) 8 � 2 C�(
) (2.17)stetig.(ii) Die Menge der zul�assigen Funktionale der Aufgabe (2.13) (hier der K�urze halbermit Q bezei
hnet) ist kompakt.Bemerkung Bevor wir mit dem Beweis beginnen, wollen wir no
h auf den folgendenFakt hinweisen: Unter den Testfunktionen vom Typ 1 be�ndet si
h nat�urli
h au
h dieFunktion �(t; x) = t. Folgli
h ist die Glei
hung�(1) = b� a (2.18)ebenfalls eine Nebenbedingung f�ur das verallgemeinerte Optimalsteuerproblem. 1 stellthier die 1-Funktion dar.Beweis:(i) Ausgehend von einer Basisumgebung der Null (2.16) hat eine Fundamental-Um-gebung um ein beliebiges Funktional �0 die GestaltU := U(�0; ";F1; F2; :::; FJ ) := f� 2 C�(
) jjj�(Fj)� �0(Fj)j < "; j = 1; 2; :::; Jg; (2.19)mit beliebigem " > 0 und beliebigen endli
hen Teilmengen fF1; F2; :::; FJg vonFunktionen aus C(
). Stetigkeit von �F in �0 bedeutet: F�ur jedes Æ > 0 existiereeine Fundamental-Umgebung U , so da� f�ur alle � 2 U gilt: j�F (�)��F (�0)j < Æ.Setzen wir einfa
h " = Æ, J = 1, F1 = F und de�nieren U na
h (2.19) alsU(�0; Æ;F ), dann gilt f�ur alle Funktionale der resultierenden Umgebung U =f� 2 C�(
) jj j�(F ) � �0(F )j < "g das Geforderte.(ii) Dieser Teil des Beweises wird der �Ubersi
htli
hkeit halber in mehreren S
hrittendur
hgef�uhrt. Zun�a
hst werden folgende Mengen de�niert:� Q := f� 2 C�+(
) jj �(F ) = 
F ;�(G) � 
G;8 F ; 8 Gg, wobei F die Funk-tionen dur
hl�auft, die si
h aus denen vom Typ 1 na
h der Formel (2.6)ergeben. 
F sind die dazugeh�origen Konstanten, wel
he si
h na
h der For-mel (2.8) bere
hnen. Entspre
hendes gilt f�ur G und 
G mit den Funktionenvom Typ 2 und den Formeln (2.7) sowie (2.9). Dies ist, wie im Satz bereitsangegeben, die Menge der zul�assigen Funktionale der Aufgabe (2.13).� Q= sei die Teilmenge von C�+(
), die ledigli
h dur
h die Glei
hungen mitden Funktionen vom Typ 1 de�niert wird.13



Kapitel 2 Die Rubio-Verallgemeinerung eines Optimalsteuerproblems� QG sei die Teilmenge von Q=, die dur
h eine Unglei
hung mit einer Funk-tion G und der Konstanten 
G, wel
he si
h wie oben aus der zugeh�origenTestfunktion vom Typ 2 ergeben, de�niert wird.� Q� := f� 2 C�(
) jj k�k � b� ag� Q := f� 2 C�+(
) jj �(1) � b� agDie 1 stellt hier wieder die 1-Funktion dar.� Q1 sei die Teilmenge von Q, die si
h ergibt, wenn statt des "�\-Zei
hens einGlei
hheitszei
hen steht.Wir starten mit dem Beweis der Tatsa
he, da� die Menge Q kompakt ist. Diesnutzen wir aus, um die Kompaktheit von Q= zu zeigen. Ans
hlie�end wird Kom-paktheit der Mengen QG na
hgewiesen, woraus letztli
h die Kompaktheit von Qfolgt.Ein bekannter Satz aus den B�u
hern [1℄ von H. Bauer oder [10℄ von N. Dun-ford und J. T. S
hwartz besagt: Die Menge Q� ist kompakt. Dann betra
htenwir die Menge Q. Q ist eine Teilmenge von Q�, denn die Positivit�at von � und�(1) � b� a ziehen wegen (2.14) k�k � b� a na
h si
h.Q ist inQ� abges
hlossen oder anders ausgedr�u
kt: Q�nQ ist eine o�ene Teilmengevon Q�. Dies ist wie folgt einzusehen: Sei �1 2 Q� kein Element von Q. Damit istdann �1 entweder ni
ht positiv (d.h. 9 F1 � 0 mit �1(F1) < 0) oder �1(1) > b�a.In beiden F�allen gibt es eine Umgebung U(�1; ";F1) bzw. U(�1; "; 1), die aus lau-ter �, wel
he ni
ht in Q liegen, besteht. Demzufolge ist Q als abges
hlosseneTeilmenge einer kompakten Menge (eines kompakten Hausdor�-Raumes) kom-pakt.Q1 ist ebenfalls kompakt. (Jede abges
hlossene Teilmenge einer kompakten Teil-menge eines topologis
hen Raumes ist selbst wieder kompakt. Die Abges
hlos-senheit ergibt si
h aus der Tatsa
he, da� QnQ1 o�en ist, was si
h analog zu demObigen beweisen l�a�t.)(2.18) aus der obigen Bemerkung liefert nat�urli
herweise Q= � Q1. Aufgrund derKompaktheit von Q1 ist also ledigli
h die Abges
hlossenheit von Q= zu zeigen.Diese ist aber klar, da Q= als Dur
hs
hnitt von lauter abges
hlossenen Mengenges
hrieben werden kann:Q= =\F f� 2 C�+(
) jj �(F ) = 
F g;und der Dur
hs
hnitt beliebig vieler abges
hlossener Mengen ist gerade wiederabges
hlossen. Der Dur
hs
hnitt wird �uber alle Funktionen F gebildet, die si
haus den Testfunktionen vom Typ 1 ableiten. Der Na
hweis der Abges
hlossenheitder Mengen f� 2 C�+(
) jj �(F ) = 
F gerfolgt na
h dem glei
hen S
hema wie vorher der Na
hweis der Abges
hlossenheitvon Q1. 14



2.3 Existenz einer L�osung des verallgemeinerten OptimalsteuerproblemsWenden wir uns nun also der Menge QG zu. Da sie eine Teilmenge der kompaktenMenge Q= ist, gen�ugt es au
h hier, nur die Abges
hlossenheit zu zeigen. Dies l�auftexakt genauso wie beim Na
hweis der Abges
hlossenheit von Q ab, soll aber derVollst�andigkeit halber im Detail vorgef�uhrt werden.Zu zeigen ist also, da� C�(
)nQG o�en ist, folgli
h au
h Q=nQG in Q= o�enist. Sei dazu �1 ni
ht aus QG, d.h. es gilt �1(G) < 
G oder �1 ist ni
ht positivoder �1 verletzt eine Glei
hung, d.h. �1(F ) 6= 
F f�ur ein F . W�ahle nun im erstenFall " = 
G��1(G)2 , n = 1 und F1 = G. Dann folgt f�ur alle Funktionale � derUmgebung U(�1; ";F1):�(G) = �(F1) < "+�1(F1) = 12(
G +�1(G)) < 
G:Damit gibt es um �1 eine ganze Umgebung, die ni
ht zu QG geh�ort. Falls �1 ni
htpositiv ist, gibt es, wie s
hon oben erw�ahnt, eine Funktion G � 0 mit �1(G) < 0.Dann w�ahlen wir einfa
h " = j�1(G)j, n = 1 und F1 = G. Dann folgt wieder f�uralle � der zugeh�origen Umgebung U(�1; ";F1):�(G) = �(F1) < "+�1(F1) = j�1(G)j +�1(G) = 0:Also gibt es au
h in diesem Fall um �1 eine ganze Umgebung, die ni
ht zu QGgeh�ort. Falls �1(F ) 6= 
F f�ur ein F ist, wollen wir annehmen �1(F ) < 
F undwir k�onnen analog zum ersten Fall vorgehen. Ist �1(F ) > 
F , w�ahlen wir " =�1(F )�
F2 , n = 1 sowie F1 = F und argumentieren �ahnli
h wie vorher: Jedes� 2 U(�1; ";F1) erf�ullt�(F ) = �(F1) > �"+�1(F1) = 12(
F +�1(F )) > 
Fund geh�ort folgli
h ni
ht zu QG. Demna
h ist C�(
)nQG o�en, was bedeutet, da�QG in Q= abges
hlossen ist. Letztendli
h gilt f�ur QQ = Q=\ \G QG! ;wobei G die Funktionen dur
hl�auft, die si
h mit der Formel (2.7) aus den Test-funktionen des Typs 2 ergeben. Als Dur
hs
hnitt von abges
hlossenen Mengenist Q somit au
h abges
hlossen und mithin als Teil von Q= kompakt, womit derBeweis beendet ist. �
15



Kapitel 3Die Rubio-Verallgemeinerung desrelaxierten ProblemsDie typis
he Vorgehensweise bei der Verallgemeinerung von Optimalsteueraufgaben istdie Vergr�o�erung der Menge der zul�assigen Paare. Diese Vergr�o�erung kann in unter-s
hiedli
hem Ma�e ges
hehen. Wie stark bei der Rubio-Verallgemeinerung vergr�o�ertwurde, wird in diesem Abs
hnitt angedeutet, indem mit einer Relaxierung der Original-aufgabe (OP), wie sie z.B. S. Butzek in [7℄ bes
hreibt, vergli
hen wird. Dabei werdenwir feststellen, da� dur
h die Hinzunahme von Steuer-Zustandsbes
hr�ankungen (2.4)ein wesentli
her Unters
hied zu dem in [26℄ untersu
hten Problem besteht.3.1 Das relaxierte ProblemDas zu unserem Originalproblem (OP) na
h [7℄ relaxierte Problem hat folgendes Aus-sehen: bRa n+1Pi=1 �i(t)f0(t; x(t); ui(t))dt = minx(�);�(�);u(�)!_x(t) = n+1Pi=1 �i(t)f(t; x(t); ui(t)); a � t � bx(a) = xa; x(b) = xbn+1Pi=1 �i(t)g(t; x(t); ui(t)) � 0; a � t � bx(t) 2 A � Rn ; ui(t) 2 U � Rr ; i = 1; 2; :::; n + 1; 8 t 2 [a; b℄�i(t) � 0; i = 1; 2; :::; n + 1; n+1Pi=1 �i(t) = 1 8 t 2 [a; b℄: (3.1)
Diese Relaxierung ist nat�urli
h au
h eine Verallgemeinerung der Orginalaufgabe. Mansetze z.B. �1(t) � 1 und �i(t) � 0, i = 2; :::; n+1. Dann ist u1(�) die einzig interessantegesu
hte Steuerfunktion und wir erhalten die Originalaufgabe.16



3.2 Verglei
h des relaxierten Problems mit der Rubio-Verallgemeinerung3.2 Verglei
h des relaxierten Problems mit der Rubio-VerallgemeinerungIn wel
hem Verh�altnis stehen nun die obige Relaxierung und die Rubio-Verallgemei-nerung? Dazu s
hreiben wir die Unglei
hungsnebenbedingungen unter Benutzung desLemmas 35 aus dem Anhang um:bZa �T (t) n+1Xi=1 �i(t)g(t; x(t); ui(t)) � 0 8 T � [a; b℄; T me�bar:�T ist die 
harakteristis
he Funktion von T . Sei nun p eine Abk�urzung f�ur das Sy-stem (x(�); �1(�); :::; �n+1(�); u1(�); :::; un+1(�)) und �p das dadur
h �uber C(
) erzeugteFunktional mit den Werten�p(F ) = bZa n+1Xi=1 �i(t)F (t; x(t); ui(t))dt 8 F 2 C(
): (3.2)Sei wie vorher � eine Testfunktion vom Typ 1 und �f die formale Ableitung bez�ugli
hder Bewegungsglei
hung (2.2). Wir de�nieren weiter�fp(t; x; u1; :::; un+1; �1; :::; �n+1) := n+1Xi=1 �i�f (t; x; ui):Dann folgt aus dem relaxierten Problem folgende Darstellung:�p(f0) = minpbei bRa ddt�(t; x(t))dt = �� = �(b; xb)� �(a; xa)bzw. bRa [�x(t; x(t)) n+1Pi=1 �i(t)f(t; x(t); ui(t)) + �t(t; x(t))℄dt = ��bzw. bRa n+1Pi=1 �i(t)[�x(t; x(t))f(t; x(t); ui(t)) + �t(t; x(t))℄dt = ��bzw. bRa n+1Pi=1 �i(t)�fp(t; x(t); ui(t))dt = ��d.h. �p(�fp) = �� 8 �:Analog erh�alt man �p(�T g) � 0 8 T � [a; b℄; T me�bar:Dies ist formal die glei
he Form wie die im 1. S
hritt errei
hte Verallgemeinerung (2.10)der Originalaufgabe (OP). Ersetzen wir �p dur
h ein beliebiges positives Funktional �aus C�(
), so gelangen wir wieder zu der Verallgemeinerung (2.13).17



Kapitel 3 Die Rubio-Verallgemeinerung des relaxierten ProblemsSeien QOP die Menge der zul�assigen Paare (x(�); u(�)) f�ur die Originalaufgabe (OP),QRP die Menge der zul�assigen relaxierten Systeme (x(�); �1(�); :::; �n+1(�); u1(�); :::;un+1(�)) der Aufgabe (3.1) undQV P die Menge der zul�assigen Funktionale � von (2.13).Dann gilt (x(�); 1; 0; :::; 0; u(�); :::; u(�)) 2 QRP , �p 2 QV P und mithin resultiert f�ur diezugeh�origen In�ma:infQOP bZa f0(t; x(t); u(t))dt � infQRP bZa n+1Xi=1 �i(t)f0(t; x(t); ui(t))dt � infQV P �(f0): (3.3)Zu dem Fall, da� keine Steuer-Zustandsbes
hr�ankungen (2.4) im Originalproblem (OP)vorliegen, wird in [26℄ folgendes erw�ahnt: Prinzipiell ist es m�ogli
h, da�infQOP bZa f0(t; x(t); u(t))dt > infQV P �(f0)gilt. Ob dies allerdings tats�a
hli
h vorkommt, ist ungekl�art. Das Gegenteil ist jedo
hau
h ni
ht bewiesen.In der hier vorliegenden Arbeit liegt der Sa
hverhalt etwas anders. Aus [7℄ geht hervor,da� bei auftretenden Steuerzustandsbes
hr�ankungen (2.4) sehr wohl eine sogenannte"Relaxationsl�u
ke \ zwis
hen dem Originalproblem (OP) und dem relaxierten Problem(3.1) entstehen kann, d.h. es giltinfQOP bZa f0(t; x(t); u(t))dt > infQRP bZa n+1Xi=1 �i(t)f0(t; x(t); ui(t))dt:Aus (3.3) geht dann sofort hervor, da� au
hinfQOP bZa f0(t; x(t); u(t))dt > infQV P �(f0) (3.4)gilt. Beispiele f�ur Probleme mit einer Relaxationsl�u
ke sowie Bedingungen f�ur die Ni
ht-existenz einer sol
hen zwis
hen Originalproblem und relaxiertem Problem �ndet derLeser in [7℄. Zum Verh�altnis der In�ma der relaxierten Aufgabe (3.1) und der verallge-meinerten Optimalsteueraufgabe (2.13) sind dem Autor der vorliegenden Arbeit keineweiteren Aussagen bekannt.
18



Kapitel 4Die L�osung des verallgemeinertenSteuerproblems
Das in den vorangegangenen Kapiteln hergeleitete verallgemeinerte Optimalsteuerpro-blem hatte folgende Gestalt:Minimiere die lineare Funktion �! �(f0) (4.1)�uber der Menge Q � C�+(
) von linearen stetigen positiven Funktionalen �uber C(
),die folgende Bedingungen erf�ullen:�(�f ) = �� 8 ��( g) � � 8  ; (4.2)wobei die Funktionen � vom Typ 1 und die Funktionen  vom Typ 2 waren.Dieses lineare Optimierungsproblem ist unendli
h-dimensional, denn der Raum C�(
)ist ni
ht endli
h-dimensional und au
h die Anzahl der Glei
hungen bzw. Unglei
hun-gen in (4.2) ist ni
ht endli
h. Es besteht nun die M�ogli
hkeit, die L�osung eines sol-
hen unendli
h-dimensionalen linearen Optimierungsproblems dur
h die L�osung einesendli
h-dimensionalen linearen Optimierungsproblems von hinrei
hend gro�er Dimen-sion anzun�ahern. Um so ein endli
h-dimensionales Problem zu erhalten, mu� man dem-na
h sowohl die Glei
hungen (4.2) auf eine endli
he Anzahl eins
hr�anken wie au
h zueinem Teilraum von C�(
) kleinerer Dimension �ubergehen.Den ersten Punkt k�onnen wir dadur
h erf�ullen, da� wir uns auf eine endli
he Anzahlvon sol
hen Funktionen des jeweiligen Typs bes
hr�anken, deren Linearkombinationenin einem gewissen approximativen Sinn glei
hm�a�ig di
ht in dem entspre
henden Funk-tionenraum liegen. (Im Fall Typ 2 interessieren nur die ni
htnegativen Linearkombina-tionen.) Man nehme z.B. die Monome in t und den einzelnen Komponenten der Zu-standsvariablen x als Testfunktionen vom Typ 1 und die Funktionen aus der De�nition(A.1) im Anhang A.1 als Testfunktionen vom Typ 2.19



Kapitel 4 Die L�osung des verallgemeinerten Steuerproblems4.1 Eine erste Diskretisierung des verallgemeinerten Op-timalsteuerproblemsIm folgenden nehmen wir an, da� �i (i = 1; 2; :::) Testfunktionen vom Typ 1 sind, derenlineare H�ulle di
ht im Sinne der Normk�k = max(t;x)2B j�(t; x)j + max(t;x)2B j���t (t; x)j+ max(t;x)2B j���x (t; x)jim Raum C1(B) ist. Desglei
hen nehmen wir an, da� die lineare H�ulle von Testfunk-tionen  j (j = 1; 2; :::) vom Typ 2 di
ht in C(I � Rm ) bez�ugli
h der Maximumsnormist.Damit wollen wir zun�a
hst folgende in einem ersten S
hritt diskretisierte Variante desverallgemeinerten Optimalsteuerproblems betra
hten (Funktionale und Funktionen be-sitzen die glei
hen Eigens
haften wie vorher):�(f0) = min! � 2 C�+(
) bei�(�fi ) = ��i 8 i = 1; 2; :::;M1�( gj ) � � j 8 j = 1; 2; :::;M2 : (4.3)Die Menge der zul�assigen Funktionale f�ur die ni
ht diskretisierte Aufgabe werde wievorher mit Q bezei
hnet (also die Funktionale aus C�+(
), die die Bedingungen (4.2)erf�ullen). Sie sei ni
ht leer. Die Menge der zul�assigen Funktionale f�ur die Aufgabe (4.3)bezei
hnen wir mit Q(M1;M2). Q(M1; 0) bezei
hne die Menge der Funktionale �, wel-
he nur Glei
hungen erf�ullen.Lemma 7 Seien �(M1;M2) := infQ(M1;M2)�(f0) und � := infQ �(f0) > �1. Dann kon-vergiert �(M1;M2) f�ur M1 !1 und M2 !1 na
h �.Beweis:(i) Als erstes wollen wir na
hweisen, da� die Folge f�(M1;M2);M1;M2 2 Ng einenGrenzwert besitzt, wenn M1 und M2 jeweils na
h unendli
h streben.Dazu f�uhren wir zun�a
hst eine Halbordnung "�\ in der Menge aller Paare (i; k)aus N � N ein, indem wir folgendes festlegen:(i; k) � (i0; k0) genau dann, wenn i � i0 und k � k0.Betra
hten wir nun zwei beliebige Paare (M1;M2) und (M 01;M 02) mit (M1;M2) �(M 01;M 02), dann gilt o�ensi
htli
h f�ur die zugeh�origen Mengen von zul�assigenFunktionalen Q(M1;M2) � Q(M 01;M 02) � Q: (4.4)Daraus ergibt si
h sofort f�ur die entspre
henden In�ma�(M1;M2) � �(M 01;M 02) � �: (4.5)20



4.1 Eine erste Diskretisierung des verallgemeinerten OptimalsteuerproblemsHalten wir ein beliebigesM1 fest, so folgt die Konvergenz der Folge f�(M1;M2) jjM2 2 Ng, weil sie ni
htfallend und na
h oben dur
h � bes
hr�ankt ist. Sei deshalb�(M1) := limM2!1 �(M1;M2):Aus (4.5) folgt o�ensi
htli
h �(M1) � � 8 M1und �(M1) � �(M 01) 8 M1 �M 01:Diese beiden Unglei
hungen zeigen, da� die Folge f�(M1) jj M1 2 Ng na
h obenbes
hr�ankt und ni
htfallend, mithin konvergent ist. Bezei
hnen wir ihren Grenz-wert mit �, also � := limM1!1 �(M1), so gilt na
h der vorletzten Unglei
hung � � �.(ii) Abs
hlie�end bleibt no
h zu zeigen, da� � = � ist. Dazu verglei
hen wir dieMengen Q und P := 1\M1=1 1\M2=1Q(M1;M2):Klar ist die Inklusion Q � P . Die umgekehrte Inklusion wollen wir indirekt na
h-weisen, d.h. wir wollen annehmen � =2 Q, aber � 2 P . Wenn � ni
ht aus Q ist,so k�onnen 2 F�alle auftreten:1. Fall: Es existiert eine Funktion �� vom Typ 1 mit �(�f� ) 6= ���. � 2 P be-deutet �(�f ) = �� f�ur alle Funktionen �i und mithin au
h f�ur alle Funk-tionen �, die in dem Unterraum liegen, der dur
h die Menge f�i jj i =1; 2; :::g linear aufgespannt wird. Diese Linearkombinationen der �i liegenna
h Voraussetzung glei
hm�a�ig di
ht in C1(B). Also gibt es daraus eineFolge f��i gi2N , die glei
hm�a�ig gegen �� konvergiert. Daraus erhalten wir,da� die Suprema supB j ��t��(t; x) � ��t��i (t; x)j, supB k ��x��(t; x) � ��x��i (t; x)kund supB j��(t; x) � ��i (t; x)j gegen Null konvergieren, falls i gegen unendli
hstrebt. Demna
h folgt 21



Kapitel 4 Die L�osung des verallgemeinerten Steuerproblems
j�(�f� )����j = j�(�f� )� �(��i f ) + ���i ����j= j�( ��t�� � ��t��i ) + �([ ��x�� � ��x��i ℄f)+���i ����j� j�( ��t�� � ��t��i )j+ j�([ ��x�� � ��x��i ℄f)j+j���i ����j� �(supB j ��t��(t; x)� ��t��i (t; x)j)+�(supB k ��x��(t; x)� ��x��i (t; x)k sup
 kf(t; x; u)k)+2 supB j��(t; x)� ��i (t; x)j= K supB j ��t��(t; x)� ��t��i (t; x)j+K supB k ��x��(t; x)� ��x��i (t; x)k sup
 kf(t; x; u)k+2 supB j��(t; x)� ��i (t; x)j;was wegen der obigen Bemerkungen f�ur i ! 1 gegen Null strebt. K stehtin der letzten Glei
hung anstelle von �(1). Also gilt j�(�f� )����j = 0, wasim Widerspru
h zur Annahme steht.Bemerkung In der obigen Re
hnung wurden die Monotonie und die Be-s
hr�anktheit von � ausgenutzt.2. Fall: Es existiert eine Funktion  � vom Typ 2 mit �( g�) < � �. Dieser Fall kannanalog zum Fall 1 zum Widerspru
h gef�uhrt werden.Folgli
h ist die Annahme, � =2 Q, zu verwerfen. Damit gilt P � Q und mithinP = Q.Im si
h ans
hlie�enden Kapitel wird die Kompaktheit der Mengen Q(M1;M2)na
hgewiesen und aus dem Satz 6 wissen wir, da� das Funktional �f0 : C�+(
)! Rmit �f0(�) = �(f0), � 2 C�+(
), stetig ist. Folgli
h gibt es zu jedem M2 2 N einFunktional �M2 aus Q(M1;M2) mit�M2(f0) = �f0(�M2) = inf�2Q(M1;M2)�f0(�):Die Menge Q(M1; 0) ist nat�urli
h au
h kompakt und enth�alt jedes Q(M1;M2).Mithin ist das Bild dieser Menge unter der Abbildung �f0 kompakt in R undenth�alt jedes �(M1;M2). Also liegt der Grenzwert �(M1) ebenfalls in diesem Bild.Somit existiert in Q(M1; 0) ein Funktional �M1 mit �f0(�M1) = �(M1). Wir22



4.1 Eine erste Diskretisierung des verallgemeinerten Optimalsteuerproblemswollen uns �M1 genauer ansehen. Angenommen, �M1 ist kein Element vonQ(M1) := 1\M2=1Q(M1;M2):Das bedeutet, es gibt eine nat�urli
he Zahl M2 mit �M1 =2 Q(M1;M 2). Nun istaber die Bildmenge �f0(Q(M1;M2)) kompakt in R. Q(M1;M2) enth�alt jedesQ(M1;M2) mit M2 � M2. �f0(Q(M1;M 2)) enth�alt daher jedes �(M1;M2) mitM2 � M2, also au
h den Grenzwert limM2!1 �(M1;M2) = �(M1). Demna
h istau
h �(M1) ein Element dieser Bildmenge. Daraus folgt, da� �M1 ein Elementvon Q(M1;M 2) ist, was im Widerspru
h zur Annahme steht. Somit ist �M1 einElement der Menge Q(M1), woraus si
h�M1(f0) = �f0(�M1) � inf�2Q(M1)�f0(�) = inf�2Q(M1)�(f0)ergibt. F�ur jedes M2 2 N ist Q(M1;M2) � Q(M1) und somit �(M1;M2) �inf�2Q(M1)�(f0). Hieraus erhalten wir �f0(�M1) � inf�2Q(M1)�f0(�) und wegen derobigen Unglei
hung �f0(�M1) = inf�2Q(M1)�f0(�) = �(M1). Also ist die Glei
hung�(M1) = limM2!1 inf�2Q(M1;M2)�(f0) = inf�2Q(M1)�(f0)bewiesen. Analog l�a�t si
h die Glei
hunglimM1!1 inf�2Q(M1)�(f0) = inf�2P �(f0)beweisen. Insgesamt ergibt si
h dann� = limM1!1 limM2!1 inf�2Q(M1;M2)�(f0) == limM1!1 inf�2Q(M1)�(f0) == inf�2P �(f0) = inf�2Q�(f0) == �;womit das Lemma bewiesen ist. �Hiermit w�are die erste Stufe der Diskretisierung des unendli
h-dimensionalen Optimie-rungsproblems abges
hlossen und wir k�onnen uns der Menge der zul�assigen Funktionalezuwenden. 23



Kapitel 4 Die L�osung des verallgemeinerten Steuerproblems4.2 Eine zweite Diskretisierung des verallgemeinerten Op-timalsteuerproblemsEs ist nun m�ogli
h, ein endli
h-dimensionales lineares Optimierungsproblem aufzustel-len, wel
hes auf der einen Seite eine L�osung mit einer einfa
hen Struktur besitzt undauf der anderen Seite das Optimierungsproblem (4.3) vorgegeben gut approximiert.O.B.d.A. werde nun vorausgesetzt, da� �1 = t, also �f1 = 1 f�ur (t; x; u) 2 
 und damit�(1) = �t = b � a ist. F�ur die Tripel (t; x; u) werden wir ab jetzt k�urzer z s
hreiben.Aus einem Resultat von Rosenbloom, siehe dazu [19℄, folgt das na
hstehende Lemma.Lemma 8 Es existiert ein Funktional �� 2 Q(M1;M2), das die Optimierungsaufgabe(4.3) l�ost und die Form �� = M1+M2Xk=1 ��kÆ(z�k) (4.6)besitzt, mit Punkten z�k 2 
 und KoeÆzienten ��k � 0, k = 1; :::;M1 + M2. Dabeibezei
hnet Æ(z) 2 C�+(
) das Dira
-Funktional zum Punkt z.Die Herleitung dieses Lemmas wird im n�a
hsten Abs
hnitt dargelegt, in dem Mengenvon Funktionalen auf extremale Punkte untersu
ht werden.Mit dem obigen Lemma ist das weitere Vorgehen zur Gewinnung eines endli
h-dimensio-nalen Problems klar. Das diskretisierte Problem (4.3) kann dur
h ein ni
htlinearesersetzt werden, in dem die KoeÆzienten ��k und die Punkte z�k, k = 1; :::;M1 +M2, dieUnbekannten sind.Um wieder zu einem linearen Problem zur�u
kzugelangen, w�ahlt man nun aus einerabz�ahlbar di
hten Teilmenge ! von 
 hinrei
hend viele Punkte z1; z2; :::; zN aus undoptimiert dann nur no
h die KoeÆzienten ��k, k = 1; :::; N . Bei der Auswahl der Punktez1; z2; :::; zN sollte darauf gea
htet werden, da� jeder Punkt z aus 
 hinrei
hend nahebei einem zk, k 2 f1; :::; Ng, liegt.Lemma 9 Sei ! eine abz�ahlbar di
hte Teilmenge von 
. Zu jedem " > 0 existiert einFunktional �" 2 C�+(
), so da� folgende Unglei
hungen erf�ullt sind:j(�" � ��)(f0)j < ";j(�" � ��)(�fi )j < "; i = 1; :::;M1j(�" � ��)( gj )j < "; j = 1; :::;M2: (4.7)Das Funktional �" hat die Gestalt� = M1+M2Xk=1 ��kÆ(zk);24



4.2 Eine zweite Diskretisierung des verallgemeinerten Optimalsteuerproblemswobei die KoeÆzienten ��k dieselben wie im optimalen Funktional (4.6) sind und zk 2!; k = 1; :::;M1 +M2.Dieses Ergebnis ist ans
hauli
h und unmittelbar klar, weil zu jedem z�k ein hinrei
hendnahe bei z�k gelegenes Element zk aus ! existiert, so da� jF (z�k)�F (zk)j � 1 ist f�ur jedesF aus der Menge ff0; �f1 ; :::; �fM1 ;  g1 ; :::;  gM2g. Der Beweis ist au�erdem verst�andli
h in[26℄ dargestellt.Aufgrund der beiden Lemmata (8) und (9) kann das folgende lineare Optimierungs-problem, das bez�ugli
h der Nebenbedingungen eine Abs
hw�a
hung von (4.3) darstellt,begr�undet untersu
ht werden: Gegeben sind eine Zahl " > 0 und Punkte zk 2 !; k =1; :::; N . Dann stellen wir die folgende Aufgabe:NPk=1�kf0(zk) = min�1;�2;:::;�N !�k � 0; k = 1; :::; N;�" � NPk=1�k�fi (zk)���i � "; i = 1; :::;M1;�" � NPk=1�k gj (zk)�� j; j = 1; :::;M2: (4.8)
Bemerkung Man bea
hte, da� die Elemente zk; k = 1; :::; N , jetzt fest gew�ahlt sind.Die einzigen Unbekannten sind die �k; k = 1; :::; N . D.h. das so entstandene lineareOptimierungsproblem hat 2M1 +M2 Unglei
hungen und N Unbekannte.Hierf�ur gilt der folgende Satz:Satz 10 Zu jedem " > 0 besitzt die Aufgabe (4.8) eine L�osung ��1; ��2; :::; ��N . DieseL�osung erf�ullt die Unglei
hung�(M1;M2) + �(") � NXk=1��kf0(zk) � �(M1;M2) + "; (4.9)wobei �(") na
h Null strebt f�ur " gegen Null.Bemerkung Der Satz besagt, da� die L�osung des endli
h-dimensionalen linearen Op-timierungsproblems als N�aherung f�ur das urspr�ungli
he, unendli
h-dimensionale Pro-blem genutzt werden kann, wenn nur die Bere
hnungen hinrei
hend exakt und dieZahlen N , M1 und M2 hinrei
hend gro� sind. Das so gewonnene optimale Funktionalhat die Eigens
haft, da� der Wert NPk=1��kf0(zk) nahe bei infQ �(f0) ist und viele derGlei
hungs- und Unglei
hungsbes
hr�ankungen gut erf�ullt sind.Au
h der Beweis dieses Satzes kann trotz der modi�zierten Aufgabenstellung analogwie in [26℄ dur
hgef�uhrt werden. 25



Kapitel 5Die Struktur eines extremalenFunktionalsIn diesem Abs
hnitt wird die Struktur eines extremalen Funktionals in der Mengeder zul�assigen Funktionale der diskretisierten verallgemeinerten Optimalsteueraufgabe(4.3) hergeleitet. Diese Menge ist dur
h Glei
hungen und Unglei
hungen de�niert, soda� wir uns f�ur Eigens
haften der extremalen Punkte in sol
hen Mengen interessierenwerden.Sei au
h hier mit C�+(
) die Menge der positiven linearen stetigen Funktionale �uberC(
) bezei
hnet, wobei 
 (wie in diesem gesamten Abs
hnitt) ein kompakter topologi-s
her Hausdor�-Raum ist. In sol
hen R�aumen gilt der Riesz's
he Darstellungssatz:Satz 11 Sei � 2 C�+(
). Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes positives regul�aresBorel-Ma� � auf 
, so da��(F ) = Z
 F (z)d�(z) = Z
 F (z)d� 8 F 2 C(
): (5.1)Bemerkung H�au�g s
hreibt man au
h �(F ) anstelle des zweiten Integrals in (5.1).Im folgenden werden wir diese S
hreibweise ebenfalls verwenden.Den Beweis dieses Satzes �ndet man in vers
hiedenen B�u
hern �uber Funktionalanalysisoder Ma�theorie. Ausf�uhrli
h ist er au
h in [26℄ na
hzulesen.Der Satz l�a�t si
h auf lokalkompakte R�aume und Ma�e mit kompakten Tr�agern erwei-tern. Diese Erweiterung kann in demselben Bu
h na
hgelesen werden.5.1 Dur
h Glei
hungen de�nierte MengenNa
h dem Riesz's
hen Darstellungssatz kann man statt der Mengen von linearen ste-tigen Funktionalen Mengen von regul�aren Borel-Ma�en betra
hten. In dem gerade26



5.1 Dur
h Glei
hungen de�nierte Mengenerw�ahnten Bu
h werden die Untersu
hungen an Mengen von regul�aren Borel-Ma�envorgenommen, die nur Glei
hungen als Nebenbedingungen zu erf�ullen haben. F�ur dieseMengen folgen wir den Ausf�uhrungen von Rubio aus [26℄ und erweitern im Ans
hlu�die Aussage �uber die Struktur eines extremalen Ma�es auf Mengen von Funktionalen,die Glei
hungs- und Unglei
hungsnebenbedingungen zu erf�ullen haben.Zun�a
hst starten wir mit der De�nition von extremalen Mengen und Punkten.De�nition 12 Sei X ein Vektorraum, B eine Teilmenge von X und C eine ni
htleereTeilmenge von B. C hei�t extremal in oder von B, wenn aus x1, x2 2 B und �x1+(1��)x2 2 C f�ur ein � 2 R mit 0 < � < 1 folgt, da� au
h x1 und x2 aus C sind. Besteht Cledigli
h aus einem Punkt x, dann hei�t x Extrempunkt oder extremaler Punkt in odervon B.Bemerkung(i) Ist ein Punkt x ni
ht extremal in einer Menge B, so ist es immer m�ogli
h, zweisol
he Punkte x1 und x2, x1 6= x2, in B zu �nden, da� x si
h als x = 12x1 + 12x2darstellen l�a�t.(ii) Jede Teilmenge eines Vektorraumes ist in si
h selbst extremal.(iii) Ist � ein stetiges lineares Funktional auf einer kompakten Teilmenge E einesHausdor�-Raumes, so nimmt � sein In�mum 
 auf E an. Die Menge E0 = fF 2E jj �(F ) = 
g ist eine kompakte extremale Teilmenge in E.Dies ist lei
ht zu begr�unden: Die Kompaktheit von E0 r�uhrt daher, da� E0 alsUrbild der abges
hlossenen Menge f
g unter der stetigen Abbildung � au
h ab-ges
hlossen ist und jede abges
hlossene Teilmenge einer kompakten Menge selbstau
h kompakt ist.Dann wollen wir annehmen, E0 w�are ni
ht extremal in E. Dies bedeutet, es exi-stiert ein Element F � in E0 mit �F1 + (1 � �)F2 = F �, wobei 0 < � < 1 und F1oder F2 ni
ht aus E0 ist, o.B.d.A. sei F2 =2 E0. Also gilt�(F2) > minF2E �(F )�(F1) � minF2E �(F ):Multiplizieren wir die erste Unglei
hung mit 1� �, die zweite mit � und addierendie beiden neuen Unglei
hungen, so erhalten wirminF2E�(F ) = �(F �) = ��(F1) + (1� �)�(F2) >> �minF2E�(F ) + (1� �) minF2E�(F ) = minF2E�(F );was o�ensi
htli
h ein Widerspru
h ist.27



Kapitel 5 Die Struktur eines extremalen Funktionals(iv) Seien E eine extremale Teilmenge in einer Menge B und E0 wiederum eine ex-tremale Teilmenge in E. Dann ist E0 au
h extremal in B.Um dies zu zeigen, betra
hten wir ein Element F aus E0. Angenommen, F w�areni
ht extremal in B. In diesem Fall gibt es zwei Elemente F1 und F2 in B, dieni
ht beide zu E0 geh�oren, mit F = 12F1 + 12F2. F ist aber au
h na
h De�nitionein Element von E, weil E0 extremal in E ist. E ist extremal in B. Demzufolgesind F1 und F2 Elemente von E. Da E0 extremal in E ist, m�ussen F1 und F2Elemente von E0 sein, was der Annahme widerspri
ht.Wir formulieren nun eine Existenzaussage �uber extremale Punkte. Mit M(
) wollenwir fortan die Menge aller regul�aren Borel-Ma�e auf 
 bezei
hnen.Satz 13 SeiM eine ni
htleere s
hwa
h*-kompakte Teilmenge des RaumesM(
). Dannbesitzt M mindestens einen extremalen Punkt.Beweis: In der Familie M aller kompakten extremalen Teilmengen in M l�a�t si
hdur
h Mengeninklusion eine Ordnung einf�uhren. M selbst ist ebenfalls eine kompakteextremale Menge in M , geh�ort somit au
h zu der Familie. M ist demna
h ni
ht leer.Seien �M eine totalgeordnete Teilmenge vonM und �N = TN2MN . Dann ist au
h �N 2Mund �N eine untere S
hranke f�ur �M. (Dies ist so einzusehen: Aus der Charakterisierungkompakter Mengen in topologis
hen R�aumen dur
h die endli
he Dur
hs
hnittseigen-s
haft (siehe z.B. Satz 157.6 aus [?℄) ergibt si
h, da� �N ni
ht leer sein kann. �N istabges
hlossen, also au
h kompakt. Bleibt no
h na
hzupr�ufen, ob �N au
h extremal inM ist. Seien dazu �1 und �2 zwei Elemente aus M und sei ��1 + (1 � �)�2 2 �N f�urein � 2 R mit 0 < � < 1. Damit gilt aber au
h ��1 + (1 � �)�2 2 N f�ur alle N 2 �M,woraus wegen der Extremalit�at der einzelnen Mengen �1 2 N und �2 2 N ges
hlossenwerden kann. Also sind �1 und �2 Elemente von �N .) Na
h dem Zorns
hen Lemma gibtes demna
h ein minimales ElementM0 inM. Wir wollen zun�a
hst annehmen, da� es inM0 wenigstens zwei voneinander vers
hiedene Elemente �0 und �0 gibt. Das bedeutet,es existiert eine Funktion F 2 C(
) mit �0(F ) 6= �0(F ). Betra
htet man das Funktio-nal �F :M0 ! R mit �F (�) := �(F ), so kann man die Aussage aus der obigen drittenBemerkung anwenden. Es m�u�te demna
h in M0 eine e
hte Teilmenge M00 geben, diekompakt und extremal in M0 ist. Entspre
hend der vierten Bemerkung ist M00 au
hextremal in M . Dies widerspri
ht jedo
h der Minimalit�at von M0, was bedeutet: M0ist einelementig und dieser eine Punkt ist Extrempunkt. �Satz 14 Seien C eine s
hwa
h*-kompakte konvexe Menge in M(
) und F 2 C(
).Dann nimmt das lineare Funktional �F : C ! R mit �F (�) := �(F ) sein Minimumu.a. in einem Extrempunkt von C an.Der Beweis ist im Bu
h [26℄ verst�andli
h dargelegt.28



5.1 Dur
h Glei
hungen de�nierte MengenWie in den Funktionalr�aumen verwenden wir au
h in M(
) die s
hwa
h*-Topologie,die dur
h eine Basis von Umgebungen U";F1;:::;Fr der Null wie in Formel (2.19) inM(
)de�niert ist.In dem Bu
h [13℄ �uber lineare Optimierung werden im Kapitel 3 extremale Punkte vonzul�assigen Mengen linearer Glei
hungssysteme untersu
ht. Eine der dort formuliertenAussagen soll hier in einem Lemma wiedergegeben werden. Der zugeh�orige Beweis istin dem Bu
h gut dargelegt und wird deshalb in dieser Arbeit weggelassen.Lemma 15 Seien P 2 Rn�m , n < m, und Q 2 Rn gegeben. Weiter sei K die Mengealler derjenigen x 2 Rm , die das Glei
hungssystem Px = Q l�osen und deren Kompo-nenten alle gr�o�er oder glei
h Null sind. Ist nun x = (x1; :::; xm)T ein Extrempunkt vonK, dann bilden die zu den positiven Komponenten xi geh�origen Spalten der Matrix Peine linear unabh�angige Menge. Daraus folgt, da� h�o
hstens n der Komponenten vonx positiv sein k�onnen.Zur Vorbereitung der Hauptaussage dieses Kapitels ben�otigen wir die folgenden Begri�eund die ans
hlie�enden beiden Lemmata.De�nition 16 1) Ein Ma� � 2M(
) hei�t Prim-Ma�, wenn es ni
ht das Null-Ma� ist und nur die Werte 0 oder 1 annimmt.2) Sei A � 
 eine Borel-Menge und z 2 
. Das Prim-Ma� Æz mitÆz(A) = � 1 z 2 A0 sonsthei�t atomares Einheitsma� oder au
h Dira
-Ma� in z.Lemma 17 Sei 
 ein kompakter topologis
her Hausdor�-Raum und � ein Prim-Ma�aus M(
). Dann existiert ein eindeutig bestimmter Punkt �z 2 
, so da�Z
 F (z)d�(z) = Z
 F (z)dÆ�z(z) = F (�z); F 2 C(
): (5.2)Beweis: Sei F die Menge aller Borel-Mengen A in 
 mit �(A) = 0.Es werde nun angenommen, da� zu jedem x 2 
 eine o�ene Menge G(x) 2 F existiert.Da 
 kompakt ist, gibt es eine endli
he Auswahl von o�enen Mengen G(x1); G(x2); :::;G(xn) aus F , die 
 �uberde
ken. Daraus folgt�(
) = �0� n[j=1G(xj)1A � nXj=1 �(G(xj)) = 0:Dies ist aber ein Widerspru
h zu der Voraussetzung, da� � ein Prim-Ma�, also ni
htidentis
h Null ist. 29



Kapitel 5 Die Struktur eines extremalen FunktionalsDamit m�ussen wir die obere Annahme verwerfen. Das bedeutet: Es existiert ein Punkt�z 2 
, f�ur den jede ihn enthaltende o�ene Menge ni
ht in F ist.Jetzt sei F eine beliebige Funktion aus C(
) und es sei ein " > 0 gew�ahlt. Dann existierteine o�ene Menge G, die z enth�alt, so da�jF (z)� F (�z)j � " 8z 2 G: (5.3)Da alle o�enen Mengen, die �z enthalten, ni
ht in F sind, gilt also au
h G =2 F unddemna
h �(G) 6= 0.� ist ein Prim-Ma�, demna
h gilt1 = �(G) � �(
) � 1und wir k�onnen weiter �(
) = 1 und �(
nG) = 0 s
hlie�en. Folgli
h istZ
nG F (z)d�(z) = 0:Unter Ber�u
ksi
htigung von (5.3) ergeben si
h daraus:F (�z)� " = [F (�z)� "℄�(G) � ZG F (z)d�(z) == ZG F (z)d�(z) + Z
nG F (z)d�(z) = Z
 F (z)d�(z)und F (�z) + " = [F (�z) + "℄�(G) � ZG F (z)d�(z) == ZG F (z)d�(z) + Z
nG F (z)d�(z) = Z
 F (z)d�(z):Also erhalten wir f�ur jedes " > 0F (�z)� " � Z
 F (z)d�(z) � F (�z) + ":Damit haben wir f�ur F 2 C(
)Z
 F (z)d�(z) = F (�z):
 ist ein Hausdor�-Raum, d.h. zu �z und z�, z� 6= �z, existieren disjunkte o�ene MengenG um �z und H um z�. Angenommen z� sei ein weiterer Punkt aus 
 mit den glei
hen30



5.1 Dur
h Glei
hungen de�nierte MengenEigens
haften wie �z. Nun l�a�t si
h eine stetige Funktion F auf 
 angeben mit F (�z) = 0und F (z�) = 1. Es ergibt si
hF (�z) = Z
 F (z)d�(z) = 0 6= 1 = F (z�) = Z
 F (z)d�(z):Aus dem Widerspru
h folgt dann die Eindeutigkeit von �z. �Lemma 18 Sei � 2 M(
). Lassen si
h ni
ht mehr als k disjunkte Borel-MengenA1; A2; :::; Ak �nden, so da� �(Ai) 6= 0 f�ur alle i=1,2,...,k, dann ist � Linearkombina-tion von h�o
hstens k Prim-Ma�en.Beweis: Seien �(Ai) � �i, i = 1; 2; :::; k. F�ur jede Borel-Menge A de�nieren wir�i(A) := �(A \Ai)=�i; i = 1; 2; :::; k:Zun�a
hst soll gezeigt werden: Die Ma�e �1; �2; :::; �k sind prim. Dies ist wie folgt ein-zusehen:Sei �i eines der obigen Ma�e. Ist �i(A) f�ur eine Borel-Menge A weder 0 no
h 1, so sindA \Ai und A ni
ht leer und die k + 1 Borel-MengenA1; A2; :::; Ai�1; Ai \A;AinA;Ai+1; :::; Aksind disjunkt. Daraus folgt �(Ai \A) = �i�i(A) 6= 0 und�(AinA) = �((
nA) \Ai) = �i�i(
nA)= �i(�i(
)� �i(A)) = �i(�(
 \Ai)=�i � �i(A))= �i(1� �i(A)) 6= 0:Das ist ein Widerspru
h zu der Voraussetzung, da� maximal k disjunkte Borel-Mengenmit ni
htvers
hwindender Ma�zahl bez�ugli
h des Ma�es � existieren. Demzufolge sinddie oben de�nierten Ma�e �i, i = 1; 2; :::; k Prim-Ma�e.Wie bisher sei A eine beliebige Borel-Menge. Dann sind die k + 1 Borel-MengenA1; A2; :::; Ak ; An k[i=1Aidisjunkt und es gilt daher �(An k[i=1Ai) = 0:31



Kapitel 5 Die Struktur eines extremalen FunktionalsDamit folgt dann: A =  k[i=1A \Ai! [ An k[i=1Ai! ;�(A) = kXi=1 �(A \Ai) + �(An k[i=1Ai)= kXi=1 �i�i(A);womit das Lemma bewiesen ist. �Die wi
htigste Aussage in diesem Abs
hnitt stellt der folgende Satz dar.Satz 19 Sei 
 ein topologis
her Hausdor�-Raum. Sei M+(
) der Unterraum vonM(
) aller positiven regul�aren Borel-Ma�e auf 
 und seien F1; :::; Fn stetige Funk-tionen auf 
, wobei F1(z) = 1, f�ur alle z 2 
. Die Menge Q werde de�niert dur
h:Q = f� 2M+(
) jj �(Fi) = 
i; i = 1; 2; :::; ng;mit 
1 > 0. Dann gilt: Falls Q ni
htleer ist, ist es eine kompakte, konvexe Teilmengevon M+(
), und wenn �� ein extremaler Punkt von Q ist, so l�a�t si
h �� darstellenin der Form �� = nXi=1 �iÆzi ;mit gewissen �i � 0 und zi 2 
, i = 1; 2; :::; n.Beweis: In Analogie zur Formel (2.14) von Seite 11 folgt aus � 2M+(
) und �(1) =
1 > 0, da� k�k = 
1. Mit diesem Hinweis kann man si
h von der Kompaktheit und derKonvexit�at von Q in [1℄ oder [10℄ �uberzeugen.Nun sei �� ein extremaler Punkt von Q. Wir ma
hen folgende Annahme: Es existierenn+ 1 disjunkte Borel-Mengen A0; A1; :::; An in 
 mit ��(Ai) > 0, i = 0; 1; :::; n. Dannsetzen wir An+1 := 
n n[i=1Ai! :Damit folgt A0 � An+1 und somit ��(An+1) > 0. Jetzt kann man jedem Vektor a =(a1; a2; :::; an+1)T aus dem Rn+1 ein Ma� � wie folgt zuordnen:�(A) = n+1Xi=1 ai��(A \Ai); (5.4)32



5.1 Dur
h Glei
hungen de�nierte Mengenf�ur jede Borel-Menge A � 
. Mit K � Rn+1 werde die Menge der Vektoren bezei
hnet,f�ur die das zugeh�orige Ma� in Q liegt. K ist ni
ht leer, weil (1; :::; 1) 2 K, denn�1(A) := n+1Xi=1 ��(A \Ai) = �� n+1[i=1 A \Ai! == �� A \ n+1[i=1 Ai!! = ��(A \
) = ��(A);d.h. �1 = �� 2 Q. Alle Ma�e aus Q sind positiv und besitzen somit Darstellungsvekto-ren aus K, deren Komponenten s�amtli
h gr�o�er oder glei
h Null sind. (Man setze nurna
heinander f�ur A die disjunkten Mengen A1; :::; An+1 ein. Dann steht auf der linkenSeite eine ni
htnegative Zahl und ��(Aj \Ai) ist Null f�ur alle j 6= i und f�ur i = j gr�o�erals Null.)Nun sei �� ein extremaler Punkt aus Q, dem ein Vektor �a 2 K zugeordnet ist. Dann ist�a ein extremaler Punkt in K. Dies sieht man so ein: Wir wollen annehmen, �a ist keinextremaler Punkt in K. Somit gibt es in K zwei Vektoren a1 und a2 mit a1 6= a2 undeine Zahl s, 0 < s < 1, so da� �a = sa1 + (1� s)a2:Zu a1 und a2 existieren Elemente �1 6= �2 in Q. Aus der Konvexit�at von Q folgt, da�s�1 + (1� s)�2 2 Q. ��, �1 und �2 lassen si
h in der Form (5.4) darstellen:��(A) = n+1Xi=1 �ai��(A \Ai);�1(A) = n+1Xi=1 a1i��(A \Ai);�2(A) = n+1Xi=1 a2i��(A \Ai);f�ur jede Borel-Menge A � 
. Dann gilt aber au
h:s�1(A) + (1� s)�2(A) = s n+1Xi=1 a1i��(A \Ai) + (1� s) n+1Xi=1 a2i��(A \Ai)= n+1Xi=1(sa1i + (1� s)a2i )��(A \Ai)= n+1Xi=1 �ai��(A \Ai)= ��(A);f�ur jede Borel-Menge A � 
. Dies ist ein Widerspru
h zur Extremalit�at von �� in Q.Demzufolge mu� jeder zu einem extremalen Ma� �� aus Q geh�orige Vektor �� (na
h der33



Kapitel 5 Die Struktur eines extremalen FunktionalsDarstellung 5.4) extremal in K sein.�� selber ist gerade extremal in Q, also mu� der zugeh�orige Vektor a� au
h extremalin K sein. a� l�a�t si
h bere
hnen:��(A) = �� n+1[i=1 A \Ai! = n+1Xi=1 ��(A \Ai) = n+1Xi=1 a�i��(A \Ai);also sind alle a�i = 1. (F�ur die Ri
htigkeit des zweiten Glei
hheitszei
hens siehe z.B.Folgerung 1.3 S.28 aus [11℄.) Demna
h ist a� der Vektor, dessen Komponenten alle 1sind.Sei �j(�) = ��(� \ Aj), j = 1; :::; n + 1. Die Menge K als Teilmenge des Rn+1 wirdbes
hrieben dur
h n Glei
hungen:a1 Z
 Fi(z)�1(z) + � � �+ an+1 Z
 Fi(z)�n+1(z) = 
i; i = 1; :::; n:Na
h Lemma 15 k�onnen h�o
hstens n der ��1; ��2; :::; ��n+1 gr�o�er als Null sein. Das wi-derspri
ht der Tatsa
he, da� der Vektor a� aus n+1 Einsen besteht und au
h extremalin K ist. Demna
h ist die Annahme von n+1 disjunkten Teilmengen A0; A1; :::; An aus
 mit ��(Ai) > 0, i = 0; 1; :::; n fals
h. Es k�onnen somit maximal n sol
her Mengenexistieren.Nun sind wir in der Lage, die beiden vorhergehenden Lemmata anzuwenden. Das bedeu-tet: Da h�o
hstens n disjunkte Borel-Mengen A1; :::; An mit ��(Ai) > 0, i = 1; :::; n, in 
gefunden werden k�onnen, l�a�t si
h �� na
h dem vorigen Lemma als Linearkombinationvon maximal n Prim-Ma�en �1; :::; �n darstellen, d.h.�� = nXi=1 �i�i:Na
h Lemma 17 gibt es zu jedem dieser Prim-Ma�e einen eindeutig bestimmten Punktzi 2 
, i = 1; 2; :::; n, so da�Z
 F (z)d�i(z) = Z
 F (z)dÆzi(z) = F (zi); 8 F 2 C(
); i = 1; 2; :::; n:Damit erhalten wir f�ur �� die Darstellung�� = nXi=1 �iÆzi ;mit zi 2 
, i = 1; 2; :::; n. Die Ni
htnegativit�at der �i, i = 1; 2; :::; n, erh�alt man wiefolgt: Betra
hten wir die Borel-Mengen Bj = fzjg, j = 1; 2; :::; n, die jeweils nur auseinem einzelnen Punkt bestehen, in denen eines der obigen Dira
-Ma�e konzentriertist. F�ur jede dieser Mengen folgt:0 � ��(Bj) = nXi=1 �iÆzi(Bj) = �j:34



5.2 Dur
h Glei
hungen und Unglei
hungen de�nierte MengenDamit ist der Satz vollst�andig bewiesen. �Bis hierhin sind wir den Gedanken von Rubio aus seinem Bu
h [26℄ gefolgt. Die Aussagedes letzten Satzes wird mit dem Riesz's
hen Darstellungssatzes zur�u
k�ubersetzt in dieSpra
he linearer stetiger Funktionale:Satz 20 Sei C�+(
) wie vorher der Raum aller positiven linearen stetigen Funktionale�uber C(
) und seien F1; :::; Fn stetige Funktionen auf einem kompakten topologis
henHausdor�-Raum 
, mit F1(z) = 1, f�ur alle z 2 
. Die Menge Q werde de�niert dur
h:Q = f� 2 C�+(
) jj �(Fi) = 
i; i = 1; 2; :::; ng;mit 
1 > 0. Dann gilt: Falls Q ni
htleer ist, ist es eine kompakte konvexe Teilmengevon C�+(
), und wenn �� ein extremaler Punkt von Q ist, so l�a�t er si
h darstellen inder Form �� = nXi=1 �iÆzi ;mit �i � 0, zi 2 
, i = 1; 2; :::; n.5.2 Dur
h Glei
hungen und Unglei
hungen de�nierte Men-genDie diskretisierte verallgemeinerte Optimalsteueraufgabe (4.3) war mit zus�atzli
henUnglei
hungsnebenbedingungen formuliert. Demzufolge wenden wir uns nun den Teil-mengen von C�+(
) zu, die dur
h Glei
hungen und Unglei
hungen de�niert werden.D.h. die Menge Q werde jetzt de�niert dur
h:Q = f� 2 C�+(
) jj �(Fi) = 
i; i = 1; 2; :::; n1; �(Fi) � 
i; i = n1 + 1; :::; ng:Wie vorher gilt au
h hier:(i) Wenn Q ni
htleer ist, so ist Q kompakt und konvex.(ii) Die Menge QE der Extrempunkte ist ni
ht leer und minQ �(F0) wird au
h in QEangenommen.Sei �0 2 QE , wodur
h also�0(Fi) = 
i (i = 1; 2; :::; n1); �0(Fi) � 
i (i = n1 + 1; n1 + 2; :::; n)gilt. Dann setzen wir �0(Fi) = 
0i i = n1 + 1; n1 + 2; :::; n:35



Kapitel 5 Die Struktur eines extremalen FunktionalsMithin gilt 
0i � 
i, i = n1 + 1; n1 + 2; :::; n, und wir erhalten�(Fi) = 
i; i = 1; 2; :::; n1; �(Fi) = 
0i ; i = n1 + 1; :::; n:SeiQ0 = Q(�0) die Teilmenge von Funktionalen aus C�+(
), wel
he diesen Bedingungengen�ugen. Q0 ist dur
h das spezielle �0 de�niert. Dann gilt:(i) Q0 � Q, weil 
0i � 
i, i = n1 + 1; n1 + 2; :::; n.(ii) Q0 6= O=, weil �0 2 Q0.(iii) Q0 ist wegen der s
hon bekannten Argumente au
h konvex und kompakt (in ders
hwa
h*-Topologie) und besitzt demna
h au
h Extrempunkte.Wir wollen mit Q0E die Menge der Extrempunkte � von Q0 bezei
hnen. Ist �0 nun einExtrempunkt von Q, so ist er au
h extremal in Q0, also ein Element von Q0E.Denn angenommen, �0 =2 Q0E. Dann existieren �1, �2 2 Q0, mit �1 6= �2, so da��0 = 12�1 + 12�2:�1 und �2 sind nat�urli
h au
h Elemente von Q. Somit w�are �0 ni
ht extremal in Q.Wenden wir abs
hlie�end den Satz (19) an, dann haben wir den folgenden Satz herge-leitet.Satz 21 Jeder Extrempunkt �0 von Q ist mit Hilfe von n Punkten zi 2 
 und Zahlen�i � 0, i = 1; 2; :::; n, darstellbar: �0 = nXi=1 �iÆzi :

36



Kapitel 6Approximationen vonFunktionalen aus C�+(
)Das Ziel des vorigen Kapitels war es, einen L�osungsansatz f�ur die Aufgabe (4.3) zu �n-den. Das Vorgehen entspra
h dem in dem Bu
h [26℄ dargestellten. Dabei wurde im Satz21 festgestellt, da� ein extremales Funktional von der Gestalt nPi=1�iÆzi ist. Die Anzahln der Punkte zi stimmt mit der Anzahl der Nebenbedingungen der Aufgabe �uberein.W�urde man dies als L�osungsansatz verwenden, so s�ahe man si
h mit einem quadra-tis
hen Optimierungsproblem konfrontiert, weil sowohl die KoeÆzienten �1; :::; �n alsau
h die Punkte z1; :::; zn 2 
 unbekannt sind. Der Satz 10 besagt, da� das quadrati-s
he Problem dur
h ein lineares Optimierungsproblem mit hinrei
hend vielen, geeignetgew�ahlten Punkten z1,...,zN aus einer abz�ahlbar di
hten Teilmenge ! � 
 vorgegebengut approximiert werden kann.Nun stellt si
h die Frage, ob man ni
ht glei
h die Funktionale aus C�+(
) dur
h spezielleApproximationen ersetzen kann, ohne den Umweg �uber die Extremalit�atsuntersu
hun-gen. Dies ist tats�a
hli
h m�ogli
h und wird im ans
hlie�enden Abs
hnitt demonstriert.Dabei werden die Approximationen von Funktionalen aus C�+(
) mittels Linearkom-binationen von Dira
-Funktionalen und mittels Linearkombinationen von integralenMittelwerten vorgestellt.Beide Approximationen liefern L�osungsans�atze f�ur die Aufgabe (4.3), die zu linearenOptimierungsproblemen f�uhren. Nat�urli
h sind au
h weitere Approximationsm�ogli
h-keiten denkbar.6.1 Zwei Klassen von ApproximationenBei der n�aherungsweisen L�osung der verallgemeinerten Optimalsteueraufgabe spielenApproximationen von positiven linearen stetigen Funktionalen �uber C(
) eine wi
htigeRolle. An dieser Stelle wollen wir sogenannte "-Approximationen sol
her Funktionale37



Kapitel 6 Approximationen von Funktionalen aus C�+(
)konstruieren. Dabei bes
hr�anken wir uns auf zwei Klassen von Funktionalen, aus denendie Approximationen gebildet werden, n�amli
h auf(i) die Menge der Linearkombinationen von Dira
-Funktionalen, also auf Funktionaledes Typs Pk �kÆzk(ii) die Menge der Linearkombinationen von Lebesgue-Integralen �uber Teilmengeneiner Zerlegung von 
, also auf Funktionale des TypsXk �k 1j
kj Z
k F (z)dz;wobei j
kj hier das Lebesgue-Ma� von 
k f�ur alle k darstellt. (In der Literaturwird der Wert 1j
kj R
k F (z)dz man
hmal au
h als integraler Mittelwert von F�uber 
k bezei
hnet.)Kommen wir nun zun�a
hst zum Punkt (i). D.h. wir wollen lineare stetige Funktionale�uber C(
) dur
h Linearkombinationen von Dira
-Funktionalen approximieren. Dazugeben wir uns ein " > 0 vor und betra
hten eine o�ene �-Umgebung 
� um 
, � < "2 .Au�erdem sei dur
h die Punkte zk, k = 1; :::; N , ein endli
hes "-Netz von 
� (d.h. 8 z 2
� 9 zk, so da� jz � zkj < ") und o�ene Kugeln 
k, k = 1; :::; N um die Punkte des "-Netzes mit dem Radius " gegeben. Das System fek(�); k = 1; :::; Ng stelle eine Zerlegungder Einheit bez�ugli
h der �Uberde
kung dur
h die Kugeln 
k dar (in Abs
hnitt 7.1.1erkl�art). Sei N�(z) = fk jj z 2 
kg. Nun de�nieren wir zu einer Funktion F 2 C(
)ihre "-Approximation dur
h F "(�) := NXk=1 ek(�)F (zk):Dann ist F " 2 C(
) (ja sogar 2 C1(
)) und es gilt f�ur jedes z 2 
jF (z) � F "(z)j = j NXk=1 ek(z)F (z) � NXk=1 ek(z)F (zk)j �� NXk=1 ek(z)jF (z) � F (zk)j = Xk2N�(z) ek(z)jF (z) � F (zk)j �� NXk=1 ek(z)wF (") = wF (");wobei wF (�) ein Stetigkeitsmodul zu F ist. Mithin folgtkF � F "k = supz2
 jF (z)� F "(z)j � wF ("):38



6.1 Zwei Klassen von ApproximationenBemerkung Ein Stetigkeitsmodul wF (�) der Funktion F �uber 
 ist eine positiveni
htfallende Funktion auf den ni
htnegativen reellen Zahlen mit der Eigens
haft: F�urz1, z2 2 
 mit kz1 � z2k � � gilt jF (z1)� F (z2)j � wF (�).Nun wenden wir uns den Funktionalen zu. Sei � 2 C�(
), �k := �(ek), k = 1; :::; N .Wir de�nieren die "-Approximation von � dur
h�"(�) := NXk=1�kÆzk(�):Dann l�a�t si
h lei
ht folgendes �uberpr�ufen:�(F ") = NXk=1�(ek)F (zk)= NXk=1�kF (zk)= NXk=1 (�kÆzk) (F ) = �"(F )und somit erh�alt manj�(F ) � �"(F )j = j�(F ) � �(F ")j = j�(F � F ")j� k�k � kF � F "k � k�kwF ("):Wir haben gezeigt, da� si
h jedes Funktional aus C�(
) vorgegeben gut dur
h Line-arkombinationen von Dira
-Funktionalen ann�ahern l�a�t. Vorgegeben gut bedeutet hierglei
hm�a�ig bez�ugli
h der Klassen Fw von Funktionen mit glei
hm�a�ig majorisierba-rem Stetigkeitsmodul wF (d.h. es existiert ein w, so da� wF (") � w(") f�ur alle F 2 Fw).Eine andere M�ogli
hkeit der Approximation von Funktionalen aus C�(
) ist die imPunkt (ii) erw�ahnte. Fast analog zum Punkt (i) k�onnen die "-Approximationen derFunktionale in diesem Fall gebildet werden. Wir gehen wieder von 
� aus und zerlegendiese Menge in Teilmengen 
k, k = 1; 2; :::; N . Nun de�nieren wir die "-Approximationeiner Funktion F aus C(
) dur
hF "(�) := NXk=1 ek(�) 1j
kj Z
k F (z)dz:39



Kapitel 6 Approximationen von Funktionalen aus C�+(
)Analog zum Punkt (i) kann dann wie folgt abges
h�atzt werden:jF (z)� F "(z)j = j NXk=1 ek(z)F (z) � NXk=1 ek(z) 1j
kj Z
k F (z)dzj �� NXk=1 ek(z) 1j
kj �� Z
k [F (z) � F (�)℄d�)�� �� Xk2N�(z) ek(z) 1j
kj Z
k jF (z) � F (�)jd� �� NXk=1 ek(z)wF (") = wF (");f�ur jedes z 2 
. Also folgt wie obenkF � F "k = supz2
 jF (z)� F "(z)j � wF ("):Sei nun wieder � ein beliebiges Funktional aus C�(
) und seien �(ek) =: �k, f�ur allek = 1; 2; :::; N . Wir de�nieren die "-Approximation von � dur
h�"(F ) := NXk=1�k 1j
kj Z
k F (z)dz; 8F 2 C(
): (6.1)Damit l�a�t si
h genauso wie im Punkt (i) zeigen, da� �(F ") = �"(F ) gilt und derpunktweise Abstand der beiden Funktionale kann wie folgt abges
h�atzt werden:j�(F )� �"(F )j = j�(F )� �(F ")j = j�(F � F ")j� k�k � kF � F "k � k�kwF ("): (6.2)Somit ist es au
h m�ogli
h Funktionale aus C�(
) dur
h sol
he Linearkombinationenvon integralen Mittelwerten anzun�ahern.Motiviert dur
h diese Approximationen wollen wir die beiden vers
hiedenen Typenvon Linearkombinationen als L�osungsans�atze f�ur das (verallgemeinerte) lineare Opti-mierungsproblem (4.3) verwenden. Wir gehen zuerst auf die Linearkombinationen ausdem Punkt (i) ein. Dazu geben wir uns aus einer abz�ahlbar unendli
h di
hten Teilmengevon 
 eine endli
he Anzahl von Punkten z1; z2; :::; zN vor. Mit diesen Punkten bildenwir die lineare Teilmenge von FunktionalenNXk=1�kÆzk :40



6.1 Zwei Klassen von ApproximationenEingesetzt in die Aufgabe erhalten wir:NXk=1�kÆzk(f0) = min�1;:::;�N ! bez�ugli
hNXk=1�kÆzk(�fi ) = ��i i = 1; 2; :::;M1;NXk=1�kÆzk( gj ) � � j j = 1; 2; :::;M2 :Daraus folgt NXk=1�kf0(zk) = min�1;:::;�N ! bez�ugli
hNXk=1�k�fi (zk) = ��i i = 1; 2; :::;M1 ;NXk=1�k gj (zk) � � j j = 1; 2; :::;M2 ;also ein klassis
hes lineares Optimierungsproblem in den �k, k = 1; 2; :::; N .�Ahnli
h verh�alt es si
h im Fall (ii): Sei eine Zerlegung von 
 in Teilmengen 
k, k =1; 2; :::; N , gegeben. Mit diesen Zerlegungsmengen bilden wir die lineare Teilmenge derfolgenden Funktionale mit den WertenNXk=1�k 1j
kj Z
k F (z)dz; 8 F 2 C(
):Angewandt auf die Aufgabe (4.3) erhalten wirNXk=1�k 1j
kj Z
k f0(z)dz = min�1;:::;�N !NXk=1�k 1j
kj Z
k �fi (z)dz = ��i i = 1; 2; :::;M1;NXk=1�k 1j
kj Z
k  gj (z)dz = � j j = 1; 2; :::;M2 :Die Integrale der einzelnen Funktionen lassen si
h bere
hnen, sind also f�ur die Opti-mierung bekannte Zahlen. Damit entsteht au
h in diesem Fall ein klassis
hes linearesOptimierungsproblem. 41



Kapitel 7Konstruktion einerN�aherungsl�osung f�ur dieOriginalaufgabeBei der urspr�ungli
h gestellten Aufgabe (OP) waren Steuerungen u : I ! U undzugeh�orige Trajektorien x : I ! A als L�osungen des dynamis
hen Systems gesu
ht.In diesem Kapitel wird aus der L�osung der diskretisierten verallgemeinerten Optimal-steueraufgabe (4.8) eine N�aherungsl�osung der Originalaufgabe (OP) konstruiert, de-ren Zielfunktionalwert si
h dem In�mum der verallgemeinerten Optimalsteueraufgabe(2.13) vorgegeben gut n�ahert.Im folgenden wollen wir Funktionen x(�) : I ! A als Hilfstrajektorien bezei
hnen.Die Konstruktion wird in mehreren S
hritten vorgenommen. Zun�a
hst konstruiert maneine st�u
kweise konstante Hilfstrajektorie und eine st�u
kweise konstante Steuerung. Diest�u
kweise konstante Hilfstrajektorie wird ans
hlie�end in eine stetige Hilfstrajektorieumgewandelt. Die st�u
kweise konstante Steuerung liefert, eingesetzt in das Anfangs-wertproblem von(OP), eine absolut stetige L�osung, die dann mit der stetigen Hilfstra-jektorie vergli
hen wird.In den folgenden �Uberlegungen wenden wir lineare stetige Funktionale aus C�(
) auf
harakteristis
he Funktionen an. Zur Erl�auterung dieses Vorgangs werden im n�a
hstenAbs
hnitt zwei vers
hiedene Herangehensweisen angegeben.7.1 Lineare stetige Funktionale und 
harakteristis
he Funk-tionenC�+(
) war der Raum der positiven linearen stetigen Funktionale, die auf die stetigenFunktionen �uber einer Menge 
 angewendet werden. Wir wollen im folgenden zwei Wegevorstellen, wie si
h der De�nitionsberei
h dieser Funktionale auf die 
harakteristis
henFunktionen der Borel-Teilmengen von 
 erweitern l�a�t.42



7.1 Lineare stetige Funktionale und 
harakteristis
he Funktionen7.1.1 Zerlegung der EinheitEs gilt der folgende Satz.Satz 22 Sei C10 (Rm) der Raum der reellwertigen Funktionen, die stetige Ableitun-gen beliebiger Ordnung und einen kompakten Tr�ager besitzen. Weiterhin seien 
 einekompakte Teilmenge des Rm und fUjgj2J eine �nite �Uberde
kung von 
 dur
h o�eneMengen Uj � Rm . Dann existieren Funktionen fej(�)gj2J 2 C10 (Rm ) mit folgendenEigens
haften:a) F�ur jedes j 2 J ist der Tr�ager supp(ej) von ej(�) in Uj enthalten.b) F�ur jedes j 2 J und jedes x 2 Rm gilt: 0 � ej(x) � 1.
) Es ist Pj2J ej(x) � 1 f�ur alle x 2 
.d) F�ur jedes x 2 
 sind nur endli
h viele der Werte ej(x), j 2 J unglei
h Null.Hierbei bedeutet� supp(ej) = fx 2 Rm jj ej(x) 6= 0g.� �nite �Uberde
kung, da� jedes x 2 
 in einem Uj enthalten ist, aber in h�o
hstensendli
h vielen Uj enthalten sein darf.Den Beweis dieses Satzes kann der Leser z.B. in [8℄ na
hlesen. Wir wollen dem ebenerw�ahnten System von Funktionen dann no
h einen Namen geben.De�nition 23 Das in dem vorigen Satz de�nierte System von Funktionen fej(�) 2C10 (Rm ) jj j 2 Jg hei�t eine Zerlegung der Einheit bez�ugli
h der �Uberde
kungfUjgj2J von 
.In dem Spezialfall, da� J einelementig ist, ergibt si
h sofort aus dem Satz 22:Lemma 24 Sei 
 eine kompakte Teilmenge des Rm , U eine o�ene Menge (des Rm),die 
 enth�alt. Dann existiert eine Funktion e : Rm ! [0; 1℄ der Klasse C1, so da�supp(e) � Uund e(x) = 1 8 x 2 
:Mit Hilfe dieses Lemmas de�nieren wir: 43



Kapitel 7 Konstruktion einer N�aherungsl�osung f�ur die OriginalaufgabeDe�nition 25 Sei zu jedem Element der Folge f1i gi2N eine o�ene Umgebung !i desAbs
hlu�es ! von ! � 
 gegeben, so da� mes(!in!) < 1i und !i � !i0 f�ur i � i0.(Mit mes ist hier das Lebesgue-Ma� gemeint.) Au�erdem seien ei(�) Funktionen gem�a�Lemma 24 bez�ugli
h der Umgebungen !i von ! und Funktionen fi(�) de�niert dur
hfi(z) := iYj=1 ei(z) i = 1; 2; ::::Dann de�nieren wir f�ur � 2 C�+(
)�(�!) := limi!1�(fij
); (7.1)wobei fij
 die Eins
hr�ankung von fi(�) auf 
 darstellt und �!(�) die 
harakteristis
heFunktion von ! ist.Bemerkung� Die De�nition ist gere
htfertigt, da folgendes gilt:Aus den Eigens
haften der Funktionen ei(�) (siehe Lemma 24) erhalten wirfi(z) = 0 8 z =2 !i; fi(z) = 1 8 z 2 !; i = 1; 2; :::und mithin fi(z) = fi�1(z)ei(z) � fi�1(z) 8 z; i = 2; 3; ::::Nun nutzen wir die Monotonie der Funktionale, woraus �(fi) � �(fi0) f�ur i0 � ifolgt. Au�erdem haben wir �(fi) � 0 f�ur jedes i, weil alle fi(�) und au
h die Funk-tionale positiv sind. Demna
h ist die Folge f�(fi)gi2N f�ur i!1 ni
htwa
hsendund na
h unten bes
hr�ankt, also konvergent.� Sind �!1(�) die 
harakteristis
he Funktion von !1 � Rn1 und �!2(�) die 
harak-teristis
he Funktion von !2 � Rn2 , dann gilt f�ur die 
harakteristis
he Funktion�!1�!2(�) der Menge !1 � !2 � Rn1 � Rn2 :�!1�!2(x; y) = �!1(x)�!1(y) 8 x 2 !1; y 2 !2: (7.2)7.1.2 Satz von RieszSei wie vorher 
 � Rm und � 2 C�+(
). Na
h dem Riesz's
hen Darstellungssatz (sieheSatz 11) gibt es ein positives regul�ares Borel-Ma� �, so da��(F ) = Z
 F (z)d�(z) 8 F 2 C(
):44



7.2 St�u
kweise konstante Hilfstrajektorie und st�u
kweise konstante SteuerungIst ! eine Borel-Teilmenge von 
, so ist die 
harakteristis
he Funktion �! von ! me�barbez�ugli
h �. Daher existiert das Integral R
 �!(z)d�(z) und es giltZ
 �!(z)d�(z) = �(!):Dies motiviert folgende De�nition:De�nition 26 Seien �, �, ! und �! die oben eingef�uhrten Gr�o�en. Dann de�nierenwir die Anwendung von � auf �! dur
h�(�!) := Z
 �!(z)d�(z) = �(!): (7.3)Im folgenden sind alle Anwendungen von Funktionalen auf 
harakteristis
he Funktionenim Sinne der De�nitionen 25 oder 26 zu verstehen.7.2 Konstruktion einer st�u
kweise konstanten Hilfstrajek-torie und einer st�u
kweise konstanten SteuerungIn den vers
hiedenen Relaxierungen und Verallgemeinerungen (siehe z.B. [4℄,[7℄,[20℄)ges
hieht die Konstruktion n�aherungsweise optimaler Steuerungen und Trajektorien derOriginalaufgabe unabh�angig von der L�osung der verallgemeinerten Aufgabe. D.h. beider Formulierung bzw. L�osung der verallgemeinerten Aufgabe wird die ans
hlie�endeKonstruktion ni
ht ber�u
ksi
htigt. Das ist in dieser Verallgemeinerung anders. Zu denTestfunktionen vom Typ 1 geh�oren au
h Funktionen, die nur von der Zeitvariablen tabh�angen. Sol
he Funktionen wollen wir unter einem extra Typ 3 zusammenfassen undmit �l, l = 1; :::; L, bezei
hnen. Die einzelnen Anzahlen der Testfunktionen seien aberder �Ubersi
htli
hkeit halber wieder mit M1 (Typ 1), M2 (Typ 2) und dann zus�atzli
hmit L (Typ 3) bezei
hnet.Demzufolge gehen wir von der folgenden Form der "abges
hw�a
hten\ diskretisiertenverallgemeinerten Optimalsteueraufgabe (4.8) aus:�(f0) = min!unter den Bedingungen � 2 C�+(
);j�(�fi )���ij � " 8 i = 1; 2; :::;M1;�( gj )�� j � �" 8 j = 1; 2; :::;M2 ;j�(�l)���lj � " 8 l = 1; 2; :::; L: (7.4)Um die Dur
hf�uhrung der Minimalfolgenkonstruktion zu erlei
htern, werden die Test-funktionen vom Typ 3 wie folgt gew�ahlt: Sei eine Zerlegung des Zeitintervalls I = [a; b℄45



Kapitel 7 Konstruktion einer N�aherungsl�osung f�ur die Originalaufgabe
a = t0 t1 t2 � � � tl � � � tL�1 b = tLAbbildung 7.2: Zerlegung des Zeitintervallsin Teilintervalle I l := [tl�1; tl), (l = 1; :::; L � 1) und IL := [tL�1; tL℄ (�ubli
herweise�aquidistant, siehe Abbildung 7.2) gegeben.Die Funktionen �l(�) sind die 
harakteristis
hen Funktionen der Intervalle I l. Sie werdenau
h als Funktionen von (t; x; u) aufgefa�t, d.h. �l(t; x; u) = �l(t) f�ur alle t 2 I, (x; u) 2V := A� U . ��l ist de�niert dur
h��l := bZa �l(t)dt = tl � tl�1;jeweils f�ur l = 1; 2; :::; L.Bemerkung Die mit Hilfe der 
harakteristis
hen Funktionen gestellte verallgemeiner-te Optimalsteueraufgabe ist keine Erweiterung der bisherigen Verallgemeinerung. Umdies zu erl�autern, sei � ein zul�assiges Funktional f�ur die Aufgabe (2.13). Damit erf�ullt� unter anderem au
h die Bedingungen�(�f ) = �� 8 � vom Typ 1:Weiterhin sei I� � I. Dann gibt es eine Folge von Testfunktionen f�hgh2N des Typs 1,so da� die zugeh�orige Folge der formalen Ableitungen f�fhgh2N nur von t abh�angig ist,monoton f�allt und punktweise gegen die 
harakteristis
he Funktion �I�(�) des IntervallsI� konvergiert.(Man nehme hier einfa
h eine Folge stetiger, nur von t abh�angiger Funktionen, die fast�uberall punktweise gegen �I�(�) konvergiert und integriere die Elemente dieser Folge.Da f�ur die formale Ableitung nur von t abh�angiger Testfunktionen vom Typ 1�f (t) = �f (t; x; u) = �t(t; x) + �x(t; x)f(t; x; u) = �t(t)gilt, bekommt man so eine Folge vom gesu
hten Typ.)Na
h den obigen Ausf�uhrungen ist �(�I�) de�niert und aus Monotoniegr�unden gilt�(�fh) h!1�! �(�I�):Die Folge der Werte ��h konvergiert na
h ��I� = RI �I�(t)dt, was der L�ange des Inter-valls I� entspri
ht. Also erf�ullt jedes f�ur die verallgemeinerte Aufgabe (2.13) zul�assigeFunktional � au
h die Bedingung�(�I�) = ��I� I� � I:46



7.2 St�u
kweise konstante Hilfstrajektorie und st�u
kweise konstante SteuerungBemerkung Verglei
ht man dieses Vorgehen mit den Ausf�uhrungen in 7.1.1, so stelltman fest, da� die dort betra
hteten Funktionen einer Zerlegung der Einheit geradederartige Folgen von stetigen Funktionen darstellen, die punktweise gegen die 
harak-teristis
hen Funktionen konvergieren.Zur L�osung der Aufgabe (7.4) wurde in den vorigen Abs
hnitten folgender L�osungsan-satz mit gew�ahlten Punkten zk, k = 1; 2; :::; N , aus einer di
hten Teilmenge ! von 
gema
ht: �� = NXk=1�kÆzk ; �k � 0; 8 k = 1; :::; N; (7.5)soda� wir bei der Konstruktion von einem Funktional dieser Gestalt ausgehen werden.Bemerkung Die Punkte zk = (tk; xk; uk), k = 1; 2; :::; N , seien aus bestimmtenGr�unden so gew�ahlt, da� keine der ersten Komponenten tk, k 2 f1; 2; :::; Ng, mit denin der Zerlegung des Zeitintervalls I gew�ahlten Zeitpunkten tl, l 2 f2; 3; :::; L � 1g,�ubereinstimmt.Nun geben wir ein "1 > 0 vor und zerlegen die Menge V derart in Borel-Mengen Vs,s = 1; 2; :::; S, da� f�ur jedes Element Fi der Menge von FunktionenfF0; F1; :::; FM1 ; FM1+1; :::; FM1+M2g := ff0; �f1 ; :::; �fM1 ;  g1 ; :::;  gM2ggilt jFi(t0; x0; u0)� Fi(t00; x00; u00)j < "1; 8 (t0; x0; u0); (t00; x00; u00) 2 
ls;8 l = 1; 2; :::; L; s = 1; 2; :::; S; (7.6)wobei 
ls eine Abk�urzung f�ur I l � Vs ist.Bemerkung Man bea
hte folgendes: Sind die Testfunktionen �1; :::; �M1 ;  1; :::;  M2gew�ahlt, so m�ussen bei Verkleinerung von "1 die Zerlegungen von I (siehe Abbildung7.2) und V verfeinert werden.Die L Testfunktionen vom Typ 3 tau
hen in der obigen Funktionenmenge ni
ht auf, dasie na
h De�nition s
hon die Bedingung (7.6) erf�ullen.Sehen wir uns nun die Bedingungen der obigen Aufgabe (7.4) an, die zu den 
harakte-ristis
hen Funktionen der Teilintervalle von I geh�oren. Mit ihrer Hilfe k�onnen wir dasfolgende Lemma beweisen.Lemma 27 Sei " aus (7:4) hinrei
hend klein und � ein Funktional von der Form (7.5),das die letzten L Bedingungen von (7:4) erf�ullt. Dann liegt in jedem Intervall I l die ersteKomponente tkl eines Punktes zkl , dessen KoeÆzient �kl unglei
h 0 ist.Beweis: Der Beweis wird indirekt gef�uhrt. Sei I l, l 2 f1; 2; :::; Lg, ein beliebiges Zer-legungsintervall von I, f�ur das wir annehmen wollen, da� kein tk der Punkte zk =47



Kapitel 7 Konstruktion einer N�aherungsl�osung f�ur die Originalaufgabe(tk; xk; uk) mit �k 6= 0, k 2 f1; 2; :::; Ng, in I l liegt. Na
h einer der obigen Bemerkun-gen stimmt keine der ersten Komponenten tk, k 2 f1; 2; :::; Ng, mit den in der Zerlegungdes Zeitintervalls I gew�ahlten Zeitpunkten tl, l 2 f2; 3; :::; L � 1g, �uberein. Sei" < minftl � tl�1 jj l 2 f1; :::; Lgg =: ��t: (7.7)Na
h der Aufgabenstellung (7.4) mu� �� au
h die folgende Bedingung erf�ullen:j��(�l)� tl + tl�1j = j NXk=1�k�l(tk)� tl + tl�1j � ":Aufgrund der Annahme mu� f�ur die Punkte zk, deren erste Komponente tk in I l liegt,der zugeh�orige KoeÆzient �k glei
h Null sein. Damit ist die Summe NPk=1�k�l(tk) glei
hNull und die obige Bedingung lautet tl�tl�1 � ", was der bez�ugli
h " gema
hten Annah-me widerspri
ht. �Das Funktional ��, die L�osung von (7.4), wird nun genutzt, um die ZerlegungsintervalleI l der Zerlegung von I weiter zu unterteilen. Dazu de�nieren wir die Gr�o�enKls := ��(�ls); l = 1; 2; :::; L; s = 1; 2; :::; S; (7.8)wobei die �ls die 
harakteristis
hen Funktionen der Teilmengen 
ls = I l � Vs, l =1; 2; :::; L; s = 1; 2; :::; S; von 
 sind.Bemerkung� Bei Rubio [26℄ kommen zwar Funktionen vom Typ 3 in der Minimalfolgenkon-struktion vor, aber sie werden no
h ni
ht weiter spezialisiert. Damit ist eine Aus-sage wie die des obigen Lemmas ni
ht gesi
hert. Demzufolge kann es passieren,da� f�ur einen Index l 2 f1; :::; Lg alleKls, s = 1; :::; S, vers
hwinden. Das IntervallI l k�onnte also ni
ht weiter zerlegt werden. Erst na
hdem die Minimalfolgenkon-struktion abges
hlossen ist, wird in dem Bu
h [26℄ auf dieses Problem und diebesondere Eignung der 
harakteristis
hen Funktionen hingewiesen.� Prinzipiell k�onnen die nur von t abh�angigen 
harakteristis
hen Funktionen �l(�)vermieden werden. Man mu� dann aber voraussetzen, da� hinrei
hend viele pas-sende stetig ableitbare Testfunktionen ausgew�ahlt worden sind, um die Eigen-s
haft aus dem Lemma 27 zu si
hern.Die Summation der Kls �uber alle s liefert f�ur jedes l aus f1; :::; Lg:SXs=1Kls = SXs=1 ��(�ls) = SXs=1 NXk=1�k�ls(zk) = NXk=1�k SXs=1 �ls(tk; xk; uk) == NXk=1�k�l(tk) SXs=1 �s(xk; uk) = NXk=1�k�l(tk) = Xtk2Il �k > 0:48



7.2 St�u
kweise konstante Hilfstrajektorie und st�u
kweise konstante SteuerungIm allgemeinen wird jedo
h SPs=1Kls 6= tl�tl�1 gelten. Deshalb de�nieren wir die Gr�o�en�l := tl � tl�1Ptk2Il �k und Hls := �lKls (7.9)f�ur jedes l = 1; :::; L und s = 1; :::; S. Nun kann man lei
ht na
hpr�ufen, da�SXs=1Hls = tl � tl�1gilt. Mit Hilfe der Hls f�uhren wir die IntervalleBls := htl�1 + s�1Xi=1 Hli; tl�1 + sXi=1 Hli�; l = 1; 2; :::; L; s = 1; 2; :::; S; (l; s) 6= (L; S);BLS := htL�1 + S�1Xi=1 HLi; tL�1 + SXi=1 HLiiein, wobei �ubli
herweise 0Pi=1Hli = 0 festgelegt wird. Aus jeder der Mengen Vs w�ahlenwir einen Punkt (xs; us) aus und setzenx(t) := xs; u(t) := us; 8 t 2 Bls: (7.10)Bemerkung Die Auswahl der Vertreter aus den einzelnen Vs kann v�ollig unabh�angigvon den bereits gew�ahlten z1 = (t1; x1; u1); z2 = (t2; x2; u2); :::; zN = (tN ; xN ; uN )ges
hehen. Selbstverst�andli
h ist es au
h erlaubt, Komponenten (x1; u1); (x2; u2); :::;(xN ; uN ) als (xs; us) zu verwenden.x(�) und u(�) sind die angestrebten st�u
kweise konstanten Funktionen. Sie wurdenauf diesem speziellen Weg festgelegt, um zu si
hern, da� si
h die Funktionalwertevon �� und �p (das zu p = (x(�); u(�)) assoziierte Funktional) in den FunktionenF0; F1; :::; FM1+M2+L, d.h. in f0; ; �f1 ; :::;  gM2 ; :::�L wenig unters
heiden. Dies wird nunvorgef�uhrt.Die In�ma und Suprema der Funktionen Fi auf den einzelnen Teilmengen 
ls = I l�Vsbezei
hnen wir mit Iils := inffFi(t; x; u) jj (t; x; u) 2 
lsg; (7.11)Sils := supfFi(t; x; u) jj (t; x; u) 2 
lsg; (7.12)i = 0; 1; :::;M1 +M2 + L, l = 1; :::; L, s = 1; :::; S, und de�nieren zu dem Paar p =(x(�); u(�)) ein Funktional �p wie fr�uher�p(F ) := bZa F (t; x(t); u(t))dt 8 F 2 C(
): (7.13)49



Kapitel 7 Konstruktion einer N�aherungsl�osung f�ur die OriginalaufgabeWir de�nieren weiterTils := NXk=1�k�ls(zk)Fi(zk);lils := ZBls Fi(t; x(t); u(t))dt = ZBls Fi(t; xs; us)dt:�ls(zk) ist glei
h Null, falls zk =2 
ls. Damit ergeben si
h f�ur Tils folgende Unglei
hungen:Tils = NXk=1�k�ls(zk)Fi(zk) � NXk=1�k�ls(zk)Iils = ��(�ls)Iilsbzw. Tils = NXk=1�k�ls(zk)Fi(zk) � NXk=1�k�ls(zk)Sils = ��(�ls)Sils:F�ur jedes Tripel (ils) aus f0; :::;M1+M2+Lg�f1; :::; Lg�f1; :::; Sg sind dann folgendeUnglei
hungen erf�ullt:Hls�l Iils = KlsIils = ��(�ls)Iils � Tils � ��(�ls)Sils = KlsSils = Hls�l Silsund HlsIils � lils � HlsSils:Daraus folgtjTils � lilsj � Hlsmaxfj��1l Iils � Silsj; j��1l Sils � Iilsjg == Hlsmaxfj��1l Iils � Iils + Iils � Silsj; j��1l Sils � Sils + Sils � Iilsjg �� HlsmaxfjIilsjj��1l � 1j+ jIils � Silsj; jSilsjj��1l � 1j+ jSils � Iilsjg �� Hls(jSils � Iilsj+ j��1l � 1jmaxfjIilsj; jSilsjg):Aus (7.6) ergibt si
h dannjTils � lilsj � Hls("1 + j��1l � 1jmaxfjIilsj; jSilsjg) (7.14)f�ur alle i 2 f0; :::;M1 +M2 + Lg, l 2 f1; :::; Lg und s 2 f1; :::; Sg. Diese Unglei
hungennutzen wir zur Abs
h�atzung des Abstandes der Funktionalwerte von �� und �p. Dabeiwird Mils := maxfjIilsj; jSilsjgbezei
hnet. 50



7.2 St�u
kweise konstante Hilfstrajektorie und st�u
kweise konstante Steuerung
j��(Fi)� �p(Fi)j = j NXk=1�kFi(zk)� bZa Fi(t; x(t); u(t))dtj == j LXl=1 SXs=1 NXk=1�k�ls(zk)Fi(zk)� LXl=1 SXs=1 ZBls Fi(t; xl; ul)dtj �� "1 LXl=1 SXs=1Hls + LXl=1 SXs=1Hlsj��1l � 1jMils == "1(b� a) + LXl=1 SXs=1Hls ��������� NPk=1�k�Il(tk)� tl + tl�1tl � tl�1 ���������Mils = (�)Wenn nun der Parameter " so bes
ha�en ist, da�"tl � tl�1Mils � "1f�ur alle l = 1; 2; :::; L gilt, ergibt si
h aus den letzten L Bedingungen von (7.4)j NPk=1�k�Il(tk)� tl + tl�1jtl � tl�1 Mils � "tl � tl�1Mils � "1:Wenn sogar " derart ist, da� mitM := maxils Mils = maxz2
0�i�M1+M2+L jFi(z)j" � "1(��t)M und " < ��t (siehe (7.7)) (7.15)gilt, so k�onnen wir die obige Unglei
hungskette wie folgt fortsetzen :(�) � "1(b� a) + LXl=1 SXs=1Hls"1 == 2"1(b� a):Also gilt dann f�ur jedes i aus f0; 1; :::;M1 +M2 + Lgj��(Fi)� �p(Fi)j � 2"1(b� a): (7.16)51



Kapitel 7 Konstruktion einer N�aherungsl�osung f�ur die OriginalaufgabeDie Funktionalwerte ��(Fi) und �p(Fi) liegen also bei hinrei
hend kleinem "1 vorgege-ben nahe beieinander.Um das Vorgehen bis zu dieser Stelle zu verdeutli
hen, werden das Ziel und die einzelnenS
hritte no
h einmal in Anleitungsform zusammengefa�t.Die Testfunktionen �1; :::; �M1 ;  1; :::;  M2 seien gew�ahlt, d.h. die Funktionen F0; F1; :::;FM1+M2 sind fest. Das Ziel ist, f�ur jedes i aus f0; 1; :::;M1 +M2g den Wertj��(Fi)� �p(Fi)jvorgegeben klein zu ma
hen. Dazu w�ahle man ein positives "1 so, da� 2"1(b � a) vor-gegeben klein ist. Man bestimme zu F0; F1; :::; FM1+M2 �uber 
 einen gemeinsamenStetigkeitsmodul, d.h. zu (jedem) "1 ein � > 0, so da�jFi(z)� Fi(z0)j < "1; sofern kz � z0k < � 8 i = 0; 1; :::;M1 +M2:Als Norm k � k w�ahle man am besten f�ur z = (t; x1; :::; xn; u1; :::; ur)kzk = maxfjtj; max1�j�n jxjj; max1�k�r jukjg:Dann ist jFi(z) � Fi(z0)j < "1, sofern jt � t0j < �, jxj � x0jj < �, j = 1; :::; n, undjuk � u0kj < �, k = 1; :::; r.Nun zerlege man das Zeitintervall I in (�aquidistante) Teilintervalle I l = [tl; tl�1), l =1; :::; L � 1; und IL = [tL�1; tL℄ mit einer L�ange, die kleiner als � ist. Ferner zerlegeman V in Teilmengen Vs, s = 1; :::; S, indem man �uber V ein quadratis
hes Raster miteiner Kantenl�ange kleiner als � legt. Man bestimmeM := sup0�i�M1+M2z2
 jFi(z)jund w�ahle " so, da� 0 < " < "1��tM und " < min1�l�L(tl � tl�1)erf�ullt sind (siehe (7.15)).Erst jetzt stelle man die Aufgabe (7.4) mit diesem " und w�ahle die (endli
he) Folgezk = (tk; xk; uk), k = 1; 2; :::; N , so da� f�ur jeden der Zeitpunkte tk 6= tl f�ur jedesl = 2; :::; L � 1 gilt. Der Ansatz NXk=1�kÆzkliefert die L�osung ��, deren Werte an den Stellen F0; :::; FM1+M2 von den entspre
hen-den Werten von �p vorgegeben wenig abwei
hen.Im folgenden z�ahlen wir die letzten L Bedingungen von (7.4) wieder zu den ersten M1Bedingungen von (7.4) hinzu, um die Indizierung zu vereinfa
hen.52



7.3 Konstruktion einer stetigen Hilfstrajektorie7.3 Konstruktion einer stetigen HilfstrajektorieAus der im vorigen Abs
hnitt konstruierten st�u
kweise konstanten Hilfstrajektorie x(�)wird nun eine stetige Hilfstrajektorie x
(�) mit gewissen Eigens
haften gewonnen. Wirwollen die Menge A als wegzusammenh�angend annehmen. Dann gilt der folgende Satz:Satz 28 Zu jedem "2 > 0 existiert ein Paarq("2;M1;M2) = (x
(�); u(�));mit x
(�) stetig, x
(a) = xa und x
(b) = xb, x
(t) 2 A f�ur jedes t 2 I, und u(�)st�u
kweise konstant, so da�j�q(f0)� �(M1;M2)j � "2;j�q(�fi )���ij � "2; i = 1; :::;M1;�q( gj )�� j � �"2; j = 1; :::;M2: (7.17)Dabei ist �q das zum Paar q("2;M1;M2) geh�orige Funktional, de�niert dur
h�q(F ) := ZI F (t; x
(t); u(t))dt 8 F 2 C(
):Beweis: Zu Beginn des Beweises soll no
h einmal an die folgenden Gr�o�en erinnertwerden:
Bls = [tl�1 + s�1Xk=1Hlk; tl�1 + sXk=1Hlk) (l; s) 6= (L; S) bzw.BLS = [tL�1 + S�1Xk=1HLk; tL�1 + SXk=1HLk℄Hls = �lKls; Kls = ��(�ls);jeweils f�ur l = 1; 2; :::; L und s = 1; 2; :::; S. O.B.d.A. seien alle Hls gr�o�er als Null.Andernfalls ignorieren wir die vers
hwindenden Intervalle Bls und indizieren neu.Dur
h die Bls und die Festsetzungen tls := tl�1 + sPk=1Hlk, t00 := t0, erhalten wir eineZerlegung des Zeitintervalls I:a = t00 < t11 < t12 < � � � < t1S < t21 < � � � < tLS�1 < tLS = b:In der vorangegangenen Konstruktion entstanden eine st�u
kweise konstante Steuerungu(�) und eine st�u
kweise konstante Trajektorie x(�):u(t) = us; x(t) = xs 8 t 2 Bls; (xs; us) 2 Vs; l = 1; 2; :::; L; s = 1; 2; :::; S:53



Kapitel 7 Konstruktion einer N�aherungsl�osung f�ur die OriginalaufgabefVsgs=1;2;:::;S war eine Zerlegung der Menge V = A � U . An den inneren Zerlegungs-punkten tls, d.h. (ls) 6= (LS), kann x(�) demna
h Unstetigkeiten besitzen. Au�erdemstimmen x1 und xa sowie xS und xb im allgemeinen ni
ht �uberein. Wir nutzen die Be-ziehungen (7.16) zwis
hen dem zu dem Paar p = (x(�); u(�)) geh�origen Funktional �pund �� aus und verwenden (4.9). Dur
h Zusammensetzen der entspre
henden Unglei-
hungen erhalten wir�(")� 2"1(b� a) � �p(f0)� �(M1;M2) � "+ 2"1(b� a)j�p(�fi )���ij � "+ 2"1(b� a); i = 1; 2; :::;M1�p( gj )�� j � �"� 2"1(b� a); j = 1; 2; :::;M2 : (7.18)Die L�ange eines Intervalls Bls ist Hls. Sei nun Æ eine kleine positive Zahl, so da� gilt:0 < Æ < 12 minl;s Hls: (7.19)x(�) wird nun auf Æ-Umgebungen der inneren tls so abge�andert, da� eine stetige Funktionentsteht. Diese sei mit x
(�) bezei
hnet. Dazu legen wir auf den IntervallenIÆls := [tls � Æ; tls + Æ℄; l = 1; 2; :::; L; s = 1; 2; :::; S; (ls) 6= (LS);folgendes fest: Da A als wegzusammenh�angend vorausgesetzt war, ist es m�ogli
h, stetigeWege XÆls : IÆls ! A zu �nden, so da� XÆls(tls � Æ) = xs�1 und XÆls(tls + Æ) = xs fallss 6= 1 und sonst XÆl1(tl1 � Æ) = xS und XÆl1(tl1 + Æ) = x1 gilt. Dann de�nieren wirx
(�) : I ! A dur
h x
(t) := XÆls(t) auf IÆlsx
(t) := x(t) sonst:Damit ist x
(�) stetig auf I. Die glei
he Prozedur wird no
h einmal in den Randpunktenvon I, in a = t00 und b = tLS , dur
hgef�uhrt. Die Punkte xa und xb liegen in A. So lassensi
h au
h stetige Wege XÆ00 : IÆ00 := [a; a+Æ℄ ! A undXÆLS : IÆLS := [b�Æ; b℄! A �nden,die XÆ00(t00) = xa und XÆ00(t00 + Æ) = x1 sowie XÆLS(tLS � Æ) = xS und XÆLS(tLS) = xberf�ullen. x
(�) wird auf dem Intervall IÆ00 mittelsx
(t) := XÆ00(t)und auf IÆLS dur
h x
(t) := XÆLS(t)abge�andert. Die ge�anderte Funktion x
(�) ist au
h stetig und erf�ullt die Randbedingun-gen des urspr�ungli
hen Problems (OP).Nun sei �q das zu q := (x
(�); u(�)) assoziierte Funktional, also�q(F ) := ZI F (t; x
(t); u(t))dt 8 F 2 C(
):54



7.3 Konstruktion einer stetigen HilfstrajektorieDen Abstand der beiden Funktionale �p und �q in den "Punkten\ Fi kann man wiefolgt abs
h�atzen:j�p(Fi)� �q(Fi)j = jZI [Fi(t; x(t); u(t)) � Fi(t; x
(t); u(t))℄dtj == j Xl;s(ls)6=(LS) tls+ÆZtls�Æ [Fi(t; x(t); u(t)) � Fi(t; x
(t); u(t))℄dt ++ t00+ÆZt00 [Fi(t; x(t); u(t)) � Fi(t; x
(t); u(t))℄dt ++ tLSZtLS�Æ [Fi(t; x(t); u(t)) � Fi(t; x
(t); u(t))℄dtj �� Xl;s(ls)6=(LS) tls+ÆZtls�Æ jFi(t; x(t); u(t)) � Fi(t; x
(t); u(t))jdt ++ t00+ÆZt00 jFi(t; x(t); u(t)) � Fi(t; x
(t); u(t))jdt ++ tLSZtLS�Æ jFi(t; x(t); u(t)) � Fi(t; x
(t); u(t))jdt == Xl;s(ls)6=(LS) tls+ÆZtls�Æ jFi(t; x(t); u(t)) � Fi(t;XÆls(t); u(t))jdt ++ t00+ÆZt00 jFi(t; x(t); u(t)) � Fi(t;XÆ00(t); u(t))jdt ++ tLSZtLS�Æ jFi(t; x(t); u(t)) � Fi(t;XÆLS(t); u(t))jdt �� Xl;s(ls)6=(LS) 2 max(t;x;u)2
 jFi(t; x; u)j2Æ + 2 max(t;x;u)2
 jFi(t; x; u)j2Æ �� 4LSÆ max(t;x;u)2
 jFi(t; x; u)j:Wir erinnern no
h einmal an M = maxi2f0;1;2;:::;M1+M2g(t;x;u)2
 jFi(t; x; u)j, dann ergibt si
hj�p(Fi)� �q(Fi)j � 4LSMÆ (7.20)55



Kapitel 7 Konstruktion einer N�aherungsl�osung f�ur die Originalaufgabef�ur jedes i = 0; 1; 2; :::;M1+M2. Die Formeln (7.18) sowie (7.20) erlauben die gesu
htenAbs
h�atzungen zu gewinnen.�(")� 2"1(b� a)� 4LSMÆ � �q(f0)� �(M1;M2) � 4LSMÆ + "+ 2"1(b� a)Weiter bekommen wir f�ur jedes i 2 f1; 2; :::;M1gj�q(�fi )���ij � 4LSMÆ + "+ 2"1(b� a)und f�ur alle j = 1; 2; :::;M2�q( gi )�� j � �4LSMÆ � "� 2"1(b� a):Es ist "2 � 4LSMÆ + "+ 2"1(b� a)zu si
hern, also Æ � "2 � "� 2"1(b� a)4LSM ; (7.21)wenn vorher dur
h ein geeignetes "1 (und " na
h (7.15)) die Unglei
hung"+ 2"1(b� a) < "2 (7.22)garantiert worden ist. Aus (4.9) erhalten wir �"2 � �(") + " � "2, womit der Satz be-wiesen ist. �7.4 Eine N�aherungsl�osung f�ur die OriginalaufgabeUnter der Annahme, da� die im Ausgangsproblem (OP) vorkommenden Funktionenf0, f und g einer Lips
hitzbedingung in x auf A gen�ugen, wollen wir die Konstruktioneiner N�aherungsl�osung abs
hlie�en. Die entspre
henden Lips
hitzkonstanten seien kf0 ,kf und kg, so da� gilt:jf0(t; x; u)� f0(t; x0; u)j � kf0kx� x0kkf(t; x; u) � f(t; x0; u)k � kfkx� x0kkg(t; x; u) � g(t; x0; u)k � kgkx� x0k (7.23)f�ur alle (t; x; u) und (t; x0; u) aus 
.Zun�a
hst wird die konstruierte st�u
kweise konstante Steuerung u(�) zur L�osung derAnfangswertaufgabe aus dem Ausgangsproblem (OP) verwendet. Sei also xR(�) eineL�osung von _x(t) = f(t; x(t); u(t)) x(a) = xa:56



7.4 Eine N�aherungsl�osung f�ur die OriginalaufgabeWir werden mit Hilfe der Funktion x
(�) zeigen, da� xR(�) unter den si
h ans
hlie�endenVoraussetzungen n�aherungsweise zul�assig f�ur das Ausgangsproblem ist und da� das zudem Paar p = (xR(�); u(�)) assoziierte Funktional �p einen Wert �p(f0) liefert, der nahedem minimalen Wert � der verallgemeinerten Optimalsteueraufgabe (2.13) liegt.Dazu nehmen wir an, unter den M1 Testfunktionen vom Typ 1 seien M 01 Funktionen,die aus den Funktionen'h(t) = sin( 2�hb� a(t� a)) h = 1; 2; :::;M12'h(t) = 1� 
os(2�(h �M12)b� a (t� a)) h =M12 + 1;M12 + 2; :::; 2M12wie folgt gebildet werden:'hj(t; x) := xj'h(t); j = 1; ::; n;h = 1; 2; :::; 2M12 : (7.24)Damit ergeben si
h na
h dem Vorgehen aus Abs
hnitt 1 die formalen Ableitungenbez�ugli
h der Di�erentialglei
hung (2.2) dur
h'fhj(t; x; u) := xj _'h(t) + 'h(t)fj(t; x; u); j = 1; ::; n;h = 1; 2; :::; 2M12 : (7.25)Demna
h gilt M 01 = 2M12n, wobei n die Dimension des Zustandsraumes ist.Na
h Satz (28) wissen wirj�q('fhj)��'hj j = j�q('fhj)� xbj'h(b) + xaj'h(a)j = j�q('fhj)j � "2 (7.26)f�ur alle j = 1; 2; :::; n;h = 1; 2; :::; 2M12 , denn es ist'h(a) = 'h(b) = 0 (7.27)f�ur jedes h aus f1; 2; :::; 2M12g. Aus diesem Grund ist au
h die Di�erenz'h(b) bZa fj(�; x
(�); u(�))d� � 'h(a) aZa fj(�; x
(�); u(�))d�glei
h Null. Das verwenden wir in der folgenden Re
hnung:57



Kapitel 7 Konstruktion einer N�aherungsl�osung f�ur die Originalaufgabe
���q('fhj)�� = �� bZa [x
j(t) _'h(t) + fj(t; x
(t); u(t))'h(t)℄dt�� == �� bZa x
j(t) _'h(t)dt+ bZa fj(t; x
(t); u(t))'h(t)dt�� =part:=Int: �� bZa x
j(t) _'h(t)dt+ �'h(t) tZa fj(�; x
(�); u(�))d��ba� bZa _'h(t) tZa fj(�; x
(�); u(�))d�dt�� == �� bZa [x
j(t) _'h(t)dt+ 'h(b) bZa fj(�; x
(�); u(�))d��'h(a) aZa fj(�; x
(�); u(�))d� � bZa _'h(t) tZa fj(�; x
(�); u(�))d�dt�� == �� bZa [x
j(t)� tZa fj(�; x
(�); u(�))d� ℄ _'h(t)dt��:Setzen wir yj(t) := x
j(t)� tZa fj(�; x
(�); u(�))d� 8 t 2 I; (7.28)so liefert (7.26) jZI yj(t) _'h(t)dtj � "2: (7.29)Die einzelnen Komponenten von xR(�) seien xRj(�). Dann gilt f�ur jedes t aus Izj(t) := xRj(t)� tZa fj(�; xR(�); u(�))d� = xaj :Wir de�nieren weiterwj(t) := yj(t)� zj(t) = x
j(t)� tZa fj(�; x
(�); u(�))d� � xaj 8 t 2 I: (7.30)58



7.4 Eine N�aherungsl�osung f�ur die Originalaufgabewj(�) ist also die j-te Komponente des integrierten Di�erentialglei
hungsdefekts bez�ug-li
h (2.2) von x
(�). Aufgrund von (7.29) istjZI wj(t) _'h(t)dtj � "2:Nutzt man nun die De�nition der 'h(�), so gelten die Unglei
hungen��� ZI wj(t) sin� 2�hb� a(t� a)� dt��� � "2(b� a)2�h��� ZI wj(t) 
os� 2�hb� a(t� a)� dt��� � "2(b� a)2�hf�ur h = 1; 2; :::;M12 . D.h. bis auf den konstanten Term sind die ersten 2M12 Fourierko-eÆzienten der wj(�) betragsm�a�ig klein. Wir wollen annehmen, da� die Fourierreihender einzelnen wj(�) gegeben sind dur
hwj(t) � 12aj0 + 1Xi=1(aji 
os� 2�ib� a(t� a)�+ bji sin� 2�ib� a(t� a)�) == 12aj0 +M12Xi=1(aji 
os� 2�ib� a(t� a)�+ bji sin� 2�ib� a(t� a)�) + rj(t)mit jaj0j = 1� ��� ZI wj(t)dt���jaji j = 1� ��� ZI wj(t) 
os� 2�ib� a(t� a)� dt��� � "2(b� a)2�2i f�ur 1 � i �M2;jbji j = 1� ��� ZI wj(t) sin� 2�ib� a(t� a)� dt��� � "2(b� a)2�2i f�ur 1 � i �M2:Es werde nun vorausgesetzt, da� die vektorwertige Funktion w(�) mit den Komponen-tenfunktionen wj(�) in eine Fourier-Reihe entwi
kelbar ist, d.h. da� x
(�) dementspre-
hend konstruiert wurde.w(�) werde nun dargestellt dur
hw(t) = v + 
(t); t 2 I (7.31)mit dem konstanten Vektor v, der aus den Komponenten 12aj0 besteht. Die euklidis
heNorm von 
(t) f�ur jedes t aus I l�a�t si
h wie folgt abs
h�atzen:59
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k
(t)k � 









 ...M12Pi=1(jaji j+ jbji j)...











+ kr(t)k= vuutXj �M12Xi=1(jaji j+ jbji j))2 + kr(t)k� vuut(Xj M12Xi=1(jaji j+ jbji j)))2 + kr(t)k= Xj M12Xi=1(jaji j+ jbji j) + kr(t)k� M12n"2(b� a)�2 + kr(t)k:
(7.32)

Zu einem gegebenen Æ2 > 0 geltekr(t)k � Æ22 ; 8 t 2 I: (7.33)"2 sei derart, da� M12n"2(b� a)�2 � Æ22 : (7.34)Demzufolge wird die euklidis
he Norm von 
(t) f�ur jedes t 2 I kleiner als das vorgege-bene Æ2.Es bleibt der Vektor v zu betra
hten. Aus (7.30), (7.31) und den De�nitionen von y(�)sowie z(�) bekommen wir f�ur alle t aus I:x
(t)� tZa f(�; x
(�); u(�))d� � xR(t) + tZa f(�; xR(�); u(�))d� = v + 
(t): (7.35)In dieser Glei
hung setzen wir t = a und erhaltenx
(a) = xR(a) + v + 
(a):Weil xR(a) = x
(a) = xa ist, folgtkvk = k
(a)k � Æ2: (7.36)Bis zu dieser Stelle wurde gezeigt, da� f�ur geeignete M12 und "2 der integrierte Dif-ferentialglei
hungsdefekt w(�) von x
(�) vorgegeben klein wird. Selbiges wird nun au
h60



7.4 Eine N�aherungsl�osung f�ur die Originalaufgabef�ur den Abstand von xR(�) und x
(�) na
hgewiesen. Dazu verwenden wir (7.35) undstellen f�ur alle t 2 I folgendes fest:kx
(t)� xR(t)k = k tZa f(�; x
(�); u(�))d� �tZa f(�; xR(�); u(�))d� + v + 
(t)k �� kf tZa kx
(�)� xR(�)kd� + kvk + k
(t)k:Hier bietet si
h die Anwendung des Lemmas von Gronwall an:kx
(t)� xR(t)k � kf tZa [kvk + k
(s)k℄exp(kf (t� s))ds+ kvk+ k
(t)kf�ur jedes t 2 I. Dies erlaubt weitere Abs
h�atzungen:kx
(t)� xR(t)k � maxt2I (kvk + k
(t)k)n�� exp(kf (t� s))�ta + 1o == maxt2I (kvk + k
(t)k)exp(kf (t� a)) �� maxt2I (kvk + k
(t)k)exp(kf (b� a))Gelten dann (7.33) und (7.34), so ergibt si
h letztli
h f�ur jedes t 2 Ikx
(t)� xR(t)k � 2Æ2exp(kf (b� a)): (7.37)Folgli
h haben wir gezeigt, da� f�ur geeignete Parameter M12 und "2 au
h die Werte derFunktionen x
(�) und xR(�) vorgegeben nahe beieinander liegen.Im folgenden Satz werden wir auf Zerlegungen Z� der Feinheit kleiner � des Zeitin-tervalls I Bezug nehmen. Damit ist eine �aquidistante Zerlegung von I gemeint, beider bena
hbarte Teilintervalle ledigli
h einen Punkt gemeinsam haben und die L�angeder Teilintervalle dur
h mes(I)P gegeben ist. Dabei ist P eine nat�urli
he Zahl, f�ur diemes(I)P � � gilt.Die vorangegangenen �Uberlegungen nutzen wir aus, um Eigens
haften des Paares p :=(xR(�); u(�)) zu zeigen.Satz 29 Sei � > 0 gegeben. Die Parameter M1, M12, M2, L und " aus der Aufgabe(7.4) und die Parameter S, "1, Æ, "2 und Æ2 aus der Konstruktion k�onnen bei Ber�u
k-si
htigung der Voraussetzungen und angenommenen Beziehungen zwis
hen ihnen so61



Kapitel 7 Konstruktion einer N�aherungsl�osung f�ur die Originalaufgabegew�ahlt werden, da� das aus der Konstruktion resultierende Paar p = (xR(�); u(�)) diefolgenden Abs
h�atzungen erf�ullt: j�p(f0)� �j � �; (7.38)kxR(b)� xbk � �; (7.39)d(xR(t); A) � � 8 t 2 I; (7.40)1mes(J) ZJ g(t; xR(t); u(t))dt � ��; 8 J 2 Z�; (7.41)wobei wieder �p(F ) = RI F (t; xR(t); u(t))dt f�ur jedes F aus C(
) ist. d(x; a) ist derAbstand eines Punktes x 2 Rn zu der Menge A � Rn und wie in Lemma 7 ist � =infQ �(f0).Beweis:Wir beginnen nun mit der Betra
htung der Aussage (7.38). Um in den S
hlu�folgerun-gen dieses Beweises einen besseren �Uberbli
k zu haben, trennen wir die Anzahl L derTestfunktionen vom Typ 3 hier wieder von der AnzahlM1 der Testfunktionen vom Typ1.Das Paar q("2;M1;M2; L) aus Satz 28 erf�ullt die Bedingung�(M1;M2; L)� "2 � �q(f0) � �(M1;M2; L) + "2: (7.42)Wir erhalten mit (7.37) (siehe Bere
hnungen vor diesem Satz) und unter Ausnutzungder Lips
hitzbedingung f�ur f0j�p(f0)� �q(f0)j = jZI [f0(t; xR(t); u(t)) � f0(t; x
(t); u(t))℄dtj �� ZI jf0(t; xR(t); u(t)) � f0(t; x
(t); u(t))jdt �� kf0 ZI k(t; xR(t); u(t)) � (t; x
(t); u(t))kdt == kf0 ZI kxR(t)� x
(t)kdt �� kf0(b� a)2Æ2 exp(kf (b� a)): (7.43)Bezei
hnen wir dann kf0(b� a)2Æ2 exp(kf (b� a)) abk�urzend mit C, so l�a�t si
h (7.43)in der Form �C � �p(f0)� �q(f0) � Cs
hreiben. Wegen (7.42) folgt daraus�C + �(M1;M2; L)� "2 � �p(f0) � C + �(M1;M2; L) + "2:62



7.4 Eine N�aherungsl�osung f�ur die OriginalaufgabeDas Lemma 7 liefert die Aussage, da� zu einem gegebenen Æ3 > 0 die Zahlen M1, M2und L so gro� gew�ahlt werden k�onnen, da�j�(M1;M2; L)� �j � Æ3: (7.44)(7.44) kann in �Æ3 � �(M1;M2; L)� � � Æ3umgeformt werden, woraus man mit dem obigen Ergebnis�C � Æ3 + � � "2 � �p(f0) � C + � + Æ3 + "2erh�alt. Um die Unglei
hung (7.38) zu erf�ullen, w�ahlen wirÆ3 � �3 (7.45)"2 � �3 (7.46)kf0(b� a)2Æ2 exp(kf (b� a)) � �3 : (7.47)Wenden wir uns jetzt den beiden Bedingungen (7.39) und (7.40) des Satzes zu. Es istkxR(b)� xbk = kxR(b)� x
(b)k:Na
h (7.37) ist dies kleiner oder glei
h 2Æ2exp(kf (b� a)). Analog ist f�ur alle t aus Id(xR(t); A) = infy2A kxR(t)� yk � kxR(t)� x
(t)k � 2Æ2exp(kf (b� a))erf�ullt. An dieser Stelle ist demna
h die Unglei
hung2Æ2exp(kf (b� a)) � � (7.48)zu si
hern.Es bleibt, die Bedingung (7.41) zu behandeln. Dazu verweisen wir zun�a
hst auf dieim Anhang unter A.1 formulierten �Uberlegungen. Wir gehen n�amli
h davon aus, da�die M2 Testfunktionen vom Typ 2 die Form (A.1) haben. Die verwendeten 
harakte-ristis
hen Funktionen �J(�) geh�oren zu den Intervallen J der Zerlegung Z�. Somit sollsi
hergestellt werden, da� b� aM2 � � (7.49)gilt. Die entspre
henden Bedingungen aus dem Satz 28 lauten dann:bZa �J(t)g(t; x
(t); u(t))dt � �"2 8 J 2 Z�:63



Kapitel 7 Konstruktion einer N�aherungsl�osung f�ur die OriginalaufgabeUnter Ausnutzung der Lips
hitzbedingung f�ur g(�) f�ur jedes J 2 Z� kann folgendesges
hlossen werden:1mes(J) ZJ g(t; xR(t); u(t))dt = 1mes(J) ZJ [g(t; xR(t); u(t)) � g(t; x
(t); u(t)) ++g(t; x
(t); u(t))℄dt �� �kgmes(J) ZJ kxR(t)� x
(t)kdt+1mes(J) ZJ g(t; x
(t); u(t))dt �� �kg2Æ2exp(kf (b� a))� "2 M2b� a:Damit der letzte Ausdru
k gr�o�er oder glei
h �� wird, verlangen wir, da� die folgendenUnglei
hungen erf�ullt sind: kg2Æ2exp(kf (b� a)) � �2 (7.50)"2 M2b� a � �2 : (7.51)Au�er den Unglei
hungen, in denen � auftritt, sind no
h die Unglei
hungen aus dervorangegangenen Konstruktion zu erf�ullen. Dazu werden no
h einmal alle relevantenFormeln mit den entspre
henden Seiten aufgelistet:"1 > jFi(t0; x0; u0)� Fi(t00; x00; u00)j; Seite 47; (7.52)8 (t0; x0; u0); (t00; x00; u00) 2 
ls;8 l = 1; 2; :::; L; s = 1; 2; :::; S;" < ��t Seite 48; (7.53)" � "1(��t)M Seite 51; (7.54)Æ < 12 min1�l�L1�s�S Hls Seite 54; (7.55)"2 > "+ 2"1(b� a) Seite 56; (7.56)Æ � "2 � "� 2"1(b� a)4LSM + 1 Seite 56; (7.57)"2 � �2Æ22nM12(b� a) Seite 60: (7.58)Nun zeigen wir, wie in aufeinanderfolgenden S
hritten die Parameter aus dem Satzgeeignet zu w�ahlen sind: 64



7.4 Eine N�aherungsl�osung f�ur die Originalaufgabe(1) Man w�ahle zun�a
hst M1, M2 und L, so da� (7.49) und (7.44) mit Æ3 aus (7.45)erf�ullt sind. Mit dieser Wahl �andert si
h M = sup0�i�M1+M2+Lz2
 jFi(z)j ni
ht mehr,au
h falls L no
h vergr�o�ert wird.(2) Man w�ahle Æ2, so da� (7.47), (7.48) und (7.50) erf�ullt sind, d.h. man w�ahle z.B.Æ2 = minn �6kf0(b� a) ; �2 ; �4kgo exp(�kf (b� a)):(3) Man w�ahle (zu geeignetem M12) "2 so, da� (7.46), (7.51) und (7.58) erf�ullt sind.Z.B. w�ahle man "2 = minn�3 ; �(b� a)2M2 ; �2Æ22(b� a)nM12o:Die zus�atzli
henM12 Testfunktionen �andern ni
hts an der Wahl von M1, M2 undL!(4) Die Unglei
hungen (7.54) und (7.56) liefern"1 < "2��tM + 2(b� a) (7.59)und man kann z.B. "1 = "22(��tM + 2(b� a))w�ahlen.(5) Man w�ahle nun ein neues L und S und eine Zerlegung von 
 in Teilmengen
ls = I l�Vs so, da� sie der Unglei
hung (7.52) gen�ugen, aber L ni
ht kleiner alsdas im Punkt (1) gew�ahlte ist. Das "1 aus dem Punkt (4) bleibt erhalten, weil eineVergr�o�erung von L eine Verkleinerung von ��t bewirkt, womit "1 immerno
h dieBedingung (7.59) gen�ugt.(6) " mu� die Unglei
hungen (7.53) und (7.54) erf�ullen, also w�ahlen wir z.B." = minn��t; "1��tM o:(7) Den Abs
hlu� bildet Æ, wel
hes (7.55) und (7.57) gen�ugen mu�. Wir k�onnen z.B.die folgende Wahl tre�en:Æ = minn12 minl;s Hls; "2 � "� 2"1(b� a)4LSM + 1 o:Damit ist gezeigt, da� bei ges
hi
kter Wahl aller Parameter die oben aufgelisteten Un-glei
hungen erf�ullt werden k�onnen. Das bedeutet, die Bedingungen aus dem Satz sinderf�ullt, ohne die Bedingungen an die einzelnen Parameter zu verletzen.�65



Kapitel 8Ein Beispiel f�ur die L�osung einerOptimalsteueraufgabe mittels derRubio-VerallgemeinerungUm das Vorgehen der in dieser Arbeit behandelten Verallgemeinerung eines Optimal-steuerproblems bzw. die ans
hlie�ende Konstruktion von N�aherungsl�osungen zu ver-deutli
hen, werden in diesem Abs
hnitt anhand eines bewu�t einfa
h gew�ahlten Bei-spiels die einzelnen S
hritte vorgef�uhrt.8.1 Das OriginalproblemEs wird das folgende Optimalsteuerproblem betra
htet:1R0 x2(t)dt �! min!_x(t) = u(t) 0 � t � 1x(0) = x(1) = 0x(t) + u2(t)� 1 � 0 0 � t � 1x(t) 2 [0; 1℄; u(t) 2 f�1; 1g 8 t 2 [0; 1℄: (8.1)Demna
h haben wir folgende Entspre
hungen:a = 0 b = 1 I = [0; 1℄ A = [0; 1℄ U = f�1; 1gf0(t; x; u) = x2xa = 0 xb = 0f(t; x; u) = ug(t; x; u) = x+ u2 � 1:66



8.2 Ein Beispiel f�ur die Auswahl der Testfunktionen8.2 Ein Beispiel f�ur die Auswahl der Testfunktionen unddie Aufstellung der diskretisierten verallgemeinertenOptimalsteueraufgabeWir setzen M1 = 6 und legen die Testfunktionen vom Typ 1 wie folgt fest:�1(t; x) := x ) �f1(t; x; u) = u ��1 = 0�2(t; x) := tx ) �f2(t; x; u) = x+ tu ��2 = 0�3(t; x) := x2 ) �f3(t; x; u) = 2xu ��3 = 0�4(t; x) := t2x ) �f4(t; x; u) = 2tx+ t2u ��4 = 0�5(t; x) := tx2 ) �f5(t; x; u) = x2 + 2txu ��5 = 0�6(t; x) := x3 ) �f6(t; x; u) = 3x2u ��6 = 0:Die Anzahl 2M12 der f�ur die Minimalfolgenkonstruktion ben�otigten Testfunktionen mitkompaktem Tr�ager in [a; b℄ = [0; 1℄ (siehe (7.24) auf Seite 57) legen wir mit 10 fest. Somithaben die Testfunktionen folgendes Aussehen:'h(t; x) := x sin(2�ht) h = 1; 2; :::; 5'h(t; x) := x[1� 
os(2�(h � 5)t)℄ h = 6; 7; :::; 10:Die formalen Ableitungen sind dann'fh(t; x; u) = 2�hx 
os(2�ht) + sin(2�ht)u h = 1; 2; :::; 5'fh(t; x; u) = 2�(h� 5)x sin(2�(h � 5)t) + [1� 
os(2�(h � 5)t)℄u h = 6; 7; :::; 10;und f�ur jedes h aus f1; 2; :::; 10g gilt wegen (7.27) auf Seite 57 �'h = 0.F�ur die Testfunktionen vom Typ 2 tre�en wir die folgende Wahl: M2 = 6 und dann j(t; y) := �Ij (t)y )  gj (t; x; u) = �Ij (t)g(t; x; u) = �Ij (t)(x + u2 � 1);sowie � j = 0 f�ur jedes j = 1; :::; 6 (siehe Abs
hnitt A.1). Dabei sind die Ij dieTeilintervalle [ j�16 ; j6 ℄, j = 1; :::; 6.Die Testfunktionen vom Typ 3 (spezialisierter Typ 1) ergaben si
h aus einer �aquidi-stanten Zerlegung des Zeitintervalls. Hier w�ahlen wir eine Zerlegung des Intervalls [0; 1℄in 10 Teilintervalle, so da� si
h folgendes f�ur diese Testfunktionen ergibt:�l(t) := � 1 t 2 [ l�110 ; l10 )0 sonst ��l = 110 l = 1; :::; 9�10(t) := � 1 t 2 [ 910 ; 1℄0 sonst ��10 = 110 :Die verallgemeinerte Optimalsteueraufgabe mit endli
h vielen Nebenbedingungen lau-tet damit: 67



Kapitel 8 Ein Beispiel�(f0) ! min! bez�ugli
h�(�fi ) = ��i i = 1; :::; 6;�('fh) = 0 h = 1; :::; 10;�(�Ij (t)g(t; x; u)) � 0 j = 1; :::; 6;�(�Il(t)) = 110 l = 1; :::; 10:
9>>>>>=>>>>>; (8.2)

8.3 L�osung der diskretisierten verallgemeinerten Optimal-steueraufgabeGem�a� den Betra
htungen zu (4.8) ma
hen wir den folgenden L�osungsansatz:Wir w�ahlen St�utzstellen aus [0; 1℄ � [0; 1℄ � f�1; 1g:z1 = (0; 0;�1) z2 = ( 133 ; 0;�1) � � � z34 = (1; 0;�1)z35 = (0; 120 ;�1) z36 = ( 133 ; 120 ;�1) � � � z68 = (1; 120 ;�1)... ... ... ...z715 = (0; 0; 1) z716 = ( 133 ; 0; 1) � � � z748 = (1; 0; 1)... ... ... ...z1395 = (0; 1; 1) z1396 = ( 133 ; 1; 1) � � � z1428 = (1; 1; 1)und setzen � := 1428Xk=1 �kÆzkin die Aufgabe (8.2) ein. Es entsteht ein lineares Optimierungsproblem in den �k,k = 1; 2; :::; 1428, mit 26 Glei
hungs- und 6 Unglei
hungsnebenbedingungen.Dieses Problem wurde mit dem Computeralgebrasystem MATHEMATICA gel�ost. Inder L�osung �� sind nur die Komponenten mit den Indizes2; 6; 9; 11; 16; 18; 23; 26; 28; 31; 34; 715; 718; 719; 721; 724; 728; 731; 733; 735; 739; 744 und 747gr�o�er als Null. Die zugeh�origen Punkte zk sind( 133 ; 0;�1) ( 533 ; 0;�1) ( 833 ; 0;�1) (1033 ; 0;�1) ( 511 ; 0;�1) (1733 ; 0;�1)(23 ; 0;�1) (2533 ; 0;�1) ( 911 ; 0;�1) (1011 ; 0;�1) (1; 0;�1) (0; 0; 1)( 111 ; 0; 1) ( 433 ; 0; 1) ( 211 ; 0; 1) ( 311 ; 0; 1) (1333 ; 0; 1) (1633 ; 0; 1)( 611 ; 0; 1) (2033 ; 0; 1) ( 811 ; 0; 1) (2933 ; 0; 1) (3233 ; 0; 1):Aus dieser L�osung des LOP wird nun eine N�aherungsl�osung f�ur das Originalproblem(8.1) konstruiert. 68



8.4 Konstruktion einer N�aherungsl�osung f�ur die Originalaufgabe8.4 Konstruktion einer N�aherungsl�osung f�ur die Original-aufgabeDie Menge V := A� U = [0; 1℄ � f�1; 1g wird in die folgenden Teilmengen zerlegt:Vs = [s� 110 ; s10)� f�1g; s = 1; 2; :::; 9;V10 = [ 910 ; 1℄ � f�1g;Vs = [s� 110 ; s10)� f1g; s = 11; 12; :::; 19;V20 = [1910 ; 1℄ � f1g:Die aus diesen Teilmengen "auszuw�ahlenden\ Steuerwerte sindu1 = � � � = u10 = �1; u11 = � � � = u20 = 1:Es stellt si
h heraus, da� alle Gr�o�en �l = tl�tl�1Ptk2Il �k glei
h 1 sind und somit die Zah-len Kl;s = 1428Pk=1 �k�l(tk)�s(xk; uk) und Hl;s = �lKl;s, l = 1; 2; :::; 10; s = 1; 2; :::; 20,�ubereinstimmen. Es werden nur die von Null vers
hiedenen Gr�o�en ber�u
ksi
htigt, dieneu indiziert werden: Hl;1 und Hl;2, l = 1; 2; :::; 10. Die Hl;s liefern eine Zerlegung desZeitintervalls [0; 1℄ in TeilintervalleBl;s := h0 + s�1Xi=1 Hl;i; 0 + sXi=1 Hl;i�; l = 1; 2; :::; 10; s = 1; 2; (l; s) 6= (10; 2);B10;2 := h 910 +H10;1; 910 +H10;1 +H10;2i:Auf diesen Teilintervallen wird die st�u
kweise konstante Steuerung wie folgt festgelegt:Wir su
hen die zu den von Null vers
hiedenen Gr�o�en Hl;s geh�origen Steuerwerte ausden u1; :::; u20 heraus und setzenu(t) := � �1 falls t 2 Bl;1; l = 1; :::; 101 falls t 2 Bl;2; l = 1; :::; 10:
69



Kapitel 8 Ein Beispiel
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Abbildung 8.1: Die st�u
kweise konstante SteuerungDiese Steuerung setzen wir in das Anfangswertproblem des Originalproblems (8.1) einund l�osen es st�u
kweise, d.h. der Funktionswert am re
hten Randpunkt eines Teilinter-valls wird als Anfangswert f�ur das n�a
hste Teilintervall genutzt. Es entsteht die folgendest�u
kweise lineare Trajektorie xR(�):
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Abbildung 8.2: Die st�u
kweise lineare TrajektorieDieses Funktionenpaar (xR(�); u(�)) ist die gesu
hte N�aherungsl�osung der Originalauf-gabe (8.1). Wir wollen abs
hlie�end die Zul�assigkeitsbedingungen aus dem Satz 29�uberpr�ufen und au
h hierf�ur wurde MATHEMATICA genutzt. Die Bedingung (7.39)ist mit Mas
hinengenauigkeit erf�ullt, alsoxR(b) = xR(1) = 0:70



8.4 Konstruktion einer N�aherungsl�osung f�ur die OriginalaufgabeDa xR(�) st�u
kweise linear und stetig ist, kann ihr Minimum nur an den Zeitpunkten10Pl=1 20Ps=1Hl;s angenommen werden. Die Bedingung (7.40) �uberpr�ufen wir also dur
hd(xR(t); A) = d(xR(t); [0; 1℄) = minfjxR( 10Xl=1 20Xs=1Hl;s)j jj l = 1; :::; 10; s = 1; :::; 20g:Dieses Minimum ergibt si
h ungef�ahr zu 0.0720577. Die Intervalle J aus den Bedin-gungen (7.41) haben hier die L�ange 1M2 = 16 und die einzelnen integralen Mittelwertelauten bis auf 7 Stellen Genauigkeit �0:0192023, 0:0105453, 0:0038115, �0:0175494,�0:0317174 und 0:005587. Der Wert f�ur das Zielfunktional ist 0:0008160548.
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Kapitel 9Halbgeordnete Vektorr�aume
9.1 Ni
htnegative FunktionaleSei F ein halbgeordneter Vektorraum und F+ die Menge der ni
htnegativen (positiven)Elemente F 2 F , also F+ = fF 2 F jj F � 0g. In der Folge sei F ein Verband und einnormierter Raum.Bemerkung Ein Verband ist eine halbgeordnete Menge, in der zu je zwei Elementen Fund G eine kleinste obere S
hranke sup(F;G) und eine gr�o�te untere S
hranke inf(F;G)existieren.Beispiel C(
) ist ein Verband bez�ugli
h der Halbordnung F � G , F (z) � G(z) f�uralle z 2 
 und ein normierter Raum bez�ugli
h kFk := supz2
 jF (z)j.De�nition 30 In einem Verband gibt es stets zu jedem Element F einen Positiv-Teil F+, de�niert dur
h F+ := sup(F; 0), und einen Negativ-Teil F�, der dur
hF� := sup(�F; 0) = � inf(F; 0) de�niert wird.Damit gilt dann F = F+ � F� und F+ � 0 und F� � 0: (9.1)Im folgenden werden wir positive (ni
htnegative) Funktionale � : F ! R betra
hten.Positivit�at bedeutet hier �(F ) � 0 f�ur jedes F 2 F+.9.2 Ky-Fan-Aufgabe und positive FunktionaleIn diesem Abs
hnitt wollen wir die folgende Aufgabenstellung untersu
hen: Gesu
ht istein positives lineares Funktional � �uber F , das72



9.2 Ky-Fan-Aufgabe und positive Funktionale
�(Fi) � ai 8 i 2 Ik�k � Nerf�ullt. Diese Aufgabe kann au
h anders formuliert werden: Gesu
ht ist ein linearesFunktional � �uber F , das�(Fi) � ai 8 i 2 I�(F ) � 0 8 F 2 F+k�k � N (9.2)erf�ullt. Die notwendige und hinrei
hende L�osbarkeitsbedingung von Ky Fan daf�ur lau-tet:Satz 31 Es existiert genau dann eine L�osung � der Aufgabe (9.2), wenn f�ur jede end-li
he Auswahl Ie von Indizes i 2 I und jede endli
he Auswahl F+e von ElementenF 2 F+ sowie f�ur zugeordnete ni
htnegative Zahlen 
i, 
F giltXi2Ie 
iai � NkXi2Ie 
iFi + XF2F+e 
FFk: (9.3)Den Beweis dieses Satzes �ndet der Leser z.B. in [17℄.F+ ist ein konvexer Kegel. Damit ist jede ni
htnegative Linearkombination PF2F+e 
FFvon Elementen F 2 F+ mit 
F � 0 f�ur alle F 2 F+e wieder ein Element von F+. Daau�erdem f�ur jedes F 2 F+ wegen (9.1) F = F+ und F� = 0 gilt, s
hreiben wirXF2F+e 
FF = G = G+:Daher kann die L�osbarkeitsbedingung (9.3) einfa
her so ausgedr�u
kt werden:Xi2Ie 
iai � NkXi2Ie 
iFi +G+k (9.4)f�ur alle endli
hen Teilmengen Ie � I, 
i � 0; (i 2 Ie) und f�ur alle G+ 2 F+.Nun sei S := supnXi2Ie 
iai �NkXi2Ie 
iFi +G+k jjIe � I; Ie endli
h; 
i � 0 (i 2 Ie); G+ 2 F+o:Dann wird folgendes behauptet: 73



Kapitel 9 Halbgeordnete Vektorr�aumeLemma 32 F�ur S gibt es nur die zwei M�ogli
hkeiten: S =1 oder S = 0.Beweis: 1. Fall: Es existiere eine endli
he Teilmenge Ie von I, ein Satz von Zahlen�
i � 0, i 2 Ie, und eine Funktion �G+ 2 F+, so da��� :=Xi2Ie �
iai �NkXi2Ie �
iFi + �G+k > 0:Sei t > 0 beliebig und 
i := t�
i; 8 i 2 Ie; G+ := t �G+:Somit gilt nat�urli
h 
i > 0, i 2 Ie, G+ 2 F+ und folgli
h au
h� :=Xi2Ie 
iai �NkXi2Ie 
iFi +G+k = t�� �!1f�ur t!1, also S =1.2. Fall: F�ur jede endli
he Teilmenge Ie von I, jeden Satz von Zahlen 
i � 0, i 2 Ie, undjedes Element G+ 2 F+ gelte � � 0. Dann ist selbstverst�andli
hS = supf� jj Ie � I; Ie endli
h; 
i � 0(i 2 Ie); G+ 2 F+g � 0:F�ur 
i = 0, i 2 Ie, und G+ = 0 ist � = 0. Also ist S = 0. �Mithin lautet die notwendige und hinrei
hende L�osbarkeitsbedingung au
h so:S = 0: (9.5)Bemerkung Man kann stets I statt Ie nehmen, wenn I eine endli
he Indexmenge ist.In der Folge geht es um die Kennzei
hnung einer L�osung �� der Aufgabe (9.2). Es giltdas folgende Lemma.Lemma 33 Sei die Bedingung (9.5) erf�ullt und es seien eine endli
he Teilmenge �Ivon I, �
i � 0, i 2 �I, sowie eine Funktion �G aus F+ ein sol
hes ni
httriviales System(Pi2�I �
i + k �Gk > 0), wel
hes das Supremum S darstellt, alsoS = 0 =Xi2�I �
iai �NkXi2�I �
iFi + �Gk:Weiterhin sei �� eine L�osung der Aufgabe (9.2). Dann gelten (au�er den Bedingungender Aufgabe) ��( �G) = 0; �
i(��(Fi)� ai) = 0; 8 i 2 �I;und ���Xi2�I �
iFi� = ���Xi2�I �
iFi + �G� =Xi2�I �
iai = NkXi2�I �
iFi + �Gk:74



9.2 Ky-Fan-Aufgabe und positive FunktionaleBeweis: Die Bedingungen, die �� in (9.2) erf�ullt, waren��(Fi) � ai; 8 i 2 �I; k��k � N; �� � 0: (9.6)Aus (9.5) folgt Xi2�I �
iai = NkXi2�I �
iFi + �Gk: (9.7)Multiplikation von (9.6) mit �
i und Addition ergibtXi2�I �
iai � ��(Xi2�I �
iFi) � ���Xi2�I �
iFi + �G� � NkXi2�I �
iFi + �Gk =Xi2�I �
iai:Es mu� demna
h �uberall das Glei
hheitszei
hen gelten, insbesondereXi2�I �
i(��(Fi)� ai) = 0 ) �
i(��(Fi)� ai) = 0 8 i 2 �I;weil f�ur jedes i aus �I �
i � 0 und ��(Fi) � ai � 0 ist. D.h. entweder �
i = 0 (undai � ��(Fi)) oder �
i > 0 und dann ai = ��(Fi).Aus ���Xi2�I �
iFi� = ���Xi2�I �
iFi�+ ��( �G)folgt sofort ��( �G) = 0. �Eine weitere einfa
he Folgerung aus dem obigen Lemma ist:Wenn Pi2�I �
iFi + �G 6= 0, so ist NkPi2�I �
iFi + �Gk 6= 0 und mithin k��k = N .Nun wird die folgende Optimierungsaufgabe gestellt:Gesu
ht ist ein lineares Funktional � �uber F , das�(f0) minimiertunter den Nebenbedingungen�(Fi) � ai 8 i 2 I�(F ) � 0 8 F 2 F+k�k � N: (9.8)Zun�a
hst werde dana
h gefragt, ob es eine positive L�osung � der Nebenbedingungengibt, wel
he einen Wert �(f0) � b075



Kapitel 9 Halbgeordnete Vektorr�aumehat, wobei b0 irgendeine Zahl ist. Zu l�osen ist also die Hilfsaufgabe:�(�f0) � �b0 , �(f0) � b0�(Fi) � ai 8 i 2 I�(F ) � 0 8 F 2 F+k�k � N:Ein L�osbarkeitskriterium der Hilfsaufgabe stellt das folgende Lemma dar.Lemma 34 Die obige Hilfsaufgabe ist l�osbar genau dann, wennb0 � a0;wobei a0 := supnXi2Ie 
iai �Nk � f0 +Xi2Ie 
iFi +G+k jjIe � I; Ie endli
h; 
i � 0 (i 2 Ie); G+ 2 F+o:a0 ist au
h das Minimum der Optimierungsaufgabe (9.8).Beweis: Notwendig und hinrei
hend f�ur die L�osbarkeit der Hilfsaufgabe ist die Bedin-gung (9.3). Hier lautet sie�
0b0 +Xi2Ie 
iai � Nk � 
0f0 +Xi2Ie 
iFi +Gk 8 Ie; 
0 � 0; 
i � 0 (i 2 Ie); G 2 F+:(9.9)Wir benutzen die Notwendigkeit. Wenn 
0 = 1, so ist (9.9) glei
hwertig mitXi2Ie 
iai �Nk � f0 +Xi2Ie 
iFi +Gk � b0 8 Ie; 
i � 0 (i 2 Ie); G 2 F+: (9.10)Somit ist a0 � b0 (9.11)notwendig f�ur die L�osbarkeit der Hilfsaufgabe. Nun wollen wir die Hinl�angli
hkeit er-s
hlie�en. Aus der G�ultigkeit von (9.11) folgt (9.10). Denn: Sei 
00 � 0 beliebig und
0i = 
00
i sowie G0 = 
00G. Na
h Multiplikation von (9.10) mit 
00 ergibt si
h (9.9),allerdings mit 
00, 
0i und G0 statt 
0, 
i und G. O�enbar dur
hlaufen au
h die 
00, 
0iund G0 alle ni
htnegativen Zahlen bzw. Elemente von F+. Mithin ist die Hilfsaufgabel�osbar, wenn a0 � b0.Nun wollen wir annehmen, da� inf �(f0) der Optimierungsaufgabe (9.8) e
ht kleinerals a0 ist. In dem Fall g�abe es eine L�osung � der Nebenbedingungen von (9.8) mitb0 := �(f0) < a0. Das bedeutet, � w�are eine L�osung der Hilfsaufgabe zu einem b0 < a0.76



9.3 Kennzei
hnung einer optimalen L�osung ��Das steht aber im Widerspru
h zu der Tatsa
he, da� a0 � b0 notwendig f�ur die L�osbar-keit der Hilfsaufgabe ist. �Als Ergebnis steht somit fest: � ist eine L�osung der Optimierungsaufgabe (9.8) genaudann, wenn � eine L�osung der Hilfsaufgabe mit b0 = a0 ist. F�ur dieses Funktional �gilt automatis
h �(f0) = a0. Wenn a0 endli
h ist, mit anderen Worten, wenn a0 < 1ist, existiert eine optimale L�osung von (9.8).9.3 Kennzei
hnung einer optimalen L�osung ��Es sei �I eine endli
he Teilmenge von I, �
i � 0, (i 2 �I), �G 2 F+, so da�a0 =Xi2�I �
iai �Nk � f0 +Xi2�I �
iFi + �Gk (9.12)und �� eine optimale L�osung, mithin eine L�osung der Hilfsaufgabe zu b0 = a0. Dannliefert die Anwendung des Lemmas 33��(f0) = a0�
i[��(Fi)� ai℄ = 0 8 i 2 �I��( �G) = 0: (9.13)Ferner ergibt si
h ��(�f0 +Pi2�I �
iFi + �G) = ��(�f0 +Pi2�I �
iFi) =�a0 +Pi2�I �
iai = Nk � f0 +Pi2�I �
iFi + �Gk: (9.14)Wegen der Aufgabenstellung gilt sowieso��(Fi) � ai 8 i 2 I: (9.15)(Dies gilt also au
h f�ur die Indizes i =2 �I .)Aus der si
h an das Lemma 33 ans
hlie�enden Folgerung erhalten wir: Wenn das Ele-ment �f0 +Pi2�I �
iFi + �G unglei
h Null ist, istk��k = N: (9.16)77



Kapitel 9 Halbgeordnete Vektorr�aume9.4 Ein Beispiel f�ur die AnwendungWir setzen F = L1(
) und F+ glei
h der Menge der ni
htnegativen integrierbarenFunktionen von z 2 
. Die si
h ans
hlie�enden Re
hnungen werden au
h dur
h dieUntersu
hungen im Anhang B motiviert.Jedes lineare, bes
hr�ankte Funktional � �uber F ist mit Hilfe einer me�baren, im we-sentli
hen bes
hr�ankten Funktion � darstellbar:�(F ) = Z
 F (z)�(z)dz 8 F 2 F : (9.17)Bemerkung Eine sol
he Funktion � wird h�au�g als erzeugende Funktion von �bezei
hnet.Zun�a
hst k�onnen wir feststellen, da� � genau dann positiv ist, wenn �(z) � 0 f�ur fastalle z gilt. Weiterhin sind k�k = vraimaxz2
 j�(z)jund kFk = Z
 jF (z)jdz:Sei ��(F ) = Z
 F (z)��(z)dz 8 F 2 Fdie Darstellung einer optimalen L�osung. Dann bedeutet (9.13)Z
 f0(z)��(z)dz = a0;Z
 Fi(z)��(z)dz = ai; f�ur �
i > 0Z
 �G(z)��(z)dz = 0; (9.18)
und (9.14)Z
 (�f0(z) +Xi2�I �
iFi(z) + �G(z))��(z)dz = N Z
 j � f0(z) +Xi2�I �
iFi(z) + �G(z)jdz:Daraus folgt mit Hilfe der Abk�urzung �h(z) := �f0(z) +Pi2�I �
iFi(z) + �G(z)Z
 (N j�h(z)j � �h(z)��(z))dz = 0: (9.19)78



9.4 Ein Beispiel f�ur die AnwendungEs ist ��(z) � 0 fast �uberall und j��(z)j � vraimaxf. �u. ��(z) � N;also N j�h(z)j � �h(z)��(z) � 0 fast �uberall:Wegen (9.19) ist daher N j�h(z)j � �h(z)��(z) = 0 fast �uberall:Hieraus ergibt si
h, da� auf der Menge der z mit �h(z) 6= 0��(z) = N j�h(z)j�h(z) = Nsgn(�h(z)) fast �uberall (9.20)sein mu�.9.4.1 Zur Bestimmung von a0a0 war gegeben dur
hsup�Xi2Ie 
iai �Nk � f0 +Xi2Ie 
iFi +G+kjj Ie � I; Ie endli
h; 
i � 0 (i 2 Ie); G+ 2 F+	:I wird nun als endli
h vorausgesetzt, also I = Ie gesetzt. Daraus resultierta0 = supfXi2I 
iai �Nk � f0 +Xi2I 
iFi +Gk jj 
i � 0; (i 2 I); G 2 F+g= sup
i�0 supG2F+(Xi2I 
iai �Nk � f0 +Xi2I 
iFi +Gk)= sup
i�0 �Xi2I 
iai + supG2F+[�Nk � f0 +Xi2I 
iFi +Gk℄�= sup
i�0 �Xi2I 
iai �N infG2F+ k � f0 +Xi2I 
iFi +Gk�:Sei f := �f0 +Pi2I 
iFi und G[f ℄ eine Minimumstelle von kf +Gk �uber der Menge derni
htnegativen Elemente G von F , d.h.infG2F+ kf +Gk = kf +G[f ℄k:In F = L1(
) und F+ = fF 2 F jj F (z) � 0 fast �uberallg existiert die MinimumstelleGf , die si
h wie folgt ausre
hnen l�a�t.Dur
h die spezielle Wahl von F und F+ folgt aus der De�nition 30 n�amli
hf+(z) = maxff(z); 0g; f�(z) = maxf�f(z); 0g:79



Kapitel 9 Halbgeordnete Vektorr�aumeEs folgt f+(z); f�(z) � 0;f+; f� 2 L1(
); wenn f 2 L1(
);f(z) = f+(z) � f�(z):F�ur f(z) � 0 und g(z) � 0 istjf(z) + g(z)j = f(z) + g(z) � f(z) + 0 = f+(z):F�ur f(z) < 0 und g(z) � 0 ist jf(z) + g(z)j � 0 = f+(z);Somit gilt f�ur jedes g 2 F+ und jedes z 2 
jf(z) + g(z)j � f+(z)und mithin Z
 jf(z) + g(z)jdz � Z
 f+(z)dz;Z
 jf(z) + f�(z)jdz = Z
 f+(z)dz:Dies zieht ming�0 kf + gk = kf+kna
h si
h, sowie G[f ℄ = f� und kf +G[f ℄k = kf+k:Als Ergebnis erhalten wira0 = sup
i�0 �Xi2I 
iai �Nk � f0 +Xi2I 
iFi +G[�f0 +Xi2I 
iFi℄k� == sup
i�0 �Xi2I 
iai �Nk(�f0 +Xi2I 
iFi)+k� == sup
i�0 �Xi2I 
iai �N Z
 (�f0 +Xi2I 
iFi)+(z)dz�: (9.21)9.5 Anwendung auf die diskretisierte verallgemeinerte Op-timalsteueraufgabeErsetzt man in der diskretisierten verallgemeinerten Optimalsteueraufgabe (4.3) dieGlei
hungsnebenbedingungen dur
h ein Paar von Unglei
hungen, so hat die Aufgabe80



9.5 Anwendung auf die diskretisierte verallgemeinerte Optimalsteueraufgabedie Form von (9.2). Ledigli
h die Normbedingung von (9.2) ist in (4.3) als Glei
hungs-bedingung vorhanden, weil die 1-Funktion in den formalen Ableitungen der Testfunk-tionen bez�ugli
h der Di�erentialglei
hung (2.2) enthalten ist. Interessanterweise ergibtsi
h bereits aus der zus�atzli
hen Positivit�atsforderung in der Ky-Fan-Aufgabe, da� dieNormbedingung mit Glei
hheit erf�ullt wird.Die Existenz einer L�osung der Aufgabe (4.3) ist na
hgewiesen. Demzufolge ist das Su-premum aus dem Lemma 34 endli
h. Falls si
h also ein maximierendes System �
i, i 2 If�ur a0 (siehe (9.21)) �nden l�a�t, so kann im Fall F = L1(
) eine L�osung f�ur das dis-kretisierte verallgemeinerte Optimalsteuerproblem angegeben werden.Nun bedarf es nat�urli
h no
h weiterer �Uberlegungen, um aus der erzeugenden Funktioneine N�aherungsl�osung f�ur die Originalaufgabe zu konstruieren. M�oli
herweise kann dieKonstruktion sogar mit Hilfe des aus der Darstellung (9.17) mit der bere
hneten erzeu-genden Funktion resultierenden Funktionals genauso wie im Abs
hnitt 7.2 dur
hgef�uhrtwerden.
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Kapitel 10Zusammenfassung und Ausbli
kDiese Dissertation stellt eine �Uberarbeitung und Erweiterung der Rubio-Verallgemei-nerung eines Optimalsteuerproblems aus dem Bu
h [26℄ dar.Der von J. E. Rubio betra
hteten Aufgabenstellung wurden hier zus�atzli
he Steuer-Zustandsbes
hr�ankungen hinzugef�ugt. Eine weitere Vergr�o�erung der mit der Rubio-Verallgemeinerung zu behandelnden Aufgabenklasse w�are von Nutzen. Insbesonderesollte die Rubio-Verallgemeinerung auf Aufgaben mit freiem re
hten Ende erweitertwerden.Rubio gebrau
ht in seinem Bu
h [26℄ die Begri�e lineares stetiges Funktional und re-gul�ares Borel-Ma� h�au�g in synonymer Weise. Dur
h den Rie�'s
hen Darstellungssatzist die eineindeutige Zuordnung unter gewissen Voraussetzungen gesi
hert. Allerdingsf�uhrt die we
hselnde Benutzung der beiden Begri�e zu Unklarheiten. In der vorlie-genden Arbeit wird haupts�a
hli
h der Begri� des Funktionals verwendet. Nur bei derUntersu
hung der Extrempunkte in der Menge der zul�assigen Funktionale im Kapitel5 erfolgt der �Ubergang zu der Menge der regul�aren Borel-Ma�e. Na
h Abs
hlu� derUntersu
hungen wird das Ergebnis mittels des Rie�'s
hen Darstellungssatzes wiederf�ur Funktionale formuliert. Die gesamte Darstellung der Verallgemeinerung w�are ein-heitli
her, k�onnte man dasselbe Resultat au
h dur
h Untersu
hungen in der Menge derFunktionale errei
hen.Die Verallgemeinerung eines Optimalsteuerproblems bewirkt eine Vergr�o�erung derZul�assigkeitsmenge. Dabei stellt si
h immer die Frage na
h der Ver�anderung des in-�malen Zielfunktionalwertes (bei Aufgaben, in denen das Minimum bzw. das In�mumdes Zielfunktionals gesu
ht ist). Im Kapitel 3 ist die Relaxation eines Optimalsteu-erproblems, wie von S. Butzek in der Arbeit [7℄ bes
hrieben wurde, als Spezialfallder Rubio-Verallgemeinerung festgestellt worden. Die Ergebnisse von S. Butzek zurExistenz einer Relaxationsl�u
ke zwis
hen dem Originalproblem und dem relaxiertenProblem erlauben dann die S
hlu�folgerung, da� au
h zwis
hen dem Originalproblemund der Rubio-Verallgemeinerung eine sol
he L�u
ke auftreten kann. In dem Fall, da�keine Steuer-Zustandsbes
hr�ankungen vorhanden sind, ist dem Autor dieser Arbeitdiesbez�ugli
h keine gesi
herte Aussage bekannt.82



Kapitel 10 Zusammenfassung und Ausbli
kDie Extrempunkte in der Menge der zul�assigen Funktionale sind Linearkombinationenvon Dira
-Funktionalen. Dies ergab die oben bereits erw�ahnte Untersu
hung im Kapitel5. Der daraus abgeleitete L�osungsansatz f�ur die diskretisierte verallgemeinerte Optimal-steueraufgabe liefert nur eine N�aherung des optimalen Funktionals. Deshalb werden imKapitel 6 eine konstruktive Begr�undung f�ur diesen Ansatz und eine weitere M�ogli
hkeitder Approximation von Funktionalen aus C�(
), n�amli
h die dur
h integrale Mittelwer-te, angegeben. Hier sind si
herli
h au
h no
h andere Approximationsans�atze denkbar.Im Kapitel 7 wird aus der L�osung des diskretisierten verallgemeinerten Optimalsteu-erproblems (7.4) eine N�aherungsl�osung f�ur das Originalproblem gewonnen. Diese Kon-struktion entspri
ht der Konstruktion von Rubio aus [26℄. Allerdings wurde die Dar-stellung besser strukturiert und verk�urzt. Hier sind besonders das Lemma 27 und derSatz 28 zu nennen. Aber au
h hier k�onnen no
h Verbesserungen vorgenommen werden.So s
heint die Konstruktion der stetigen Hilfstrajektorie x
(�) �uber
�u�ig, weil mandie Antworttrajektorie xR(�) m�ogli
herweise au
h direkt mit der st�u
kweise konstan-ten Hilfstrajektorie verglei
hen k�onnte, wenn man diese in einer kleinen Umgebung derRandpunkte wie x
(�) ab�andert.Das einfa
he Beispiel des Kapitels 8 soll das Vorgehen bei der Rubio-Verallgemeinerungverans
hauli
hen. Obwohl au
h s
hon kompliziertere Beispiele behandelt wurden, z.B.in [26℄, sind no
h weitere numeris
he Erfahrungen n�otig, um diese Verallgemeinerungals praktikable Methode zur L�osung von Optimalsteuerproblemen zu etablieren. Abers
hon bei dem einfa
hen Beispiel wird deutli
h, da� umfangrei
he Computerarbeit zurL�osung notwendig ist. Die Dimension des linearen Optimierungsproblems (4.8) steigt,wenn die Anzahl der Diskretisierungspunkte von 
 bzw. die Anzahl der Testfunktionenerh�oht wird. Insbesondere die Vergr�o�erung der Dimensionen von Phasen- und Steuer-raum zieht eine erhebli
he Vergr�o�erung der Dimension des LOP na
h si
h, so da� derEinsatz von leistungsf�ahigen Re
hnern unumg�angli
h ist.Es reduzieren si
h m�ogli
herweise die Probleme, wenn man f�ur die Aufgabe (4.3) eineexplizite L�osung angeben kann. Eine M�ogli
hkeit dies zu tun, wird im Kapitel 9 (spe-ziell im Abs
hnitt 9.4) vorgestellt. Um konkrete Beispiele zu bearbeiten, m�u�te dannaber no
h gekl�art werden, wie man zu einem maximierenden System �
i, i 2 I f�ur (9.21)gelangt und wie man letztendli
h eine N�aherungsl�osung f�ur die Originalaufgabe erh�alt.Die vom Autor am Ende des Kapitels 9 ge�au�erte Idee besteht darin, mit der bere
hne-ten erzeugenden Funktion und der Darstellung (9.17) ein Funktional zu de�nieren, dasin derselben Art und Weise im Abs
hnitt 7.2 zur Konstruktion von N�aherungsl�osungengenutzt werden kann.
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Anhang AUnglei
hungen mit integrierbarenFunktionenLemma 35 Sei v : [a; b℄ ! R eine integrierbare Funktion. Daraus folgt, da� v(t) � 0fast �uberall genau dann gilt, wennbZa �T (t)v(t)dt � 0 8 T � [a; b℄; T me�bar:Hier bezei
hnet �T die 
harakteristis
he Funktion von T .Beweis: Zur Notwendigkeit: Wenn v(t) � 0 fast �uberall gilt, so ist �T (t)v(t) � 0 fast�uberall. Mithin gilt dann au
h bZa �T (t)v(t)dt � 0:Zur Hinl�angli
hkeit: Sei bZa �T (t)v(t)dt � 0f�ur jede me�bare Teilmenge T von [a; b℄. Wir wollen nun annehmen, da� v(t) ni
ht fast�uberall gr�o�er oder glei
h Null ist. Dann existiert eine me�bare Teilmenge T von [a; b℄mit positivem Ma�, auf der v(t) < 0 gilt. Mithin gilt au
h�T (t)v(t) < 0 8 t 2 T:Aus den Eigens
haften der 
harakteristis
hen Funktion �T (�) erhalten wir au�erdem�T (t)v(t) = 0 8 t =2 T:84



A.1 �Aquivalenz von Mengen von TestfunktionenDamit ergibt si
h f�ur das Integral �uber [a; b℄bZa �T (t)v(t)dt < 0;was im Widerspru
h zur obigen Voraussetzung steht. �A.1 �Aquivalenz von Mengen von TestfunktionenMittels des Lemmas 35 wird an dieser Stelle na
hgewiesen, da� bereits eine Teilmengeder Testfunktionen vom Typ 2 ausrei
ht, um die verallgemeinerte Aufgabe (2.10) zuformulieren.Sei T eine beliebige me�bare Teilmenge von [a; b℄. Wir betra
hten die Funktionen  T :R � Rm ! R mit  T (t; y) := �T (t)y: (A.1)Da T me�bar ist, ist au
h  T (�) me�bar. Zudem ist  T (�) ni
htfallend in jeder Kom-ponente von y. Also ist jede dur
h (A.1) mit einer me�baren Teilmenge T von [a; b℄de�nierte Funktion eine Testfunktion vom Typ 2. Na
h (2.7) ist dann gT (t; x; u) := �T (t)g(t; x; u)und wegen (2.9) ergibt si
h � T = 0.Sei nun (x(�); u(�)) ein Funktionenpaar, das die Nebenbedingungen (2.4) des Original-problems (OP) erf�ullt. Daraus folgt, da� au
h die BedingungenbZa  g(t; x(t); u(t))dt � � 8  vom Typ 2 (A.2)erf�ullt sind. Das Paar (x(�); u(�)) gen�ugt dann nat�urli
h der folgenden Teilmenge derBedingungen (A.2):bZa  g(t; x(t); u(t))dt � � 8 T � [a; b℄; T me�bar: (A.3)Demna
h folgt aus (2.4) gerade (A.2), woraus si
h (A.3) ergibt. Na
h dem Lemma 35ist aber (2.4) �aquivalent zu (A.3). Folgli
h sind die Bedingungen (2.4), (A.2) und (A.3)�aquivalent.
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Anhang BZur Di
htheit von L�1(
) in C�(
)
Seien 
 eine kompakte Teilmenge des Rn , C(
) der Raum der stetigen Funktionen undL1(
) der Raum der Lebesgue-integrierbaren Funktionen �uber 
. F�ur diese R�aume giltC(
) �! L1(
), wobei �! die stetige Einbettung symbolisiert (f 2 C(
) ) kfkL1 �
onstkfkC). Diese Einbettung ist sogar di
ht in der Normtopologie. Aus der Relationf�ur die Funktionenr�aume folgt f�ur ihre Dualr�aume L�1(
) �! C�(
) (� 2 L�1(
) )k�kC� � 
onst0k�kL�1 ). Ist diese Einbettung di
ht in einer Topologie? Um dies zuuntersu
hen, betra
hten wir ein endli
hes Funktionensystem fF0; F1; :::; Fmg aus C(
)und ein Funktional � 2 C�(
). Jede der Funktionen des Systems besitzt ein Stetig-keitsmodul wFi , i = 0; 1; :::;m. Dann seiw(�) := maxfwFi (�) jj i = 0; 1; :::;mg 8 � 2 R; � � 0:Zu einem vorgegebenen " > 0 de�nieren wir nun wie im Abs
hnitt 6.1 dur
h (6.1) einFunktional �". Die Abs
h�atzung (6.2) (au
h aus dem Abs
hnitt 6.1) liefertj�(Fi)� �"(Fi)j � k�kwFi (") i = 0; 1; :::;m;und mithin j�(Fi)� �"(Fi)j � k�kw(") i = 0; 1; :::;m: (B.1)Wir sehen uns das Funktional �" genauer an:�"(F ) = KXk=1�k 1j
kj Z
k F (z)dz = Z
 � KXk=1�k�
k (z)j
kj �| {z }v(z) F (z)dz:�
k (�) ist die 
harakteristis
he Funktion der Menge 
k. (B.1) kann somit dur
hj�(Fi)� Z
 v(z)Fi(z)dzj � k�kw(") i = 0; 1; :::;m86



Kapitel B Zur Di
htheit von L�1(
) in C�(
)ersetzt werden. Die Funktion v(�) ist ein Element des L1(
) und somit ist �" na
h derFormel (9.17) ein Funktional aus L�1(
). (B.1) bedeutet dann, da� jedes Funktional �aus C�(
) f�ur alle endli
hen Funktionensysteme vorgegeben gut dur
h ein Funktional�" approximiert werden kann. Anders ausgedr�u
kt lautet dieses Resultat: L�1(
) liegtdi
ht in C�(
) bez�ugli
h der s
hwa
h*-Topologie.
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