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Kapitel 1

Einleitung und Motivation

Héiufig ist das Losen von Optimalsteuerproblemen mit Schwierigkeiten verbunden. In
vielen Féllen lassen sich notwendige oder auch hinreichende Bedingungen, wie das
Pontrjaginsche Maximum-Prinzip oder der Satz von Roxin-Fillipov, nicht anwenden.
Moéglich ist auch, dafl die Menge der zuléssigen Paare leer ist bzw. das Minimum des
Zielfunktionals iiber dieser Menge nicht angenommen wird.

Ein anschauliches Beispiel aus der Arbeit [31] von L. C. Young soll das Problem ver-
deutlichen.

Wir wollen annehmen, ein Segler mochte auf einem hinreichend breiten Flufl mit dem
Strom, aber gegen den Wind von einem Punkt A zu einem Punkt B segeln. Es ist
bekannt, dafl der Segler gegen den Wind ,kreuzen®* mufi und dafl der Flufl aufgrund
der unterschiedlichen Tiefe in der Mitte stérker fliefit als in der Nihe des Ufers. Ver-
nachléssigen wir die Zeit beim ,, Wenden*, so ist klar, je weiter der Segler sich von der
FluBBmitte entfernt, desto langsamer wird er. Das bedeutet, die optimale Lésung wére,
in der Mitte des Flufles unendlich oft zu ,kreuzen“. Diese Losung entspricht aber keiner
klassischen Funktion.

Um in solchen Fillen wenigstens eine Naherungslosung zu bekommen, kann man soge-
nannte Verallgemeinerungen oder Relaxierungen des Optimalsteuerproblems betrach-
ten. Dabei ist die Vergroflerung der Menge der zulissigen Paare ein typisches Vorgehen.
Untersuchungen zu diesem Thema findet man z.B. in den Arbeiten von L. C. Young
[31], A. D. Toffe und V. M. Tichomirov [16], J. Warga [28], sowie von R. V. Gamkrelidze
[12].

Eine andere Moglichkeit ist die Fortsetzung des Zielfunktionals zu einem unterhalbst-
etigen Funktional. Dies beschreibt z.B. T. Roubiéek in seinen Arbeiten [21] und [22].
Beide Herangehensweisen werden von T. Roubicek in [20] und von J. E. Rubio in [26]
beriicksichtigt. Rubio verwertet und erweitert in seinem Buch die Ergebnisse einiger
seiner fritheren Arbeiten (siehe beispielsweise [23], [24] und [25]), in denen er eine neue
Verallgemeinerung erstmals vorstellt. Dieses Buch bildet die Grundlage der vorliegen-
den Arbeit. Die spezielle Verallgemeinerung wird fortan mit Rubio-Verallgemeinerung
bezeichnet.



Kapitel 1 Einleitung und Motivation

Im Kapitel 2 werden die Originalaufgabe formuliert und die Verallgemeinerung abge-
leitet. Dabei definiert jedes zuldssige Paar (z(-),u(-)) des Originalproblems ein zuge-
ordnetes lineares stetiges Funktional iiber einem Raum C(Q). Die Verallgemeinerung
des Originalproblems besteht nun darin, dal man nach linearen stetigen Funktionalen
iiber C'(2) sucht, die den Nebenbedingungen der zugeordneten Funktionale geniigen.

Der zu behandelnde Aufgabentyp wird hier allerdings nach einem Ratschlag von L.
Bittner durch Steuer-Zustandsbeschrinkungen erweitert. Es zeigt sich, daf} die Verall-
gemeinerung dhnlich wie bei Rubio [26] vor sich geht und teilweise auch theoretische
Aussagen iiber Konvergenz und Existenz von Lésungen iibernommen werden kénnen.

Der Vergleich der Rubio-Verallgemeinerung mit der Relaxierung eines Optimalsteuer-
problems, wie sie z.B. bei S. Butzek in [7] dargestellt ist, im Kapitel 3 stellt einen
klaren Unterschied zu den Untersuchungen von Rubio heraus. Durch die zuséitzli-
chen Steuer-Zustandsbeschrinkungen kann in einigen Fillen eine sogenannte ,Rela-
xationsliicke“ zwischen dem Originalproblem und der Verallgemeinerung nachgewiesen
werden.

Die Verallgemeinerung des Originalproblems erfolgt mit Hilfe von Testfunktionen und
liefert ein unendlich-dimensionales lineares Optimierungsproblem. Eine endliche Aus-
wahl der Testfunktionen und die Einschrinkung des unterliegenden Raumes fithren zu
einem endlich-dimensionalen linearen Optimierungsproblem (kurz LOP genannt). Dies
ist im Kapitel 4 beschrieben.

Die Einschrinkung des unterliegenden Raumes wird einerseits wie bei Rubio [26] durch
Untersuchung extremaler Punkte in der Menge der zulissigen Funktionale erreicht (sie-
he Kapitel 5).

Andererseits kann man auch nach Approximationen von positiven linearen stetigen
Funktionalen fragen. Im Kapitel 6 werden zwei Typen von derartigen Approximatio-
nen vorgestellt.

Die Losung des LOP nutzt man zur Konstruktion einer niherungsweise optimalen
Steuerung sowie einer ndherungsweise optimalen Trajektorie der Originalaufgabe. Die-
se Konstruktion wird im Kapitel 7 vorgefithrt und es wird ein Giite-Kriterium fiir die
Né&herungslosung angegeben.

Das Beispiel im Kapitel 8 soll die Vorginge bei der Rubio-Verallgemeinerung und bei
der Konstruktion von Néherungslosungen verdeutlichen. Deshalb ist auch bewuf}t ein
einfaches Beispiel gewihlt worden.

Die lineare Optimierungsaufgabe, die man nach der Auswahl der Testfunktionen erhélt
(ohne Einschrinkung des darunterliegenden Raumes), hat die Struktur einer Ky-Fan-
Aufgabe (siehe z.B. [17] von Ky Fan).

Im Kapitel 9 werden notwendige und hinreichende Existenzkriterien solcher Aufgaben,
Eigenschaften halbgeordneter Riume sowie ein Darstellungssatz von positiven linearen
stetigen Funktionalen genutzt, um im Fall von L!-Testfunktionen eine Losung kon-
struktiv anzugeben.

Was ist nun im Vergleich zu den Arbeiten von Rubio vollkommen neu? Neu sind die



Kapitel 1 Einleitung und Motivation

folgenden Punkte:

1)

2)

Es werden Steuer-Zustandsbeschrinkungen in die Originalaufgabe mit einbezo-
gen.

Die Rubio-Verallgemeinerung wird mit einer speziellen Relaxierung eines Opti-
malsteuerproblems verglichen.

Die Approximierbarkeit der linearen stetigen Funktionale iiber C(€2) durch dis-
krete Funktionale, d.h. durch Linearkombinationen von Dirac-Funktionalen bzw.
intergralen Mittelwerten, wird konstruktiv begriindet.

Es werden die Ky-Fan-Sétze iiber funktionale lineare Ungleichungen auf die Ver-
allgemeinerung des Originalproblems angewandt. Zur Anwendung sind eine Reihe
von theoretischen Aussagen entwickelt worden.

Das verallgemeinerte Problem, das in C*(Q) spielt, wird durch ein gleichartiges
Problem in Lj(2) ersetzt, wodurch unter Umstinden eine explizite formelmafBige
Darstellung des optimalen Funktionals gewonnen werden kann.

Zahlreiche Ungenauigkeiten und Schlufifehler von Rubio wurden beseitigt und
einige theoretische Ausfiihrungen vereinfacht (insbesondere die Konstruktion der
stetigen Hilfstrajektorie im Abschnitt 7.3).



Kapitel 2

Die Rubio-Verallgemeinerung
eines Optimalsteuerproblems

2.1 Problemstellung

In der vorliegenden Arbeit werden Optimalsteuerprobleme der folgenden Form unter-
sucht:
Minimiere das sogenannte Zielfunktional:

b
/fo(t,x(t),u(t))dt (2.1)

iiber der Menge aller absolut stetigen n-dimensionalen Funktionen z(-) und aller Lebes-
gue-mefibaren r-dimensionalen Funktionen u(-), die den nachstehenden Bedingungen
geniigen:

B(t) = f(t,x(t),ut), a<t<b f i (2.2)
w(a) =z,  x(b) = (2.3)
g(t,z(t),u(t)) >0 a<t<b (2.4)
AuBerdem wird
s(t) EACR', u(t)eUCR Vte la,b (2.5)

gefordert sowie Kompaktheit von A und U vorausgesetzt. Der Ubersichtlichkeit halber
verwenden wir folgende Bezeichnungen: Q := I x A x U mit I = [a,b]. f: Q@ - R”
besitze die Caratheodory-Eigenschaft, d.h. sie sei stetig in  und u sowie mefibar in ¢.
Fiir



2.2 Die Rubio-Verallgemeinerung eines Optimalsteuerproblems

die restlichen in der Aufgabenstellung vorkommenden Funktionen gelte: fo : Q@ — R sei
stetig und g : 2 — R™ hinreichend glatt. 0 ist ein Element des R™ und die Relation
> komponentenweise zu verstehen. Da in dieser Arbeit immer wieder Bezug auf dieses
Problem genommen wird, wollen wir es kurz mit (OP) bezeichnen. Auflerdem wer-
den wir ab jetzt die Formulierungen Optimalsteueraufgabe und Optimalsteuerproblem
gleichbedeutend nebeneinander verwenden, um sprachliche Eintdnigkeit zu vermeiden.

Bemerkung Die so gestellte Optimalsteueraufgabe ist ein spezieller Typ solcher Auf-
gaben. Andere Typen von Optimalsteuerproblemen findet man z.B. in [6], [9] oder [5].

Fiir das Problem (OP) definieren wir:

Definition 1 Ein Paar p := (z(-),u(-)) von Funktionen heifit zuléssig fir (OP), wenn
die Bedingungen (2.2), (2.3), (2.4) und (2.5) erfillt sind.

Ublicherweise nennt man x(-) die Trajektorie, die den Zustand eines Systems zu jedem
Zeitpunkt beschreibt. Auf diesen Zustand 148t sich mittels der Steuerung u(-) Einfluf
nehmen. Start- und Endzeitpunkt, a und b, sind fest vorgegeben. Die Bedingung (2.2)
wird hiufig als Dynamik bzw. Bewegungsgleichung bezeichnet. In unserem Fall
liegt sie als System von gewoéhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung vor, das
fast tiberall in int(/) = (a,b) erfillt sein mufl. Die Caratheodory-Eigenschaft von f
sichert die eindeutige Losbarkeit des Anfangswertproblems

#(t) = f(t,2(t),u(t), z(a) =z,

firr zuléssige Steuerungen u(-). Die Bedingung (2.4) stellt Steuer-Zustandsbeschriankun-
gen dar. A heifit Zustands- und U Steuerbereich.

Bemerkung Steuer-Zustandsbeschrinkungen tauchen in dem Ausgangsproblem von
Rubio nicht auf. Diese Erweiterung wird hier nach einem Ratschlag von L. Bittner
vorgenommen.

2.2 Die Rubio-Verallgemeinerung eines Optimalsteuerpro-
blems

In diesem Kapitel wird die Verallgemeinerung des Optimalsteuerproblems (OP) nach
Rubio vorgestellt. Die Idee dabei ist, die Menge der zuldssigen Paare so zu vergréfiern,
daB fiir die neue Aufgabe sicher eine Losung existiert.

Diese Verallgemeinerung ist von Rubio in einigen fritheren Artikeln, z.B. in [23], [24]
und [25], erstmals vorgestellt und in dem Buch [26] ausfiihrlicher behandelt worden.
Wir wollen zunichst folgendes vereinbaren: Sei B eine offene Umgebung der Menge
I x Aim R"*!, Sei weiterhin C'(B) der Raum der reellwertigen, beschrinkten, stetig
differenzierbaren Funktionen ¢(-), deren Ableitungen ebenfalls beschrinkt sind. Diese
Funktionen ¢ nennen wir Funktionen vom Typ 1.
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Zu jeder Funktion ¢ definieren wir seine formale Ableitung ¢/ : O — R beziiglich
der Bewegungsgleichung (2.2) durch

qu(t,x,u) = gty z) f(t,x,u) + ¢y(t, ) YV (t,z,u) € Q. (2.6)

Auflerdem wollen wir reellwertige Funktionen % (-) mit folgenden Eigenschaften nutzen:
Sie seien von ¢ € R und y € R™ abhingig, meBbar in ¢ sowie hinreichend glatt und
nichtfallend in jeder Komponente von y. Die so definierten Funktionen % nennen wir
Funktionen vom Typ 2. Zu jeder Funktion % definieren wir ein %7 : Q — R mittels

VIt z,u) := P(t, gt z,u)). (2.7)

Wenn p = (z(-),u(-)) ein zuldssiges Paar der Optimalsteueraufgabe (OP) ist, dann

If¢f(t,x(t),u(t))dt = If[fﬁx(t,x(t))f(t,x(t),u(t)) + ¢y (t, z(8))]dt =
/ 99 (¢t 3(t))dt = (b, zp) — p(a, za) = A (2.8)

fir jedes ¢ vom Typ 1 sowie

[Pt (t), u(t)dt = Ifw(t,g(t,x(t),u(t)))dt >

Ifi/}(t, 0)dt =: AY (2.9)
1

fiir jedes % vom Typ 2. Das Ausgangsproblem kann in einem 1. Schritt wie folgt ver-
allgemeinert (umformuliert) werden: Gesucht ist ein A,, welches die Aufgabe
Ap(fo) = min! bei

M(B) = Ay Vo
A > AP Y (2.10)

16st. Dabei stellt A, jeweils das folgende, durch ein Paar p = (z(-),u(-)) definierte, ste-
tige lineare Funktional iiber C'(Q2) (Raum der stetigen beschrinkten Funktionen iiber
Q) dar:

Ay FeC() = /F(t,x(t),u(t))dt eR
T

Der Index p weist auf das unter dem Integral auftauchende Funktionenpaar (z(-),u(-))
hin. Man beachte, daf}
Ap(F)] < mes(D)|[F]| = (b— a)|Fl, also [|Ay] < mes(T) = b—a.

In einem 2. Schritt wird nun weiter verallgemeinert: Wir ersetzen in der vorigen Aufgabe
das A, durch beliebige positive Funktionale A € C*(£2), wobei C*(£2) den Dualraum

10



2.3 Existenz einer Losung des verallgemeinerten Optimalsteuerproblems

zu C(Q2) bezeichnet. Damit stellt sich unser verallgemeinertes Optimalsteuerpro-
blem endgiiltig wie folgt:
Gesucht ist ein positives Funktional A aus C*(2), das die folgende Aufgabe 16st

A(fo) = min! bei
ApT) = A¢ V ¢ vom Typ 1, (2.11) (2.13)
A > AP V 4 vom Typ 2. (2.12)

Bemerkung In allen anschlielenden Ausfithrungen wollen wir der Kiirze halber mit
C7 () die Menge aller positiven linearen stetigen Funktionale iiber C'(€2) bezeichnen.
Diese Funktionale haben die Eigenschaften:

e Sie sind monoton.
Seien Fy, Fy € C(Q) mit Fy; < Fy. Dann folgt A(F;) < A(Fy). Denn es gilt Fy —
F; > 0 und wegen der Positivitat der Funktionale A(Fy—F;) > 0. Letztlich kommt
die Linearitit zum Tragen: A(Fy) — A(F;) > 0, woraus sofort die Monotonie folgt.

e Sie sind beschrankt und es gilt mit der Funktion 1(z) =1, Vz € Q,
JA] = A(L). (2.14)

Denn es gilt fiir jedes F' € C(): F(z) < 1(2)||F| ¥V z € Q. Daraus folgt A(F) <
| F||A(1), also |A]] < A(1). Ferner ist [A(1)| < |[1]/||A]| und (2.14) ist bewiesen.

Die Verallgemeinerung der Originalaufgabe (OP) ist abgeschlossen. Nun gilt es, die
verallgemeinerte Optimalsteueraufgabe (2.13) zu untersuchen.

2.3 Existenz einer Losung des verallgemeinerten Optimal-
steuerproblems

In diesem Abschnitt wird die Frage nach der Existenz einer Losung der Aufgabe (2.13)
beantwortet. Es stellt sich heraus, daf}, unabhéngig von der Existenz einer Lésung der
urspriinglichen Optimalsteueraufgabe, (2.13) stets eine Losung besitzt, wenn nur Q
kompakt ist.

Wie bei den Optimalsteuerproblemen wollen wir auch hier ein Funktional als zuléssig
bezeichnen, wenn alle Nebenbedingungen (2.11) und (2.12) erfiillt sind.
Nun zunéichst zwei wichtige Definitionen.

Definition 2 Sei S eine Teilmenge eines Hausdorff (oder separierten) topologischen
Raumes X. S heifit kompakt, wenn sie die Eigenschaft des endlichen Durch-
schnitts besitzt, d.h. fir jede Familie {Fy}, von abgeschlossenen Teilmengen von X,
bei der jede endliche Auswahl einen nichtleeren Durchschnitt hat, ist der gesamte Durch-
schnitt (| Fo ebenfalls nichtleer.

«
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Kapitel 2 Die Rubio-Verallgemeinerung eines Optimalsteuerproblems

Bemerkung
¢ Die in der vorigen Definition erwihnten Mengensysteme {F}, }, von abgeschlosse-
nen Teilmengen, in welchen jede endliche Auswahl einen nichtleeren Durchschnitt
besitzt, werden hiufig auch zentrierte Mengensysteme genannt.

e Ist X der m-dimensionale euklidische Raum, so sind alle abgeschlossenen be-
schriankten Teilmengen kompakt.

Definition 3 Eine Funktion y : S — R heifst unterhalbstetig (uhs) im Punkt sg €
S, wenn zu jedem £ > 0 eine Umgebung U.(sg) in S existiert, so daff y(so) — y(s) < e
fiir alle s € Uz(sg). Wir sagen, die Funktion y ist unterhalbstetig in S, wenn sie in
jedem Punkt von S unterhalbstetig ist.

Satz 4 Sei S eine kompakte Teilmenge des Hausdorff-Raumes X und die Funktion
y:S — R uhs in S. Dann gilt:

(i) infy(s) > —oo.

(ii) Es existiert ein Element sg € S, so daf$ y(so) < y(s) fir alle s € S, d.h. y nimmit
sein Infimum auf S an.

Dieses Kriterium ist gut bekannt, siehe z.B. [26].

Um den letzten Satz anwenden zu kdnnen, miissen wir demnach die benttigten Vor-
aussetzungen schaffen. Dazu wihlen wir in der Menge der linearen stetigen Funktionale
C*(Q) die sogenannte schwach*- oder auch vage Topologie. Wir werden zeigen, daf fiir
die Aufgabe (2.13) die Menge der zulissigen Funktionale kompakt und das Zielfunktio-
nal stetig in dieser Topologie ist.

Definition 5 Sei die Familie von Halbnormen pr : C*(Q) — R durch
pr(A) == |A(F)], fiir alle F € C(Q), (2.15)

gegeben. Die durch diese Familie auf dem Vektorraum C*(Q) definierte Topologie heifst
schwach*- oder auch vage Topologie. Eine Umgebungsbasis um den Nullpunkt von
C*(Q) ist gegeben durch die Teilmengen

Ule; Fi,Fay . Fy) = {A | |A(F)) <&, j=1,2,..J}, (2.16)

die durch alle e > 0 und alle endlichen Teilmengen {F; € C(R),j = 1,2,..., J} bestimmt
sind.

Bemerkung Hiufig wird diese Topologie auch als Topologie der punktweisen Konver-
genz bezeichnet, d.h. die Folge {A; € C*(Q) }ien konvergiert gegen das Null-Funktional,
wenn die Folgen {A;(F)}ien fiir alle F' aus C(€2) gegen die Zahl Null konvergieren.

In den sich anschliefenden Ausfithrungen sind séimtliche topologische Begriffe, wie z.B.
kompakt und stetig, immer im Sinne der schwach*-Topologie zu verstehen. Wir sind
jetzt in der Lage, den folgenden Satz zu beweisen.

12



2.3 Existenz einer Losung des verallgemeinerten Optimalsteuerproblems

Satz 6 Seiin C*(Q2) die schwach*-Topologie gegeben. Dann gilt:

(i) Zu einer gegebenen Funktion F € C () ist das Funktional
I'p:C*(Q) = R mit
I'r(A)=A(F) VYAeC*"(Q) (2.17)

stetig.

(i) Die Menge der zulissigen Funktionale der Aufgabe (2.13) (hier der Kiirze halber
mit QQ bezeichnet) ist kompakt.

Bemerkung Bevor wir mit dem Beweis beginnen, wollen wir noch auf den folgenden
Fakt hinweisen: Unter den Testfunktionen vom Typ 1 befindet sich natiirlich auch die
Funktion ¢(t,z) = t. Folglich ist die Gleichung

A(l)=b—a (2.18)

ebenfalls eine Nebenbedingung fiir das verallgemeinerte Optimalsteuerproblem. 1 stellt
hier die 1-Funktion dar.

Beweis:

(i) Ausgehend von einer Basisumgebung der Null (2.16) hat eine Fundamental-Um-
gebung um ein beliebiges Funktional Ay die Gestalt

U = U(Ao;S;Fl,FQ,...,FJ) = {AEC*(Q) | (2 19)
A(F) = Ao(Fy)| < .4 = 1,2,..,.]}, |
mit beliebigem £ > 0 und beliebigen endlichen Teilmengen {Fy, F5, ..., F;} von
Funktionen aus C(Q). Stetigkeit von I'r in Ag bedeutet: Fiir jedes 6 > 0 existiere
eine Fundamental-Umgebung U, so da8 fiir alle A € U gilt: |[Tp(A) —=Tr(Ag)| < 6.
Setzen wir einfach ¢ = ¢, J = 1, F; = F und definieren U nach (2.19) als
U(Ag;0; F), dann gilt fiir alle Funktionale der resultierenden Umgebung U =
{A e C*(Q) | |A(F) — Ao(F)| < e} das Geforderte.

(ii) Dieser Teil des Beweises wird der Ubersichtlichkeit halber in mehreren Schritten
durchgefiihrt. Zunéchst werden folgende Mengen definiert:

e Q:={AcCi(Q) | A(F) =cr,A(G) > cq;V F; ¥V G}, wobei F die Funk-
tionen durchliuft, die sich aus denen vom Typ 1 nach der Formel (2.6)
ergeben. cp sind die dazugehorigen Konstanten, welche sich nach der For-
mel (2.8) berechnen. Entsprechendes gilt fiir G und ¢g mit den Funktionen
vom Typ 2 und den Formeln (2.7) sowie (2.9). Dies ist, wie im Satz bereits
angegeben, die Menge der zulissigen Funktionale der Aufgabe (2.13).

e Q— sei die Teilmenge von C7(Q), die lediglich durch die Gleichungen mit
den Funktionen vom Typ 1 definiert wird.

13



Kapitel 2 Die Rubio-Verallgemeinerung eines Optimalsteuerproblems

Q¢ sei die Teilmenge von ()=, die durch eine Ungleichung mit einer Funk-
tion G und der Konstanten cg, welche sich wie oben aus der zugehorigen
Testfunktion vom Typ 2 ergeben, definiert wird.

Q i ={AeC(Q) | Al <b—a}

@ ={A € C’_’T_(Q) | A1) <b-a}
Die 1 stellt hier wieder die 1-Funktion dar.

Q1 sei die Teilmenge von @, die sich ergibt, wenn statt des , <“-Zeichens ein
Gleichheitszeichen steht.

Wir starten mit dem Beweis der Tatsache, daff die Menge @ kompakt ist. Dies
nutzen wir aus, um die Kompaktheit von Q= zu zeigen. Anschlieflend wird Kom-
paktheit der Mengen Q¢ nachgewiesen, woraus letztlich die Kompaktheit von ()
folgt.

Ein bekannter Satz aus den Biichern [1] von H. Bauer oder [10] von N. Dun-
ford und J. T. Schwartz besagt: Die Menge Q* ist kompakt. Dann betrachten
wir die Menge Q. Q ist eine Teilmenge von Q*, denn die Positivitit von A und
A(1) < b — a ziehen wegen (2.14) |A|| < b — a nach sich.

Q ist in Q* abgeschlossen oder anders ausgedriickt: Q*\Q ist eine offene Teilmenge
von Q*. Dies ist wie folgt einzusehen: Sei A; € Q* kein Element von Q. Damit ist
dann A; entweder nicht positiv (d.h. 3 F; > 0 mit A;(F;) < 0) oder A;(1) > b—a.
In beiden Féllen gibt es eine Umgebung U(Ay;e; Fy) bzw. U(A1;¢;1), die aus lau-
ter A, welche nicht in @ liegen, besteht. Demzufolge ist @) als abgeschlossene
Teilmenge einer kompakten Menge (eines kompakten Hausdorff-Raumes) kom-
pakt.

Q1 ist ebenfalls kompakt. (Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Teil-
menge eines topologischen Raumes ist selbst wieder kompakt. Die Abgeschlos-
senheit ergibt sich aus der Tatsache, dafi Q\Q; offen ist, was sich analog zu dem
Obigen beweisen 148t.)

(2.18) aus der obigen Bemerkung liefert natiirlicherweise Q— C Q1. Aufgrund der
Kompaktheit von @) ist also lediglich die Abgeschlossenheit von Q- zu zeigen.
Diese ist aber klar, da ()= als Durchschnitt von lauter abgeschlossenen Mengen
geschrieben werden kann:

Q-=(WA€CL(Q) | AF) =cr),
F

und der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist gerade wieder
abgeschlossen. Der Durchschnitt wird iiber alle Funktionen F' gebildet, die sich
aus den Testfunktionen vom Typ 1 ableiten. Der Nachweis der Abgeschlossenheit
der Mengen

{AeCL(Q) | AF) = cr)

erfolgt nach dem gleichen Schema wie vorher der Nachweis der Abgeschlossenheit
von Q1.

14



2.3 Existenz einer Losung des verallgemeinerten Optimalsteuerproblems

Wenden wir uns nun also der Menge Q)¢ zu. Da sie eine Teilmenge der kompakten
Menge () ist, geniigt es auch hier, nur die Abgeschlossenheit zu zeigen. Dies 1auft
exakt genauso wie beim Nachweis der Abgeschlossenheit von @ ab, soll aber der
Vollsténdigkeit halber im Detail vorgefiihrt werden.

Zu zeigen ist also, daf C*(Q)\Q¢ offen ist, folglich auch Q=\Q¢g in Q= offen
ist. Sei dazu A; nicht aus Q¢, d.h. es gilt A;(G) < ¢g oder Ay ist nicht positiv
oder A; verletzt eine Gleichung, d.h. A (F') # cp fiir ein F. Wihle nun im ersten
Fall € = %I(G), n = 1 und F; = G. Dann folgt fiir alle Funktionale A der
Umgebung U(Ay;¢; Fy):

AG) = A(F)) < e+ Ay (Fy) = %(CG +M(G)) < co

Damit gibt es um A; eine ganze Umgebung, die nicht zu Q¢ gehort. Falls A; nicht
positiv ist, gibt es, wie schon oben erwihnt, eine Funktion G > 0 mit A;(G) < 0.
Dann wihlen wir einfach € = [A1(G)|, n = 1 und F; = G. Dann folgt wieder fiir
alle A der zugehorigen Umgebung U (Ay;e; Fy):

AG) = A(F1) < e+ M(F1) = [A(G)] + A (G) = 0.

Also gibt es auch in diesem Fall um A; eine ganze Umgebung, die nicht zu Q¢
gehort. Falls Ay (F) # cp fiir ein F ist, wollen wir annehmen A (F) < ¢p und
wir konnen analog zum ersten Fall vorgehen. Ist A{(F) > cp, wihlen wir ¢ =

%, n = 1 sowie F} = F und argumentieren dhnlich wie vorher: Jedes

A € U(Ay;¢e; Fy) erfiillt
1
AF) =AF) > —e+ M (F) = E(CF + A (F)) > cp

und gehort folglich nicht zu Q¢. Demnach ist C*(Q)\ Q¢ offen, was bedeutet, dafl
Q¢ in Q= abgeschlossen ist. Letztendlich gilt fiir @

QZQ—ﬂ(@QG>,

wobei G die Funktionen durchliuft, die sich mit der Formel (2.7) aus den Test-
funktionen des Typs 2 ergeben. Als Durchschnitt von abgeschlossenen Mengen
ist () somit auch abgeschlossen und mithin als Teil von ()— kompakt, womit der
Beweis beendet ist.

O
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Kapitel 3

Die Rubio-Verallgemeinerung des
relaxierten Problems

Die typische Vorgehensweise bei der Verallgemeinerung von Optimalsteueraufgaben ist
die Vergroflerung der Menge der zuldssigen Paare. Diese Vergrofierung kann in unter-
schiedlichem Mafle geschehen. Wie stark bei der Rubio-Verallgemeinerung vergrofiert
wurde, wird in diesem Abschnitt angedeutet, indem mit einer Relaxierung der Original-
aufgabe (OP), wie sie z.B. S. Butzek in [7] beschreibt, verglichen wird. Dabei werden
wir feststellen, da§ durch die Hinzunahme von Steuer-Zustandsbeschrinkungen (2.4)
ein wesentlicher Unterschied zu dem in [26] untersuchten Problem besteht.

3.1 Das relaxierte Problem

Das zu unserem Originalproblem (OP) nach [7] relaxierte Problem hat folgendes Aus-
sehen:

bn+1
I > ai(®) folt, x(t), ui(t))dt =  min !
a i=1 z(-),0()u(-)
n+1
z(t) = a; () f(t,z(t),ui(t), a<t<b
i=1
z(a) = xq, xz(b) =xp
nt1 (3.1)
> ai(t)g(t, z(t),u;i(t)) >0, a<t<b
i=1
z(t) e ACR", w(t)eUCR,i=1,2,..,n+1, VtE]/a,b]
n+1
ai(t) >0,i=1,2,..n+1, > «ait)=1 VtE€E]la,b
i=1

Diese Relaxierung ist natiirlich auch eine Verallgemeinerung der Orginalaufgabe. Man
setze z.B. a1(t) =1 und a;(t) =0, ¢ = 2,...,n+ 1. Dann ist u;(-) die einzig interessante
gesuchte Steuerfunktion und wir erhalten die Originalaufgabe.
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3.2 Vergleich des relaxierten Problems mit der Rubio-Verallgemeinerung

3.2 Vergleich des relaxierten Problems mit der Rubio-
Verallgemeinerung

In welchem Verhiltnis stehen nun die obige Relaxierung und die Rubio-Verallgemei-
nerung? Dazu schreiben wir die Ungleichungsnebenbedingungen unter Benutzung des
Lemmas 35 aus dem Anhang um:

b n+1

/XT(t) S wit)g(t, (), us(t) >0 ¥ T C [a,b], T mefbar.

o i=1

X7 ist die charakteristische Funktion von T. Sei nun p eine Abkiirzung fiir das Sy-
stem (z(-), a1(+), ..oy g1 (+), w1 (), ooy upt1(-)) und A, das dadurch iiber C'(2) erzeugte
Funktional mit den Werten

= /Z o () F(t, z(t),u;(t))dt Y F e C(Q). (3.2)
=1

Sei wie vorher ¢ eine Testfunktion vom Typ 1 und ¢/ die formale Ableitung beziiglich
der Bewegungsgleichung (2.2). Wir definieren weiter

n+1

Qﬁzf:(t, Ty ULy eeey Up 1y Oy ey Qi y1) 1= Z o ! (b, u;).
=1

Dann folgt aus dem relaxierten Problem folgende Darstellung;:
Ap(fo) = n;in

bei [ Lo(t2(1)dt = Ap = $(b,y) — dla, )

R

b n
baw. f[@;(t "0) § at)f ( (t), i (1)) + et (D))t = Ag
bzw.

;j(t)[¢a (8, 2(1)) f (2, 2(2), ui(t)) + du(t, z(t))]dt = Ag

bzw. [ Z ¢p (¢, 2(t), u;(t))dt = A¢p
h M) =Ag Vg

St
Mi M+

Analog erhilt man
Ap(Xrg) >0 VT Cla,b], T meBbar.

Dies ist formal die gleiche Form wie die im 1. Schritt erreichte Verallgemeinerung (2.10)
der Originalaufgabe (OP). Ersetzen wir A, durch ein beliebiges positives Funktional A
aus C*(2), so gelangen wir wieder zu der Verallgemeinerung (2.13).
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Kapitel 3 Die Rubio-Verallgemeinerung des relaxierten Problems

Seien Qop die Menge der zuldssigen Paare (z(-),u(-)) fir die Originalaufgabe (OP),
Qrp die Menge der zuldssigen relaxierten Systeme (z(-), a1 (), ..., ant1(:), ui(:), ...,
tn+1(+)) der Aufgabe (3.1) und Qv p die Menge der zulissigen Funktionale A von (2.13).
Dann gilt (z(-),1,0,...,0,u(:),...,u(:)) € Qrp, Ay € Qvp und mithin resultiert fiir die
zugehdrigen Infima:

n+1

int /fg (t, z( ))dt > ot /Zaz ) fo(t, m(t), ui(t))dt > int A(fo).  (3.3)

Zu dem Fall, daf} keine Steuer-Zustandsbeschrinkungen (2.4) im Originalproblem (OP)
vorliegen, wird in [26] folgendes erwihnt: Prinzipiell ist es moglich, dafl

qi)gf};/fo (t,z(t), u(t))dt > 1nf A(fo)

gilt. Ob dies allerdings tatséichlich vorkommt, ist ungekldrt. Das Gegenteil ist jedoch
auch nicht bewiesen.

In der hier vorliegenden Arbeit liegt der Sachverhalt etwas anders. Aus [7] geht hervor,
daf} bei auftretenden Steuerzustandsbeschrinkungen (2.4) sehr wohl eine sogenannte
»Relaxationsliicke “ zwischen dem Originalproblem (OP) und dem relaxierten Problem
(3.1) entstehen kann, d.h. es gilt

b n+1

1nf/f0t3: ))dt > 1nf/Zoz1 Vfolt, z(t), ui(t))dt.

=1

Aus (3.3) geht dann sofort hervor, daf§ auch

qi)gf;/fo (t,z(t), u(t))dt > 1nf A(fo) (3.4)

gilt. Beispiele fiir Probleme mit einer Relaxationsliicke sowie Bedingungen fiir die Nicht-
existenz einer solchen zwischen Originalproblem und relaxiertem Problem findet der
Leser in [7]. Zum Verhéltnis der Infima der relaxierten Aufgabe (3.1) und der verallge-
meinerten Optimalsteueraufgabe (2.13) sind dem Autor der vorliegenden Arbeit keine
weiteren Aussagen bekannt.
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Kapitel 4

Die Losung des verallgemeinerten
Steuerproblems

Das in den vorangegangenen Kapiteln hergeleitete verallgemeinerte Optimalsteuerpro-
blem hatte folgende Gestalt:
Minimiere die lineare Funktion

A — A(fo) (4.1)

iber der Menge @ C C7(£2) von linearen stetigen positiven Funktionalen iiber C(£2),
die folgende Bedingungen erfiillen:

Al = A V¢
A9 > Ay v 4,

wobei die Funktionen ¢ vom Typ 1 und die Funktionen % vom Typ 2 waren.

Dieses lineare Optimierungsproblem ist unendlich-dimensional, denn der Raum C*(Q)
ist nicht endlich-dimensional und auch die Anzahl der Gleichungen bzw. Ungleichun-
gen in (4.2) ist nicht endlich. Es besteht nun die Moglichkeit, die Losung eines sol-
chen unendlich-dimensionalen linearen Optimierungsproblems durch die Losung eines
endlich-dimensionalen linearen Optimierungsproblems von hinreichend grofier Dimen-
sion anzundhern. Um so ein endlich-dimensionales Problem zu erhalten, mufi man dem-
nach sowohl die Gleichungen (4.2) auf eine endliche Anzahl einschréinken wie auch zu
einem Teilraum von C*(€2) kleinerer Dimension iibergehen.

Den ersten Punkt kénnen wir dadurch erfiillen, dafl wir uns auf eine endliche Anzahl
von solchen Funktionen des jeweiligen Typs beschrinken, deren Linearkombinationen
in einem gewissen approximativen Sinn gleichméfig dicht in dem entsprechenden Funk-
tionenraum liegen. (Im Fall Typ 2 interessieren nur die nichtnegativen Linearkombina-
tionen.) Man nehme z.B. die Monome in ¢ und den einzelnen Komponenten der Zu-
standsvariablen z als Testfunktionen vom Typ 1 und die Funktionen aus der Definition
(A.1) im Anhang A.1 als Testfunktionen vom Typ 2.

(4.2)
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Kapitel 4 Die Losung des verallgemeinerten Steuerproblems

4.1 Eine erste Diskretisierung des verallgemeinerten Op-
timalsteuerproblems

Im folgenden nehmen wir an, da§ ¢; (i = 1,2, ...) Testfunktionen vom Typ 1 sind, deren
lineare Hiille dicht im Sinne der Norm

9¢ 9¢
= t, A, t, a_ tﬂ
Il = ma (o(t.2)] + max k@) + max |t 0)
im Raum C'!(B) ist. Desgleichen nehmen wir an, daf die lineare Hiille von Testfunk-
tionen 1; (j = 1,2,...) vom Typ 2 dicht in C(I x R™) beziiglich der Maximumsnorm
ist.
Damit wollen wir zunéchst folgende in einem ersten Schritt diskretisierte Variante des
verallgemeinerten Optimalsteuerproblems betrachten (Funktionale und Funktionen be-
sitzen die gleichen Eigenschaften wie vorher):

A(fo) = min! A€ CH(Q) bei
AG) = A Vi=12,..M (4.3)
AW)) > Ay V=12, .. M.

Die Menge der zuléssigen Funktionale fiir die nicht diskretisierte Aufgabe werde wie
vorher mit @ bezeichnet (also die Funktionale aus C7(12), die die Bedingungen (4.2)
erfiillen). Sie sei nicht leer. Die Menge der zuléssigen Funktionale fiir die Aufgabe (4.3)
bezeichnen wir mit Q (M, Msy). Q(Mj,0) bezeichne die Menge der Funktionale A, wel-
che nur Gleichungen erfiillen.

Lemma 7 Seien n(My, My) := inf  A(fy) und n := inf A(fy) > —oc. Dann kon-
Q(M,M>) Q

vergiert n(My, My) fir My — oo und My — 0o nach 1.

Beweis:

(i) Als erstes wollen wir nachweisen, dafy die Folge {n(Mi, Ms); My, My € N} einen
Grenzwert besitzt, wenn My und My jeweils nach unendlich streben.
Dazu fithren wir zunéchst eine Halbordnung ,<“ in der Menge aller Paare (i, k)
aus N x N ein, indem wir folgendes festlegen:
(1,k) < (i', k') genau dann, wenn 7 < ¢/ und k < k'
Betrachten wir nun zwei beliebige Paare (M;, M) und (M7, M}) mit (M, My) <
(M1, M}), dann gilt offensichtlich fiir die zugehorigen Mengen von zuldssigen
Funktionalen

Q(My, Ms) 2 Q(Mj, M3) 2 Q. (4.4)

Daraus ergibt sich sofort fiir die entsprechenden Infima

n(My, Ms) < n(My, M3) <n. (4.5)
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4.1 Eine erste Diskretisierung des verallgemeinerten Optimalsteuerproblems

Halten wir ein beliebiges M fest, so folgt die Konvergenz der Folge {n(My, Ms) |
M, € N}, weil sie nichtfallend und nach oben durch 1 beschrénkt ist. Sei deshalb

C(Ml)lz hm 7’](M1,M2).

Ms—00

Aus (4.5) folgt offensichtlich
C(My) <n VM

und

C(My) < ¢(My) YV My < M.

Diese beiden Ungleichungen zeigen, daf§ die Folge {{(M;) | M; € N} nach oben

beschrinkt und nichtfallend, mithin konvergent ist. Bezeichnen wir ihren Grenz-

wert mit (, also ¢ := Mlim ¢(My), so gilt nach der vorletzten Ungleichung ¢ < 7.
1—>00

(ii) Abschliefilend bleibt noch zu zeigen, da ¢ = n ist. Dazu vergleichen wir die
Mengen ) und

P:= (1 ) QM. M)

Mi=1 M>=1

Klar ist die Inklusion ) C P. Die umgekehrte Inklusion wollen wir indirekt nach-
weisen, d.h. wir wollen annehmen A ¢ @), aber A € P. Wenn A nicht aus @ ist,
so konnen 2 Fille auftreten:

1. Fall: Es existiert eine Funktion ¢, vom Typ 1 mit A((ﬁf) #* A¢y. A € P be-
deutet A(¢/) = A¢ fiir alle Funktionen ¢; und mithin auch fiir alle Funk-
tionen ¢, die in dem Unterraum liegen, der durch die Menge {¢; | i =
1,2,...} linear aufgespannt wird. Diese Linearkombinationen der ¢; liegen
nach Voraussetzung gleichmiBig dicht in C'(B). Also gibt es daraus eine
Folge {¢}}icn, die gleichméBig gegen ¢, konvergiert. Daraus erhalten wir,

daf die Suprema sup 2 .(t2) — 4 (1), sup [ (t,2) = 07 (1, 0)]

und sup |¢. (¢, z) — ¢ (t,z)| gegen Null konvergieren, falls i gegen unendlich
B

strebt. Demnach folgt
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Kapitel 4 Die Losung des verallgemeinerten Steuerproblems

A(p]) — A = |A(p]) — A(g})) + A} — Ags|
b o . o o .,
= |A(§¢* — a@si) + A([a—gj@ — a@]f)
+AP! — A,
0 J . ) d .,
< |A(8t —§¢i)|+|A([a—$¢*—%¢i]f>\

Alsup | ¢*(t ) — </)2‘ (t, 2)])

IN

+ (Sup e ¢*(t ) = —¢z (, ﬂﬂ)llsup 1f(E, 2, u)l])

+2 sup |¢* (t, r) — ¢; (L, z)|
= Ksup\ ¢*(t 33) er(t, $)|

+K sup|lo- </)*(t ) — —¢z (t,2)l[sup [If (¢, 2, u)|

+2 s%p |¢* (t, r) — ¢; (t, 7)|,

was wegen der obigen Bemerkungen fiir 1 — oo gegen Null strebt. K steht
in der letzten Gleichung anstelle von A(1). Also gilt |A(¢f) — A¢.| =0, was
im Widerspruch zur Annahme steht.

Bemerkung In der obigen Rechnung wurden die Monotonie und die Be-
schrinktheit von A ausgenutzt.

2. Fall: Es existiert eine Funktion 1, vom Typ 2 mit A(¢{) < At,. Dieser Fall kann
analog zum Fall 1 zum Widerspruch gefiihrt werden.

Folglich ist die Annahme, A ¢ @, zu verwerfen. Damit gilt P C @ und mithin
P=qQ.

Im sich anschlieflenden Kapitel wird die Kompaktheit der Mengen Q(M;y, Ms)
nachgewiesen und aus dem Satz 6 wissen wir, daf§ das Funktional I'y, : C} (Q) — R
mit Iz (A) = A(fo), A € C5(9), stetig ist. Folglich gibt es zu jedem M, € N ein
Funktional Ay, aus Q(My, My) mit

AM2(fU) = Ffo(AM2) = AeQ(i]r\l/Ifl M2>Ffo(A)'

Die Menge Q(Mj,0) ist natiirlich auch kompakt und enthélt jedes Q(M;y, Ms).
Mithin ist das Bild dieser Menge unter der Abbildung I'y; kompakt in R und
enthélt jedes n(M;, My). Also liegt der Grenzwert (M) ebenfalls in diesem Bild.
Somit existiert in Q(Mi,0) ein Funktional AM' mit Ty (AM1) = ¢((M;). Wir
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4.1

Eine erste Diskretisierung des verallgemeinerten Optimalsteuerproblems

wollen uns AM! genauer ansehen. Angenommen, AM! ist kein Element von

o

QM) = [ Q(My, My).

Msy=1

Das bedeutet, es gibt eine natiirliche Zahl Mo mit AM! ¢ Q(M;, M5). Nun ist
aber die Bildmenge T's, (Q(Mi, M5)) kompakt in R. Q(M;, M5) enthilt jedes
Q(Ml,MQ) mit MQ Z MQ. FfO(Q(Ml,MQ)) enthéilt daher jedes 7’](M1,M2) mit
My > M, also auch den Grenzwert MIQigoon(Ml,Mg) = ((M;). Demnach ist
auch ¢(M;) ein Element dieser Bildmenge. Daraus folgt, da AM! ein Element
von Q(Mji, M5) ist, was im Widerspruch zur Annahme steht. Somit ist AM! ein
Element der Menge Q(Mj), woraus sich

My — M, > 1 = 1
AV (o) =T () > inf Ty(A) = inf - A(h)

ergibt. Fiir jedes My € N ist Q(My, Ms) DO Q(M;) und somit n(My, My) <
<

inf  A(fo). Hieraus erhalten wir T';, (AMt inf T'f (A d wegen de

AEIQI%MQ (fo). Hieraus er n wir 'y, ( ) AEIQI%MQ fo(A) und wegen der

obigen Ungleichung I's, (A1) = A ;Qn(g\l )FfO(A) = ((My). Also ist die Gleichung
€ 1

C( 1) MQIEOOAEQ(IJI\l/h,Mﬂ (fO) AelQn(Ml) (fO)

bewiesen. Analog 148t sich die Gleichung

L ) U0 = faf Ao

beweisen. Insgesamt ergibt sich dann

¢ lim  lim inf  A(fy) =

M1~>OOM2~>OOA€Q(M1,M2)
— inf  A(fy) =
MllinwAeé?r%Ml) (fO)
= AlgfjA(fo)zAlggA(fo)Z

=

womit das Lemma bewiesen ist.

O

Hiermit wire die erste Stufe der Diskretisierung des unendlich-dimensionalen Optimie-
rungsproblems abgeschlossen und wir konnen uns der Menge der zuléssigen Funktionale
zuwenden.
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Kapitel 4 Die Losung des verallgemeinerten Steuerproblems

4.2 Eine zweite Diskretisierung des verallgemeinerten Op-
timalsteuerproblems

Es ist nun moglich, ein endlich-dimensionales lineares Optimierungsproblem aufzustel-
len, welches auf der einen Seite eine Lésung mit einer einfachen Struktur besitzt und
auf der anderen Seite das Optimierungsproblem (4.3) vorgegeben gut approximiert.

0.B.d.A. werde nun vorausgesetzt, dafl ¢1 = ¢, also qu =1 fiir (¢, z,u) € Q und damit
A(1) = At = b — a ist. Fiir die Tripel (¢, z,u) werden wir ab jetzt kiirzer z schreiben.
Aus einem Resultat von Rosenbloom, siehe dazu [19], folgt das nachstehende Lemma.

Lemma 8 FEs existiert ein Funktional A* € Q(My, Ms), das die Optimierungsaufgabe

(4.3) lost und die Form
M+ Mo

A= > opd(z) (4.6)
k=1
besitzt, mit Punkten z; € Q und Koeffizienten o > 0, k = 1,..., My + Ms. Dabei
bezeichnet 6(z) € C%(2) das Dirac-Funktional zum Punkt z.

Die Herleitung dieses Lemmas wird im nichsten Abschnitt dargelegt, in dem Mengen
von Funktionalen auf extremale Punkte untersucht werden.

Mit dem obigen Lemma ist das weitere Vorgehen zur Gewinnung eines endlich-dimensio-
nalen Problems klar. Das diskretisierte Problem (4.3) kann durch ein nichtlineares
ersetzt werden, in dem die Koeffizienten of und die Punkte z;, k = 1,..., M1 + My, die
Unbekannten sind.

Um wieder zu einem linearen Problem zuriickzugelangen, wiahlt man nun aus einer
abzdhlbar dichten Teilmenge w von €2 hinreichend viele Punkte 21, 29, ..., 2y aus und
optimiert dann nur noch die Koeflizienten o}, k = 1, ..., N. Bei der Auswahl der Punkte
21,29, ..., zN sollte darauf geachtet werden, dafl jeder Punkt z aus € hinreichend nahe
bei einem zi, k € {1,..., N}, liegt.

Lemma 9 Sei w eine abzdhlbar dichte Teilmenge von ). Zu jedem € > 0 existiert ein
Funktional A, € C1(Q), so daf folgende Ungleichungen erfiillt sind:

(Ae = A)(fo)] < e
[(Ae = A)(PD)] < e i=1,., My (4.7)
(Ae =A@ < & j=1,.., M.

Das Funktional A; hat die Gestalt



4.2 Eine zweite Diskretisierung des verallgemeinerten Optimalsteuerproblems

wobei die Koeffizienten of dieselben wie im optimalen Funktional (4.6) sind und zj, €
wk=1,.., My + M.

Dieses Ergebnis ist anschaulich und unmittelbar klar, weil zu jedem z; ein hinreichend
nahe bei z; gelegenes Element zj aus w existiert, so dafl |F'(z}) — F(z;)| < 1 ist fir jedes
F' aus der Menge { fo, ¢{, ey ¢§41 Y 10]9\/[2}. Der Beweis ist auflerdem versténdlich in
[26] dargestellt.

Aufgrund der beiden Lemmata (8) und (9) kann das folgende lineare Optimierungs-
problem, das beziiglich der Nebenbedingungen eine Abschwichung von (4.3) darstellt,
begriindet untersucht werden: Gegeben sind eine Zahl € > 0 und Punkte 2, € w,k =
1,..., N. Dann stellen wir die folgende Aufgabe:

N
kzzjl Ak fO (zk) a1 7arglzlnyaN
ap > 0, k=1,..,N,
N 4.8
—& < Z akqﬁf(zk) - A¢l <e, 1= 17 "'7M17 ( )
k=
N1 )
—e <3 ot (z) — Ay, j=1.., M.
k=1

Bemerkung Man beachte, daf} die Elemente 2z, k = 1, ..., N, jetzt fest gewihlt sind.
Die einzigen Unbekannten sind die oy, k = 1,..., N. D.h. das so entstandene lineare
Optimierungsproblem hat 2M; + M3y Ungleichungen und N Unbekannte.

Hierfiir gilt der folgende Satz:

Satz 10 Zu jedem € > 0 besitzt die Aufgabe (4.8) eine Lisung of,ad, ..., o . Diese
Lésung erfiillt die Ungleichung

(Ml,MQ -I-p Zk < 7 Ml,MQ) (49)

Mz

k=1

wobei p(g) nach Null strebt fir ¢ gegen Null.

Bemerkung Der Satz besagt, dafl die Losung des endlich-dimensionalen linearen Op-
timierungsproblems als Niaherung fiir das urspriingliche, unendlich-dimensionale Pro-
blem genutzt werden kann, wenn nur die Berechnungen hinreichend exakt und die
Zahlen N, My und M5 hinreichend groﬁ sind. Das so gewonnene optimale Funktional

hat die Eigenschaft, da} der Wert Z aj fo(z;) nahe bei 1nf A(fo) ist und viele der
Gleichungs- und Unglelchungsbeschrankungen gut erfiillt s1nd

Auch der Beweis dieses Satzes kann trotz der modifizierten Aufgabenstellung analog
wie in [26] durchgefithrt werden.
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Kapitel 5

Die Struktur eines extremalen
Funktionals

In diesem Abschnitt wird die Struktur eines extremalen Funktionals in der Menge
der zuldssigen Funktionale der diskretisierten verallgemeinerten Optimalsteueraufgabe
(4.3) hergeleitet. Diese Menge ist durch Gleichungen und Ungleichungen definiert, so
da} wir uns fiir Eigenschaften der extremalen Punkte in solchen Mengen interessieren
werden.

Sei auch hier mit C7 () die Menge der positiven linearen stetigen Funktionale iiber
C(92) bezeichnet, wobei 2 (wie in diesem gesamten Abschnitt) ein kompakter topologi-
scher Hausdorff-Raum ist. In solchen Rdumen gilt der Riesz’sche Darstellungssatz:

Satz 11 Sei A € C%(Q). Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes positives reguldres
Borel-Maf u auf Q, so daf

A(F) = /F(z)du(z) - /F(z)du VF e 0Q). (5.1)

Q Q
Bemerkung Hiufig schreibt man auch pu(F) anstelle des zweiten Integrals in (5.1).
Im folgenden werden wir diese Schreibweise ebenfalls verwenden.

Den Beweis dieses Satzes findet man in verschiedenen Biichern iiber Funktionalanalysis
oder Mafitheorie. Ausfiihrlich ist er auch in [26] nachzulesen.

Der Satz 148t sich auf lokalkompakte Rdume und Mafle mit kompakten Trégern erwei-
tern. Diese Erweiterung kann in demselben Buch nachgelesen werden.

5.1 Durch Gleichungen definierte Mengen

Nach dem Riesz’schen Darstellungssatz kann man statt der Mengen von linearen ste-
tigen Funktionalen Mengen von reguldren Borel-Maflen betrachten. In dem gerade
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5.1 Durch Gleichungen definierte Mengen

erwdhnten Buch werden die Untersuchungen an Mengen von regulidren Borel-Maflen
vorgenommen, die nur Gleichungen als Nebenbedingungen zu erfiillen haben. Fiir diese
Mengen folgen wir den Ausfithrungen von Rubio aus [26] und erweitern im Anschluf
die Aussage iiber die Struktur eines extremalen Mafles auf Mengen von Funktionalen,
die Gleichungs- und Ungleichungsnebenbedingungen zu erfiillen haben.

Zunichst starten wir mit der Definition von extremalen Mengen und Punkten.

Definition 12 Sei X ein Vektorraum, B eine Teilmenge von X und C eine nichtleere
Teilmenge von B. C heifit extremal in oder von B, wenn aus 1, x9 € B und axq + (1 —
a)zy € C fiir eina € R mit 0 < a < 1 folgt, daf auch x1 und zo aus C sind. Besteht C
lediglich aus einem Punkt z, dann heifit © Extrempunkt oder extremaler Punkt in oder
von B.

Bemerkung

(i) Ist ein Punkt z nicht extremal in einer Menge B, so ist es immer moglich, zwei
solche Punkte 1 und x9, £1 # x2, in B zu finden, dafl z sich als z = %wl + %$2
darstellen 148t.

(ii) Jede Teilmenge eines Vektorraumes ist in sich selbst extremal.

(iii) Ist A ein stetiges lineares Funktional auf einer kompakten Teilmenge E eines
Hausdorff-Raumes, so nimmt A sein Infimum c auf E an. Die Menge Ey = {F €
E | A(F) = ¢} ist eine kompakte extremale Teilmenge in E.
Dies ist leicht zu begriinden: Die Kompaktheit von Fy rithrt daher, daff Eq als
Urbild der abgeschlossenen Menge {c¢} unter der stetigen Abbildung A auch ab-
geschlossen ist und jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge selbst
auch kompakt ist.
Dann wollen wir annehmen, Fy wére nicht extremal in F. Dies bedeutet, es exi-
stiert ein Element F* in Ey mit 0F; + (1 — 0)Fy, = F*, wobei 0 < 6 < 1 und F;
oder Fy nicht aus Ej ist, 0.B.d.A. sei F» ¢ Ey. Also gilt

A(Fy) > minA(F)
FecFE

A(Fy) > minA(F).
FeE

Multiplizieren wir die erste Ungleichung mit 1 — 6, die zweite mit § und addieren
die beiden neuen Ungleichungen, so erhalten wir

minA(F) = A(F*) =0A(F) + (1 — 0)A(F) >

FecE
> fminA(F) 4 (1 — 6) min A(F) = min A(F),
FeFE FeFE FeFE

was offensichtlich ein Widerspruch ist.
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Kapitel 5 Die Struktur eines extremalen Funktionals

(iv) Seien E eine extremale Teilmenge in einer Menge B und Ej wiederum eine ex-
tremale Teilmenge in E. Dann ist Fy auch extremal in B.
Um dies zu zeigen, betrachten wir ein Element F' aus Fy. Angenommen, F wére
nicht extremal in B. In diesem Fall gibt es zwei Elemente F; und F5 in B, die
nicht beide zu Fy gehoren, mit F' = %Fl + %FQ. F ist aber auch nach Definition
ein Element von E, weil Ey extremal in F ist. F ist extremal in B. Demzufolge
sind F| und F5 Elemente von F. Da Fj extremal in F ist, miissen F; und Fj
Elemente von Ej sein, was der Annahme widerspricht.

Wir formulieren nun eine Existenzaussage iiber extremale Punkte. Mit M () wollen
wir fortan die Menge aller reguldren Borel-Mafle auf 2 bezeichnen.

Satz 13 Sei M eine nichtleere schwach*-kompakte Teilmenge des Raumes M(Q). Dann
besitzt M mindestens einen extremalen Punkt.

Beweis: In der Familie 9t aller kompakten extremalen Teilmengen in M 148t sich
durch Mengeninklusion eine Ordnung einfithren. M selbst ist ebenfalls eine kompakte
extremale Menge in M, gehort somit auch zu der Familie. 901 ist demnach nicht leer.
Seien 91 eine totalgeordnete Teilmenge von M und N = () N. Dann ist auch N € 9
Nem
und N eine untere Schranke fiir 9. (Dies ist so einzusehen: Aus der Charakterisierung
kompakter Mengen in topologischen Ridumen durch die endliche Durchschnittseigen-
schaft (siehe z.B. Satz 157.6 aus [?]) ergibt sich, da N nicht leer sein kann. N ist
abgeschlossen, also auch kompakt. Bleibt noch nachzupriifen, ob N auch extremal in
M ist. Seien dazu p; und po zwei Elemente aus M und sei apy + (1 — a)us € N fiir
ein & € R mit 0 < o < 1. Damit gilt aber auch ap; + (1 — @)uz € N fiir alle N € 90,
woraus wegen der Extremalitdt der einzelnen Mengen pqy € N und puo € N geschlossen
werden kann. Also sind y; und s Elemente von N.) Nach dem Zornschen Lemma gibt
es demnach ein minimales Element My in 9. Wir wollen zunfichst annehmen, daf es in
My wenigstens zwei voneinander verschiedene Elemente ug und vg gibt. Das bedeutet,
es existiert eine Funktion F' € C(Q) mit uo(F) # vo(F). Betrachtet man das Funktio-
nal Ap: My — R mit Ap(p) := p(F'), so kann man die Aussage aus der obigen dritten
Bemerkung anwenden. Es miifite demnach in My eine echte Teilmenge My geben, die
kompakt und extremal in My ist. Entsprechend der vierten Bemerkung ist Myg auch
extremal in M. Dies widerspricht jedoch der Minimalitdt von My, was bedeutet: My

ist einelementig und dieser eine Punkt ist Extrempunkt.
O

Satz 14 Seien C eine schwach*-kompakte konveze Menge in M(®) und F € C ().
Dann nimmt das lineare Funktional Ap : C — R mit Ap(u) := p(F) sein Minimum
u.a. in einem Ezxtrempunkt von C an.

Der Beweis ist im Buch [26] verstindlich dargelegt.
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5.1 Durch Gleichungen definierte Mengen

Wie in den Funktionalriumen verwenden wir auch in M(Q) die schwach*-Topologie,
die durch eine Basis von Umgebungen U..p, .. r, der Null wie in Formel (2.19) in M ()
definiert ist.

In dem Buch [13] iiber lineare Optimierung werden im Kapitel 3 extremale Punkte von
zulidssigen Mengen linearer Gleichungssysteme untersucht. Eine der dort formulierten
Aussagen soll hier in einem Lemma wiedergegeben werden. Der zugehorige Beweis ist
in dem Buch gut dargelegt und wird deshalb in dieser Arbeit weggelassen.

Lemma 15 Seien P € R™™™ n < m, und Q € R* gegeben. Weiter sei K die Menge
aller derjenigen © € R™, die das Gleichungssystem Pz = Q losen und deren Kompo-
nenten alle grifer oder gleich Null sind. Ist nunT = (Ty,...,Tm)" ein Extrempunkt von
K, dann bilden die zu den positiven Komponenten T; gehorigen Spalten der Matriz P
eine linear unabhdngige Menge. Daraus folgt, daf$ héchstens n der Komponenten von
T positiv sein kénnen.

Zur Vorbereitung der Hauptaussage dieses Kapitels benétigen wir die folgenden Begriffe
und die anschliefenden beiden Lemmata.

Definition 16 1) Ein Mafi p € M(Q) heifst Prim-Mafl, wenn es nicht das Null-
Map ist und nur die Werte 0 oder 1 annimmd.

2) Sei A C Q eine Borel-Menge und z € Q. Das Prim-Majf$ 6, mit

1 ze A
5Z(A)_{ 0 sonst

heifst atomares Einheitsmaf oder auch Dirac-Mafl in z.

Lemma 17 Sei Q ein kompakter topologischer Hausdorff-Raum und p ein Prim-Maf
aus M(Q). Dann existiert ein eindeutig bestimmter Punkt Z € Q, so dajf§

/F(z)d,u(z) _ /F(z)déz(z) _F(z), Feco(Q) (5.2)

Q Q

Beweis: Sei F die Menge aller Borel-Mengen A in © mit u(A) = 0.

Es werde nun angenommen, daff zu jedem z € Q eine offene Menge G(z) € F existiert.
Da Q kompakt ist, gibt es eine endliche Auswahl von offenen Mengen G(z1), G(z3), ...,
G(zy) aus F, die Q iiberdecken. Daraus folgt

n

w(@) =p | UG | <D n(Gle)) =0.
j=1

=1

Dies ist aber ein Widerspruch zu der Voraussetzung, dafl p ein Prim-Maf}, also nicht
identisch Null ist.
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Kapitel 5 Die Struktur eines extremalen Funktionals

Damit miissen wir die obere Annahme verwerfen. Das bedeutet: Es existiert ein Punkt
z € Q, fir den jede ihn enthaltende offene Menge nicht in F ist.

Jetzt sei F' eine beliebige Funktion aus C'(2) und es sei ein € > 0 gewéhlt. Dann existiert
eine offene Menge G, die z enthilt, so dafl

F(z)—F(z)| <e VzeG. (5.3)

Da alle offenen Mengen, die Z enthalten, nicht in F sind, gilt also auch G ¢ F und
demnach u(G) # 0.
1 ist ein Prim-Maf}, demnach gilt

1=p(G) <p(@) <1

und wir konnen weiter 4(2) = 1 und p(Q\G) = 0 schlieflen. Folglich ist

l/F&MM@:&

o\G

Unter Beriicksichtigung von (5.3) ergeben sich daraus:

FG) - = [F() - (@) < [ F)du(e) =

G
— [F@we + [ FEE = [ FEde
G Q\G Q
und
F(z) +e = w@+4ma>/p@@up:
G
— [F@wE + [ FEdE = [ FEde
G o\G Q

Also erhalten wir fiir jedes ¢ > 0
F(z)—e< /F(z)du(z) < F(z) +e.
Q
Damit haben wir fir F € C(2

)
/F@@@zF@.
Q

Q ist ein Hausdorfl-Raum, d.h. zu z und z*, z* # Z, existieren disjunkte offene Mengen
G um Z und H um z*. Angenommen z* sei ein weiterer Punkt aus 2 mit den gleichen
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5.1 Durch Gleichungen definierte Mengen

Eigenschaften wie z. Nun 148t sich eine stetige Funktion F' auf Q angeben mit F(z) =0
und F(z*) = 1. Es ergibt sich

F:) = [ F@du(z) =0 #1= FG) = [ Fedu(o).
Q Q

Aus dem Widerspruch folgt dann die Eindeutigkeit von Z.

Lemma 18 Sei p € M(Q). Lassen sich nicht mehr als k disjunkte Borel-Mengen
Ay, Ay, ..., Ay finden, so daf u(A;) # 0 fiir alle i=1,2,...,k, dann ist p Linearkombina-
tion von héchstens k Prim-Maflen.

Beweis: Seien u(A;) = «;, i =1,2,..., k. Fiir jede Borel-Menge A definieren wir

Zunichst soll gezeigt werden: Die Mafle 1, po, ..., ur sind prim. Dies ist wie folgt ein-
zusehen:

Sei p; eines der obigen Mafle. Ist u;(A) fiir eine Borel-Menge A weder 0 noch 1, so sind
AN A; und A nicht leer und die k£ + 1 Borel-Mengen

Ar, Agy ey Aic1, Ay NVASANA Ay, s Ag
sind disjunkt. Daraus folgt pu(A; N A) = a;pu;(A) # 0 und
n(ANA) = p((2\A) N 4;) = a;pi(Q2\A)

; (i () — pi(A)) = ai(u(QN A;)/ai — pi(A))
= (1 —pi(A) #0.

Das ist ein Widerspruch zu der Voraussetzung, dal maximal & disjunkte Borel-Mengen
mit nichtverschwindender Mafizahl beziiglich des Mafles p existieren. Demzufolge sind
die oben definierten Mafle u;, ¢ = 1,2, ...,k Prim-Mafe.

Wie bisher sei A eine beliebige Borel-Menge. Dann sind die k£ 4+ 1 Borel-Mengen

k
Ar, Ay, A AV 4
1=1

disjunkt und es gilt daher

k
p(A\J 4) =0.
=1
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Kapitel 5 Die Struktur eines extremalen Funktionals

Damit folgt dann:

=1

womit das Lemma bewiesen ist.

O

Die wichtigste Aussage in diesem Abschnitt stellt der folgende Satz dar.

Satz 19 Sei Q ein topologischer Hausdorff-Raum. Sei M™(Q) der Unterraum wvon
M(Q) aller positiven reguliren Borel-Mafe auf Q und seien Fy,...,F, stetige Funk-
tionen auf Q, wobei Fy(z) =1, fiir alle z € Q. Die Menge QQ werde definiert durch:

Q = {:U‘ € M+(Q) | IU‘(F’L) = C’iai = ]-a27 ""n}a

mit ¢; > 0. Dann gilt: Falls QQ nichtleer ist, ist es eine kompakte, konvexe Teilmenge
von M (Q), und wenn p* ein extremaler Punkt von Q ist, so lipt sich p* darstellen
in der Form

n

%

= E @;0s;,
i=1

mit gewissen «; > 0 und z; € Q,1=1,2,...,n.

Beweis: In Analogie zur Formel (2.14) von Seite 11 folgt aus y € M*(Q) und u(1) =
c1 > 0, daB ||| = ¢1. Mit diesem Hinweis kann man sich von der Kompaktheit und der
Konvexitiat von @ in [1] oder [10] iiberzeugen.

Nun sei p* ein extremaler Punkt von ). Wir machen folgende Annahme: Es existieren
n + 1 disjunkte Borel-Mengen Ag, A1, ..., A, in Q mit p*(4;) > 0,7 =0,1,...,n. Dann
setzen wir

An-l—l = Q\ <CJ Az) .

Damit folgt Ay C A,11 und somit p*(Apy1) > 0. Jetzt kann man jedem Vektor a =

(a1,az,...,a,41)" aus dem R**! ein MaB p wie folgt zuordnen:
n+1
p(A) = S aprt (AN 4), (5.4
i=1

32



5.1 Durch Gleichungen definierte Mengen

fiir jede Borel-Menge A C Q. Mit K C R**! werde die Menge der Vektoren bezeichnet,
fiir die das zugehdrige Mafl in @ liegt. K ist nicht leer, weil (1,...,1) € K, denn

n+1 n+1
pi(A) = Y p(ANAy) =p* (UAHA)

i=1

— <Am (TjA)) “(ANQ) = p*(A),

d.h. 1 = p* € Q. Alle Mafie aus @ sind positiv und besitzen somit Darstellungsvekto-
ren aus K, deren Komponenten siamtlich grofier oder gleich Null sind. (Man setze nur
nacheinander fiir A die disjunkten Mengen Aq, ..., A, 11 ein. Dann steht auf der linken
Seite eine nichtnegative Zahl und p*(A; N A;) ist Null fiir alle j # 7 und fiir i = j grofer
als Null.)

Nun sei i ein extremaler Punkt aus (), dem ein Vektor a € K zugeordnet ist. Dann ist
a ein extremaler Punkt in K. Dies sieht man so ein: Wir wollen annehmen, a ist kein
extremaler Punkt in K. Somit gibt es in K zwei Vektoren a! und a? mit a' # a? und
eine Zahl s, 0 < s < 1, so daf}

a=sa' + (1 —s)a’.

Zu a' und a® existieren Elemente ' # p? in Q. Aus der Konvexitit von Q folgt, daf
sp' + (1 —s)u? € Q. 1, p' und p? lassen sich in der Form (5.4) darstellen:

n+1

a(A) = Zam*(AmAi),
i=1
n+1

pl(A) = Za (AN A;)

n+1
pAA) = D afut(An 4y,

i=1
fiir jede Borel-Menge A C Q. Dann gilt aber auch:
n+1 n+1
spl(A) + (1 = s)p?(A) = SZa (ANA)+(1-2s) Za (AN A)

n+1

= Y (sal +(1— )" (AN 4)

=1

fiir jede Borel-Menge A C Q. Dies ist ein Widerspruch zur Extremalitdt von i in Q.
Demzufolge muf} jeder zu einem extremalen Maf} i aus @@ gehorige Vektor & (nach der
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Kapitel 5 Die Struktur eines extremalen Funktionals

Darstellung 5.4) extremal in K sein.
u* selber ist gerade extremal in @), also mufl der zugehorige Vektor a* auch extremal
in K sein. a* 14t sich berechnen:

n+1 n+1 n+1
pr(A) = ,u*(UAﬂAi)zz,u*(AﬂA Za (AN A)
i=1 i=1

also sind alle a] = 1. (Fir die Richtigkeit des zweiten Gleichheitszeichens siehe z.B.
Folgerung 1.3 S.28 aus [11].) Demnach ist a* der Vektor, dessen Komponenten alle 1
sind.

Sei pj(-) = pu*(- N A4;), j = 1,..,n + 1. Die Menge K als Teilmenge des R"*! wird
beschrieben durch n Gleichungen:

a /Fi(z),ul(z) +tanp /Fi(z),un—l—l(z) =c¢, t=1..,n.

Q Q

Nach Lemma 15 kénnen hochstens n der af, a3, ..., oy, grofer als Null sein. Das wi-
derspricht der Tatsache, dal der Vektor ¢* aus n + 1 Einsen besteht und auch extremal
in K ist. Demnach ist die Annahme von n+ 1 disjunkten Teilmengen Ag, Ay, ..., A, aus
Q mit p*(A4;) > 0,4 = 0,1,...,n falsch. Es kénnen somit maximal n solcher Mengen
existieren.

Nun sind wir in der Lage, die beiden vorhergehenden Lemmata anzuwenden. Das bedeu-
tet: Da hochstens n disjunkte Borel-Mengen Ay, ..., A, mit p*(4;) > 0,i=1,...,n, in Q
gefunden werden konnen, 148t sich y* nach dem vorigen Lemma als Linearkombination
von maximal n Prim-Maflen p1, ..., s, darstellen, d.h.

n
pt = Z Qi fhi-
i=1

Nach Lemma 17 gibt es zu jedem dieser Prim-Mafe einen eindeutig bestimmten Punkt
z €Q,1=1,2,...,n, so dafl

/F(z)duz(z) :/F(z)dtszi(z) =F(z), YVFeC ), i=12,..n.
Q Q

Damit erhalten wir fiir ;* die Darstellung

n

*

= 5 @;0z;,
i=1

mit z; € Q, ¢ = 1,2,...,n. Die Nichtnegativitit der «;, ¢ = 1,2, ...,n, erhilt man wie
folgt: Betrachten wir die Borel-Mengen B; = {z;}, 7 = 1,2,...,n, die jeweils nur aus
einem einzelnen Punkt bestehen, in denen eines der obigen Dirac-Mafle konzentriert
ist. Fiir jede dieser Mengen folgt:

0<u Zal 2 = Q.
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5.2 Durch Gleichungen und Ungleichungen definierte Mengen

Damit ist der Satz vollstdndig bewiesen.
O

Bis hierhin sind wir den Gedanken von Rubio aus seinem Buch [26] gefolgt. Die Aussage
des letzten Satzes wird mit dem Riesz’schen Darstellungssatzes zuriickiibersetzt in die
Sprache linearer stetiger Funktionale:

Satz 20 Sei C7 () wie vorher der Raum aller positiven linearen stetigen Funktionale
iber C(Q) und seien Fy, ..., F, stetige Funktionen auf einem kompakten topologischen
Hausdorff-Raum Q, mit Fy(z) = 1, fir alle z € Q. Die Menge QQ werde definiert durch:

Q = {A € Cilk—(Q) | A(Fl) =¢j, 1 =1,2, ...,’I’L},

mit ¢ > 0. Dann gilt: Falls QQ nichtleer ist, ist es eine kompakte konvexe Teilmenge
von C% (), und wenn A* ein extremaler Punkt von Q ist, so lafit er sich darstellen in
der Form

n

*

A = 5 a’iézia
=1

mita; >0, 2, € Q,1=1,2,...,n.

5.2 Durch Gleichungen und Ungleichungen definierte Men-
gen

Die diskretisierte verallgemeinerte Optimalsteueraufgabe (4.3) war mit zusétzlichen
Ungleichungsnebenbedingungen formuliert. Demzufolge wenden wir uns nun den Teil-
mengen von C7(€) zu, die durch Gleichungen und Ungleichungen definiert werden.
D.h. die Menge @ werde jetzt definiert durch:

Q= {A € Ci(Q) | A(FZ) =c¢, 1 =1,2,...,n1; A(FZ) >ci, t=mn1+1, ,n}
Wie vorher gilt auch hier:

(i) Wenn @ nichtleer ist, so ist @ kompakt und konvex.

(ii) Die Menge Qg der Extrempunkte ist nicht leer und mén A(Fp) wird auch in Qg

angenommen.

Sei A° € Q. wodurch also
AO(Fi)zci (i=1727"'7n1); AO(FZ) > ¢ (i=n1+17n1+27"'7n)
gilt. Dann setzen wir

AY(Fy) = ¢ i=ni+1,n+2,...,n.

()
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Kapitel 5 Die Struktur eines extremalen Funktionals

Mithin gilt c? >c¢,i=n1+1,n +2,..,n, und wir erhalten

AE)=¢,i=1,2,...,m; AF)=c, i=n+1,..,n

Sei Q° = Q(A?) die Teilmenge von Funktionalen aus C* (), welche diesen Bedingungen
geniigen. Q" ist durch das spezielle A? definiert. Dann gilt:

(i) Q° C Q, weil C? >c,i=n1+1,n +2 .. n

(i) Q° # @, weil A0 € Q°.

(iii) Q" ist wegen der schon bekannten Argumente auch konvex und kompakt (in der
schwach*-Topologie) und besitzt demnach auch Extrempunkte.

Wir wollen mit QUE die Menge der Extrempunkte A von Q" bezeichnen. Ist A’ nun ein

Extrempunkt von @, so ist er auch extremal in Q°, also ein Element von QOE.
Denn angenommen, A° ¢ QOE Dann existieren Ay, Ay € Q°, mit A # Ao, so daB

1 1
AU B §A1 + EAQ

A; und A, sind natiirlich auch Elemente von Q. Somit wire A® nicht extremal in Q.
Wenden wir abschlieflend den Satz (19) an, dann haben wir den folgenden Satz herge-
leitet.

Satz 21 Jeder Extrempunkt A° von Q ist mit Hilfe von n Punkten z; € Q und Zahlen
a; >0,1=1,2,...,n, darstellbar:

A° = z”: ;0.
i=1
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Kapitel 6

Approximationen von
Funktionalen aus C7(f)

Das Ziel des vorigen Kapitels war es, einen Losungsansatz fiir die Aufgabe (4.3) zu fin-
den. Das Vorgehen entsprach dem in dem Buch [26] dargestellten. Dabei wurde im Satz

n
21 festgestellt, daff ein extremales Funktional von der Gestalt > «;d,,; ist. Die Anzahl

n der Punkte z; stimmt mit der Anzahl der Nebenbedingungeln 1der Aufgabe iiberein.
Wiirde man dies als Losungsansatz verwenden, so sihe man sich mit einem quadra-
tischen Optimierungsproblem konfrontiert, weil sowohl die Koeffizienten aq, ..., oy, als
auch die Punkte 2z, ..., 2z, € Q unbekannt sind. Der Satz 10 besagt, dafl das quadrati-
sche Problem durch ein lineares Optimierungsproblem mit hinreichend vielen, geeignet
gewdhlten Punkten zi,...,zx aus einer abzdhlbar dichten Teilmenge w C €2 vorgegeben
gut approximiert werden kann.

Nun stellt sich die Frage, ob man nicht gleich die Funktionale aus C7 () durch spezielle
Approximationen ersetzen kann, ohne den Umweg iiber die Extremalitdtsuntersuchun-
gen. Dies ist tatsichlich moglich und wird im anschliefenden Abschnitt demonstriert.
Dabei werden die Approximationen von Funktionalen aus C7(£2) mittels Linearkom-
binationen von Dirac-Funktionalen und mittels Linearkombinationen von integralen
Mittelwerten vorgestellt.

Beide Approximationen liefern Losungsansitze fiir die Aufgabe (4.3), die zu linearen
Optimierungsproblemen fithren. Natiirlich sind auch weitere Approximationsmoglich-
keiten denkbar.

6.1 Zwei Klassen von Approximationen

Bei der niherungsweisen Losung der verallgemeinerten Optimalsteueraufgabe spielen
Approximationen von positiven linearen stetigen Funktionalen iiber C(2) eine wichtige
Rolle. An dieser Stelle wollen wir sogenannte e-Approximationen solcher Funktionale
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Kapitel 6 Approximationen von Funktionalen aus C7 ()

konstruieren. Dabei beschrinken wir uns auf zwei Klassen von Funktionalen, aus denen
die Approximationen gebildet werden, namlich auf

(i) die Menge der Linearkombinationen von Dirac-Funktionalen, also auf Funktionale
des Typs > axd,,
k

(ii) die Menge der Linearkombinationen von Lebesgue-Integralen iiber Teilmengen
einer Zerlegung von 2, also auf Funktionale des Typs

1
Zak—/F(z)dz,
||
Qp

wobei || hier das Lebesgue-Maf§ von Q fiir alle k£ darstellt. (In der Literatur
wird der Wert ﬁ [ F(z)dz manchmal auch als integraler Mittelwert von F
Q

iiber ), bezeichnet.)

Kommen wir nun zunéchst zum Punkt (i). D.h. wir wollen lineare stetige Funktionale
iiber C(2) durch Linearkombinationen von Dirac-Funktionalen approximieren. Dazu
geben wir uns ein € > 0 vor und betrachten eine offene p-Umgebung €, um €2, p < 5.
AuBlerdem sei durch die Punkte z;, k = 1,..., N, ein endliches e-Netz von Q, (d.h.V z €
Q, 3 2z, so daB |z — z;| < ) und offene Kugeln i, £ = 1,..., N um die Punkte des e-
Netzes mit dem Radius ¢ gegeben. Das System {e(-),k = 1, ..., N} stelle eine Zerlegung
der Einheit beziiglich der Uberdeckung durch die Kugeln ;. dar (in Abschnitt 7.1.1
erkliart). Sei N*(z) = {k | z € Q}. Nun definieren wir zu einer Funktion F' € C(Q)
ihre e- Approximation durch

N
Fo() =" er(-)F(z).

k=1

Dann ist F© € C() (ja sogar € C*(2)) und es gilt fiir jedes z €

N
er(2)F(2) = ) er(2)F(z)| <

M=

[F(z) = F°(2)] =
k=1 k=1
N
< S a@IFE -Fa)l = Y a@lFE) - Fla)| <
k=1 keEN*(z)
N
< Z ex(2)wy (e) = wy(e),

B
Il
-

wobei w, () ein Stetigkeitsmodul zu F' ist. Mithin folgt

|1F = F*|| = sup [F(z) = F*(2)] < w,(e).
2€Q
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6.1 Zwei Klassen von Approximationen

Bemerkung Ein Stetigkeitsmodul w,(-) der Funktion F' iiber € ist eine positive
nichtfallende Funktion auf den nichtnegativen reellen Zahlen mit der Eigenschaft: Fiir
Z1, 29 € Q mit ||z1 — 22| < p gilt |F(z1) — F(22)| < w,(p).

Nun wenden wir uns den Funktionalen zu. Sei A € C*(Q), ay := A(ex), k =1,...,N.
Wir definieren die e-Approximation von A durch

N
AT() =) ol ()
k=1
Dann 148t sich leicht folgendes iiberpriifen:

A(F) =

und somit erhalt man

[A(F) = A°(F)] IA(F) = A(F7)| = [A(F — F7)]

A -F = Fof| < [[AfJwp (e).

IN

Wir haben gezeigt, daf§ sich jedes Funktional aus C*(€) vorgegeben gut durch Line-
arkombinationen von Dirac-Funktionalen annédhern 148t. Vorgegeben gut bedeutet hier
gleichméflig beziiglich der Klassen F,, von Funktionen mit gleichméflig majorisierba-
rem Stetigkeitsmodul w, (d.h. es existiert ein w, so daf w, (¢) < w(e) fur alle F' € F,,).

Eine andere Moglichkeit der Approximation von Funktionalen aus C*(2) ist die im
Punkt (ii) erwihnte. Fast analog zum Punkt (i) kénnen die e-Approximationen der
Funktionale in diesem Fall gebildet werden. Wir gehen wieder von 2, aus und zerlegen
diese Menge in Teilmengen ., k = 1,2, ..., N. Nun definieren wir die e- Approximation
einer Funktion F' aus C'(f2) durch

N
()= e-L z)dz.
FO=3 k<>|QkQ/kF( )a
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Kapitel 6 Approximationen von Funktionalen aus C7 ()

Analog zum Punkt (i) kann dann wie folgt abgeschitzt werden:

N N 1
F(z) = F(2)] = | er(2)F(2) —Zek(Z)Q—H/F(Z)dZI <
k=1 Q
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fiir jedes z € Q. Also folgt wie oben

B = F*| = Slelg\F(z) — Fo(2)] S wg (e).

Sei nun wieder A ein beliebiges Funktional aus C* () und seien A(ey) =: ay, fur alle
k=1,2,..., N. Wir definieren die e-Approximation von A durch

N
AS(F) := Zakﬁik' /F(z)dz, VF € C(9). (6.1)
k=1 Oy

Damit 148t sich genauso wie im Punkt (i) zeigen, dal A(F®) = A®(F) gilt und der
punktweise Abstand der beiden Funktionale kann wie folgt abgeschétzt werden:

[A(F) = A*(F)]

[A(F) = A(F?)| = |A(F — F7))|

AL I1F = FI| < [ Allwg (). (6.2)

IN

Somit ist es auch moglich Funktionale aus C*(Q2) durch solche Linearkombinationen
von integralen Mittelwerten anzunihern.

Motiviert durch diese Approximationen wollen wir die beiden verschiedenen Typen
von Linearkombinationen als Losungsansitze fiir das (verallgemeinerte) lineare Opti-
mierungsproblem (4.3) verwenden. Wir gehen zuerst auf die Linearkombinationen aus
dem Punkt (i) ein. Dazu geben wir uns aus einer abzahlbar unendlich dichten Teilmenge
von {2 eine endliche Anzahl von Punkten 21, 29, ..., 2y vor. Mit diesen Punkten bilden
wir die lineare Teilmenge von Funktionalen

N
Zakézk.
k=1
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6.1 Zwei Klassen von Approximationen

Eingesetzt in die Aufgabe erhalten wir:

Zak52k (fo) = amig ! beziiglich
k=1 1y N

N

Yol (¢]) = Agi  i=1,2,.. M,
k=1

[]=
Q

=

g
Slis
(A4

A j=1,2,.., My.

k=1
Daraus folgt
N
> apfo(zx) = min ! beziiglich
Q4. QON

k=1

N

STongl(zr) = A¢i i=1,2,..,M,
k=1

Yo (z) = Ay j=1,2,.., My,
also ein klassisches lineares Optimierungsproblem in den oy, k =1,2,..., N.
Ahnlich verhilt es sich im Fall (ii): Sei eine Zerlegung von © in Teilmengen €y, k =

1,2,..., N, gegeben. Mit diesen Zerlegungsmengen bilden wir die lineare Teilmenge der
folgenden Funktionale mit den Werten

N

Zaki /F(z)dz, V FeCQ).
= |

_ g,

Angewandt auf die Aufgabe (4.3) erhalten wir

= in !
>y [ we = i

|Mz T

|Q |/¢f = A¢l i:172a---7M17

Mz

TN /w" = Ay, j=1,2,.., M,

Die Integrale der einzelnen Funktionen lassen sich berechnen, sind also fiir die Opti-
mierung bekannte Zahlen. Damit entsteht auch in diesem Fall ein klassisches lineares

Optimierungsproblem.
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Kapitel 7

Konstruktion einer
Naherungslosung fiir die
Originalaufgabe

Bei der urspriinglich gestellten Aufgabe (OP) waren Steuerungen u : I — U und
zugehorige Trajektorien = : I — A als Losungen des dynamischen Systems gesucht.
In diesem Kapitel wird aus der Losung der diskretisierten verallgemeinerten Optimal-
steueraufgabe (4.8) eine Niherungslosung der Originalaufgabe (OP) konstruiert, de-
ren Zielfunktionalwert sich dem Infimum der verallgemeinerten Optimalsteueraufgabe
(2.13) vorgegeben gut néhert.

Im folgenden wollen wir Funktionen z(-) : I — A als Hilfstrajektorien bezeichnen.
Die Konstruktion wird in mehreren Schritten vorgenommen. Zunéchst konstruiert man
eine stiickweise konstante Hilfstrajektorie und eine stiickweise konstante Steuerung. Die
stiickweise konstante Hilfstrajektorie wird anschliefflend in eine stetige Hilfstrajektorie
umgewandelt. Die stiickweise konstante Steuerung liefert, eingesetzt in das Anfangs-
wertproblem von(OP), eine absolut stetige Losung, die dann mit der stetigen Hilfstra-
jektorie verglichen wird.

In den folgenden Uberlegungen wenden wir lineare stetige Funktionale aus C*(Q) auf
charakteristische Funktionen an. Zur Erlauterung dieses Vorgangs werden im néchsten
Abschnitt zwei verschiedene Herangehensweisen angegeben.

7.1 Lineare stetige Funktionale und charakteristische Funk-
tionen

C’ (Q) war der Raum der positiven linearen stetigen Funktionale, die auf die stetigen
Funktionen iiber einer Menge €2 angewendet werden. Wir wollen im folgenden zwei Wege
vorstellen, wie sich der Definitionsbereich dieser Funktionale auf die charakteristischen
Funktionen der Borel-Teilmengen von 2 erweitern 148t.
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7.1 Lineare stetige Funktionale und charakteristische Funktionen

7.1.1 Zerlegung der Einheit

Es gilt der folgende Satz.

Satz 22 Sei C°(R™) der Raum der reellwertigen Funktionen, die stetige Ableitun-
gen beliebiger Ordnung und einen kompakten Trdger besitzen. Weiterhin seien € eine
kompakte Teilmenge des R™ und {U;};cy eine finite Uberdeckung von Q durch offene
Mengen U; C R™. Dann existieren Funktionen {e;(-)}jes € C°(R™) mit folgenden
Eigenschaften:

a) Fiir jedes j € J ist der Trager supp (e;) von e;(-) in U; enthalten.
b) Fir jedes j € J und jedes z € R™ gilt: 0 < e;(z) < 1.

¢) Esist ) ej(x) =1 fiir alle x € ).
JjeJ

d) Fiir jedes x € Q sind nur endlich viele der Werte ej(x), j € J ungleich Null.

Hierbei bedeutet

o supp(e;) = {z € R™ | e;(z) # 0}

o finite Uberdeckung, dafi jedes z € Q in einem Uj enthalten ist, aber in hdchstens
endlich vielen U; enthalten sein darf.

Den Beweis dieses Satzes kann der Leser z.B. in [8] nachlesen. Wir wollen dem eben
erwihnten System von Funktionen dann noch einen Namen geben.

Definition 23 Das in dem vorigen Satz definierte System von Funktionen {e;(-) €
CP(R™) | j € J} heifit eine Zerlegung der Einheit beziiglich der Uberdeckung
{U;}jeq von Q.

In dem Spezialfall, daf} J einelementig ist, ergibt sich sofort aus dem Satz 22:

Lemma 24 Sei Q eine kompakte Teilmenge des R™, U eine offene Menge (des R™ ),
die Q) enthdlt. Dann existiert eine Funktion e : R™ — [0,1] der Klasse C*, so daf

supp (e) C U

und

e(r) =1 Vze
Mit Hilfe dieses Lemmas definieren wir:
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Kapitel 7 Konstruktion einer Ndherungslosung fiir die Originalaufgabe

Definition 25 Sei zu jedem Element der Folge {%}ieN eine offene Umgebung w; des
Abschlufies @ von w C Q gegeben, so dafy mes(w;\w) < % und w; C wy fir i > .
(Mit mes ist hier das Lebesque-Maj$ gemeint.) Auferdem seien e;(-) Funktionen gemdjs
Lemma 24 beziiglich der Umgebungen w; von @ und Funktionen f;(-) definiert durch

fi(z) == H ei(z) 1=1,2,...
j=1

Dann definieren wir fir A € C7(Q)
A(G) = lim A(fi). (1)

wobei fijq die Einschrinkung von fi(-) auf Q darstellt und X,,(-) die charakteristische
Funktion von w ist.

Bemerkung

e Die Definition ist gerechtfertigt, da folgendes gilt:
Aus den Eigenschaften der Funktionen e;(-) (siehe Lemma 24) erhalten wir

fi(z) =0 Vzdw, filz)=1 Vzew, i=1,2,..

und mithin
fi(z) = fic1(2)ei(2) < fizi(z) Vz,i=2,3,...

Nun nutzen wir die Monotonie der Funktionale, woraus A(f;) < A(f;) fir i’ <4
folgt. AuBerdem haben wir A(f;) > 0 fiir jedes i, weil alle f;(-) und auch die Funk-
tionale positiv sind. Demnach ist die Folge {A(f;)}ien fiir @ — oo nichtwachsend
und nach unten beschrinkt, also konvergent.

e Sind X, () die charakteristische Funktion von wy; C R™ und X,,(:) die charak-
teristische Funktion von we C R"2, dann gilt fiir die charakteristische Funktion
X xw, (+) der Menge wq X wg C R" x R"2:

Xw1><w2 (fl?,y) = Xw1($)xw1 (y) Ve w1,y € wa. (72)

7.1.2 Satz von Riesz

Sei wie vorher Q C R™ und A € C% (€2). Nach dem Riesz’schen Darstellungssatz (siehe
Satz 11) gibt es ein positives regulires Borel-Maf u, so daf}

A(F) = /F(z)du(z) V).
Q
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7.2 Stiickweise konstante Hilfstrajektorie und stiickweise konstante Steuerung

Ist w eine Borel-Teilmenge von €2, so ist die charakteristische Funktion X, von w mefibar
beziiglich p. Daher existiert das Integral [ X, (z)du(z) und es gilt
Q

/ Xo(2)du(2) = p(w).

Q

Dies motiviert folgende Definition:

Definition 26 Seien A, u, w und X, die oben eingefiihrten Grofien. Dann definieren
wir die Anwendung von A auf X, durch

A = [ Xo(e)dn(z) = (o). (7.3)

Q

Im folgenden sind alle Anwendungen von Funktionalen auf charakteristische Funktionen
im Sinne der Definitionen 25 oder 26 zu verstehen.

7.2 Konstruktion einer stiickweise konstanten Hilfstrajek-
torie und einer stiickweise konstanten Steuerung

In den verschiedenen Relaxierungen und Verallgemeinerungen (siehe z.B. [4],][7],[20])
geschieht die Konstruktion niherungsweise optimaler Steuerungen und Trajektorien der
Originalaufgabe unabhéngig von der Losung der verallgemeinerten Aufgabe. D.h. bei
der Formulierung bzw. Losung der verallgemeinerten Aufgabe wird die anschliefende
Konstruktion nicht beriicksichtigt. Das ist in dieser Verallgemeinerung anders. Zu den
Testfunktionen vom Typ 1 gehoren auch Funktionen, die nur von der Zeitvariablen ¢
abhéngen. Solche Funktionen wollen wir unter einem extra Typ 3 zusammenfassen und
mit X;, [ = 1,..., L, bezeichnen. Die einzelnen Anzahlen der Testfunktionen seien aber
der Ubersichtlichkeit halber wieder mit M; (Typ 1), My (Typ 2) und dann zusitzlich
mit L (Typ 3) bezeichnet.

Demzufolge gehen wir von der folgenden Form der ,abgeschwichten* diskretisierten
verallgemeinerten Optimalsteueraufgabe (4.8) aus:

A(fo) = min!
unter den Bedingungen A e Cr(Q),
AG]) - gl < e Vi=1,2.., M, (7.4)
AW — Ay > e Vi=1,2, .. M,
‘A(Xl) —AX” < £ Vi= 1,2, ,L

Um die Durchfithrung der Minimalfolgenkonstruktion zu erleichtern, werden die Test-
funktionen vom Typ 3 wie folgt gewéhlt: Sei eine Zerlegung des Zeitintervalls I = [a, b]
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Kapitel 7 Konstruktion einer Ndherungslosung fiir die Originalaufgabe

a=1t t! t? ¢ S

Abbildung 7.2: Zerlegung des Zeitintervalls
in Teilintervalle I' := [t'=1,#!), (I = 1,...,L — 1) und I"” := [t~ "] (iiblicherweise
aquidistant, siehe Abbildung 7.2) gegeben.

Die Funktionen X;(-) sind die charakteristischen Funktionen der Intervalle I'. Sie werden
auch als Funktionen von (¢, z, u) aufgefafit, d.h. X;(¢,z,u) = X;(¢) fiir alle t € I, (z,u) €
V= Ax U. AX, ist definiert durch
b
AX; = /Xl(t)dt =l — ¢t

a
jeweils fur Il = 1,2, ..., L.

Bemerkung Die mit Hilfe der charakteristischen Funktionen gestellte verallgemeiner-
te Optimalsteueraufgabe ist keine Erweiterung der bisherigen Verallgemeinerung. Um
dies zu erldutern, sei A ein zuléissiges Funktional fiir die Aufgabe (2.13). Damit erfiillt
A unter anderem auch die Bedingungen

A(¢!) = Ag Y ¢ vom Typ 1.

Weiterhin sei I* C I. Dann gibt es eine Folge von Testfunktionen {¢p }nen des Typs 1,
so daf} die zugehorige Folge der formalen Ableitungen {¢£}h€N nur von ¢ abhingig ist,
monoton fillt und punktweise gegen die charakteristische Funktion X;-(-) des Intervalls
I'* konvergiert.

(Man nehme hier einfach eine Folge stetiger, nur von ¢ abhingiger Funktionen, die fast
iiberall punktweise gegen X« (-) konvergiert und integriere die Elemente dieser Folge.
Da fiir die formale Ableitung nur von ¢ abhéingiger Testfunktionen vom Typ 1

¢f(t) = ¢f(taxau) = ¢t(ta :E) + ¢$(tax)f(taxau) = ¢t(t)

gilt, bekommt man so eine Folge vom gesuchten Typ.)
Nach den obigen Ausfithrungen ist A(X7-) definiert und aus Monotoniegriinden gilt

A(pD) "2 A(X).

Die Folge der Werte A¢y, konvergiert nach AXy- = [ X;-(t)dt, was der Linge des Inter-
T

valls I* entspricht. Also erfiillt jedes fiir die verallgemeinerte Aufgabe (2.13) zulissige
Funktional A auch die Bedingung

A(Xp)=AX;. I C.
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7.2 Stiickweise konstante Hilfstrajektorie und stiickweise konstante Steuerung

Bemerkung Vergleicht man dieses Vorgehen mit den Ausfithrungen in 7.1.1, so stellt
man fest, daf§ die dort betrachteten Funktionen einer Zerlegung der Einheit gerade
derartige Folgen von stetigen Funktionen darstellen, die punktweise gegen die charak-
teristischen Funktionen konvergieren.

Zur Losung der Aufgabe (7.4) wurde in den vorigen Abschnitten folgender Losungsan-
satz mit gewdhlten Punkten z;, & = 1,2, ..., N, aus einer dichten Teilmenge w von (2
gemacht:

N
A=y, >0, VE=1,.,N, (7.5)

k=1
sodaf} wir bei der Konstruktion von einem Funktional dieser Gestalt ausgehen werden.
Bemerkung Die Punkte 2z, = (tg, 2k, ux), & = 1,2,..., N, seien aus bestimmten
Griinden so gewihlt, daf keine der ersten Komponenten t;, k € {1,2,..., N}, mit den

in der Zerlegung des Zeitintervalls I gewihlten Zeitpunkten ¢!, I € {2,3,...,L — 1},
iibereinstimmt.

Nun geben wir ein €; > 0 vor und zerlegen die Menge V derart in Borel-Mengen Vi,
s=1,2,..., 8, daB fiir jedes Element F; der Menge von Funktionen

{F07 Fla BEE) FM1aFM1+1a sy FM1+M2} = {fUa QS{a (XY ¢fM17,¢)£1]a 7,()[)%42}
gilt

|F;(¢, 2" o) — Fi(t", 2", u")| < ey, V(2 ), (2" u") € Qs

(7.6)
Vi=1,2,...L;s=1,2,...,S;

wobei €, eine Abkiirzung fiir I x V; ist.

Bemerkung Man beachte folgendes: Sind die Testfunktionen ¢, ..., dar,, Y1, - Vs,
gewihlt, so miissen bei Verkleinerung von £1 die Zerlegungen von I (sieche Abbildung
7.2) und V verfeinert werden.

Die L Testfunktionen vom Typ 3 tauchen in der obigen Funktionenmenge nicht auf, da
sie nach Definition schon die Bedingung (7.6) erfiillen.

Sehen wir uns nun die Bedingungen der obigen Aufgabe (7.4) an, die zu den charakte-
ristischen Funktionen der Teilintervalle von I gehoren. Mit ihrer Hilfe konnen wir das
folgende Lemma beweisen.

Lemma 27 Seie aus (7.4) hinreichend klein und A ein Funktional von der Form (7.5),
das die letzten L Bedingungen von (7.4) erfiillt. Dann liegt in jedem Intervall I' die erste
Komponente ty, eines Punktes zy,, dessen Koeffizient oy, ungleich 0 ist.

Beweis: Der Beweis wird indirekt gefithrt. Sei I!, I € {1,2,...,L}, ein beliebiges Zer-
legungsintervall von I, fiir das wir annehmen wollen, dafl kein ¢; der Punkte z;, =
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(tg, zp, up) mit ap # 0, k € {1,2,..., N}, in I' liegt. Nach einer der obigen Bemerkun-
gen stimmt keine der ersten Komponenten tx, k € {1,2, ..., N}, mit den in der Zerlegung
des Zeitintervalls I gewihlten Zeitpunkten ¢/, [ € {2,3,..., L — 1}, iiberein. Sei

e <min{t' — =V | I € {1,...,L}} =: AL (7.7)

Nach der Aufgabenstellung (7.4) mufi A* auch die folgende Bedingung erfiillen:

N
A*() =t 71 = DY ax(ty) — T < e
k=1

Aufgrund der Annahme mu# fiir die Punkte zj, deren erste Komponente #;, in I' liegt,

N
der zugehorige Koeffizient oy, gleich Null sein. Damit ist die Summe ) axX;(t;) gleich
k=1
Null und die obige Bedingung lautet ¢ —#'~! < ¢, was der beziiglich ¢ gemachten Annah-
me widerspricht. O

Das Funktional A*, die Losung von (7.4), wird nun genutzt, um die Zerlegungsintervalle
I' der Zerlegung von I weiter zu unterteilen. Dazu definieren wir die GréBen

K =N (X), 1=1,2,...L;s=1,2,..,85, (7.8)

wobei die X;; die charakteristischen Funktionen der Teilmengen Q;, = I' x V,, | =
1,2,..,L; s=1,2,..., 8, von € sind.

Bemerkung

e Bei Rubio [26] kommen zwar Funktionen vom Typ 3 in der Minimalfolgenkon-
struktion vor, aber sie werden noch nicht weiter spezialisiert. Damit ist eine Aus-
sage wie die des obigen Lemmas nicht gesichert. Demzufolge kann es passieren,
daB fiir einen Index [ € {1, ..., L} alle K5, s = 1,..., S, verschwinden. Das Intervall
I' konnte also nicht weiter zerlegt werden. Erst nachdem die Minimalfolgenkon-
struktion abgeschlossen ist, wird in dem Buch [26] auf dieses Problem und die
besondere Eignung der charakteristischen Funktionen hingewiesen.

e Prinzipiell kénnen die nur von ¢ abhingigen charakteristischen Funktionen X;(+)
vermieden werden. Man muf} dann aber voraussetzen, dafl hinreichend viele pas-
sende stetig ableitbare Testfunktionen ausgewéhlt worden sind, um die Eigen-
schaft aus dem Lemma 27 zu sichern.

Die Summation der K, iiber alle s liefert fiir jedes [ aus {1, ..., L}:

s s N N s
YK, o= Y M) =)D aXi(zk) = > ok > Xis bk, mh, wg) =
s=1 s=1 s=1 k=1 k=1 s=1
N s N
= D aXi(te) D Xs(wrur) =Y anXa(ty) = Y ag > 0.
k=1 s=1 k=1 tpell
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S
Im allgemeinen wird jedoch 3 K, # t! —#/~! gelten. Deshalb definieren wir die Grofien
s=1

tl _ tl—l
Pl = W und  His = p Kis (7.9)

tr€1;

fiir jedes I =1, ..., L und s = 1,..., §. Nun kann man leicht nachpriifen, daf}

S
s=1

gilt. Mit Hilfe der Hj, fithren wir die Intervalle

s—1 s
B, = |:t171 + ZHliatlil + ZHli>a I = 1,2,...,L; s=1,2, asa (Z,S) ?é (L7 S)a
i=1 i=1
S—1 S
Brs = |:tL_1 + Z HLZ',tL_l + ZHL,}
i=1 i=1

0

ein, wobei iiblicherweise Y Hj; = 0 festgelegt wird. Aus jeder der Mengen V; wihlen
i=1

wir einen Punkt (z®,u°) aus und setzen

z(t) == 2%, w(t):=u®, Vi€E B (7.10)

Bemerkung Die Auswahl der Vertreter aus den einzelnen V; kann voéllig unabhéngig
von den bereits gewidhlten z; = (t1,21,u1),20 = (t2,%9,u2),.... 28 = (N, TN, UN)
geschehen. Selbstverstindlich ist es auch erlaubt, Komponenten (z1,u1), (z2,u2), ...,
(zn,un) als (z°,u®) zu verwenden.

z(-) und u(-) sind die angestrebten stiickweise konstanten Funktionen. Sie wurden
auf diesem speziellen Weg festgelegt, um zu sichern, dafl sich die Funktionalwerte

von A* und A, (das zu p = (z(),u(-)) assoziierte Funktional) in den Funktionen
Fy. Fy, ..., Fyr 4 my+1, dohein fo, ,¢{, - 1/)19\/[2, ...X1, wenig unterscheiden. Dies wird nun
vorgefiihrt.

Die Infima und Suprema der Funktionen F; auf den einzelnen Teilmengen Q;, = I' x V,
bezeichnen wir mit

Iis = inf{F;(t,z,u) | (t,z,u) € Qs}, (7.11)
Sus = sup{F;(t,z,u) | (t,z,u) € Qs}, (7.12)
=0,1,... My +My+ L, I =1,...,L s=1,.,5, und definieren zu dem Paar p =

1= 0,1,
(x(-),u(-)) ein Funktional A, wie frither

b
Ay(F) = /F(t,x(t),u(t))dt Ve ). (7.13)
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Wir definieren weiter

N
Ts = Y opXis(z) Filzp),
k=1

lys = /F(t z(t),u(t))dt = /Fi(t,fps,us)dt.

Bys By

Xis(z) ist gleich Null, falls z ¢ Q5. Damit ergeben sich fiir Ty folgende Ungleichungen:

N
Tis = orXas(zk) Filzr) > Y X (20) Lits = A* (Xos) L
j— k:
bzw.
N N
Tis = Y oxXis(2k) Filzk) < aXis(2k) Sits = A (Xis) Sits.
= k=1

Fiir jedes Tripel (ils) aus {0, ..., M1 + Mo+ L} x{1,..., L} x {1, ..., S} sind dann folgende
Ungleichungen erfiillt:

H, H,
plsfizs Kislips = N (Xi5) Lits < Tis < N (Xp5)Sits = KisSis = ,o_ls

Sits

und
Hi I, < lys < HiSjs.

Daraus folgt

Tis — lus|] < Hysmax{|p; ' Tns — Susls |p; " Sits — Tus|} =
Hysmax{|p; ' Ijs — Ins + Iiis — Sus|. \p; ' Sits — Sirs + Sirs — Lus|} <
< Hgmax{|Lysl|p; ' = 1] + [Liis — Sus|s | Suslloy * = 1]+ Sis — Lus|} <
< His(|Sis — Lis| + |p; ' — 1| max{| Ly, | Sits | }).-

Aus (7.6) ergibt sich dann

Tits — lis| < His(e1 + |p; " — 1) max{| T, |Sis|}) (7.14)
fiir alle 7 € {0,..., My + My + L}, 1 € {1,...,L} und s € {1, ..., S}. Diese Ungleichungen
nutzen wir zur Abschéitzung des Abstandes der Funktionalwerte von A* und A,. Dabei

wird
M == max{|Ti;s|, |Sus|}

bezeichnet.
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b
N
|A*(F;) — Ap(Fy)| = \ZakFi(zk) - /Fi(t,m(t),u(t))dt -
k=1 ]
L N L
= 12200 aXis(z) Filz) ZZ/ (¢, 1, w) ] <
l:l s=1 k:l : = lB
ls
L S L S
< ery D Hiu+ Y > Hilpr ' — 1My, =
=1 s=1 =1 s=1
N
L s S Xy, () — 4+t

Wenn nun der Parameter ¢ so beschaffen ist, dafl

€

WMHS <e

fiir alle [ = 1,2, ..., L gilt, ergibt sich aus den letzten L Bedingungen von (7.4)

N
| 3 apXp(ty) —t" + 1

k=1 €
P My < mMilS <er.
Wenn sogar e derart ist, dafi mit
M := max M;;, = max \Fi(2)]
ils z€EQ
0<i<Mi+Mo+L
At ~
e < Elng und € < At (siehe (7.7)) (7.15)

gilt, so kénnen wir die obige Ungleichungskette wie folgt fortsetzen :

L S
(#) < elb—a)+) ) Hier =
=1 s=1
= 2e1(b—a).
Also gilt dann fiir jedes i aus {0,1,..., My + My + L}

A*(F) — Ap(F3)| < 221(b — a). (7.16)
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Die Funktionalwerte A*(F;) und A,(F;) liegen also bei hinreichend kleinem &; vorgege-
ben nahe beieinander.

Um das Vorgehen bis zu dieser Stelle zu verdeutlichen, werden das Ziel und die einzelnen
Schritte noch einmal in Anleitungsform zusammengefaft.

Die Testfunktionen ¢y, ..., ar,, ¥1, ..., Yur, seien gewdhlt, d.h. die Funktionen Fy, Fi, ...,
Fur, 4, sind fest. Das Ziel ist, fiir jedes ¢ aus {0, 1, ..., M} + M} den Wert

[A™(F) = Ap(Fy)

vorgegeben klein zu machen. Dazu wihle man ein positives €; so, daf 2¢;(b — a) vor-
gegeben klein ist. Man bestimme zu Fy, F, ..., Fa, 40, lUber ) einen gemeinsamen
Stetigkeitsmodul, d.h. zu (jedem) &1 ein ¢ > 0, so daf}

\Fi(z) — F;(#")| < ey, sofern ||z = 2'|| < ¢ Vi=0,1,..., M) + M>.

Als Norm || - || wéhle man am besten fir z = (£, 1, ..., Tp, U1, ..., Uy)
2]l = max{[t], max |z;], max fux|}.

Dann ist |F;(2) — Fi(2')| < e, sofern [t —#'| < ¢, |z; — 25| < (, j = 1,...,n, und
lup —up| < ¢ k=1,...,7.

Nun zerlege man das Zeitintervall I in (Aquidistante) Teilintervalle I' = [t!,#=1), | =
1,..,L — 1, und ¥ = [tE=1 ] mit einer Linge, die kleiner als ¢ ist. Ferner zerlege
man V in Teilmengen Vi, s = 1,..., S, indem man iiber V' ein quadratisches Raster mit
einer Kantenldnge kleiner als { legt. Man bestimme

M= swp |F(2)
0<i< My +Mso
z€Q
und wéihle € so, daf}
g1 At
0<e<——unde < min (¢ — 1)

I<I<L

erfiillt sind (siehe (7.15)).

Erst jetzt stelle man die Aufgabe (7.4) mit diesem ¢ und wéhle die (endliche) Folge
2 = (tga o ug), k = 1,2,...,N, so daB fiir jeden der Zeitpunkte ¢ # t' fiir jedes
I =2, ..,L—1 gilt. Der Ansatz

N
E O‘kdzk
k=1

liefert die Losung A*, deren Werte an den Stellen Fy, ..., Fiys, 4 v, von den entsprechen-
den Werten von A, vorgegeben wenig abweichen.

Im folgenden zéhlen wir die letzten L Bedingungen von (7.4) wieder zu den ersten M;
Bedingungen von (7.4) hinzu, um die Indizierung zu vereinfachen.
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7.3 Konstruktion einer stetigen Hilfstrajektorie

Aus der im vorigen Abschnitt konstruierten stiickweise konstanten Hilfstrajektorie x(-)
wird nun eine stetige Hilfstrajektorie z.(-) mit gewissen Eigenschaften gewonnen. Wir
wollen die Menge A als wegzusammenhéngend annehmen. Dann gilt der folgende Satz:

Satz 28 Zu jedem €9 > 0 existiert ein Paar

q(82a My, MQ) = (HJC(),U()),

mit x.(-) stetig, zc(a) = z, und z.(b) = zp, z.(t) € A fiir jedes t € I, und u(-)
stiickweise konstant, so daf
[Ag(fo) = n(My, Ma)] < e,
Ag(¢]) — Adil < ey i=1,., M,
Aq("/’?‘) — Aty > —e9, j=1,..., M>.

Dabei ist A, das zum Paar q(eg, My, M3) gehérige Funktional, definiert durch

(7.17)

MG%:/F@%@metVFeam.
I

Beweis: Zu Beginn des Beweises soll noch einmal an die folgenden Groflen erinnert
werden:

s—1 s
B, = [T+ ZHlkatl_l + ZHlk) (I,s) # (L,S) bzw.
k=1 k=1
S-1 s
Brs = [t"7'+ ) Hpt" 7'+ Hyyl
k=1 k=1
Hy = pKy, Ki=A(X;),

jeweils fiir [ = 1,2,...,L und s = 1,2,...., 5. O.B.d.A. seien alle Hj; gréfier als Null.
Andernfalls ignorieren wir die verschwindenden Intervalle B;s und indizieren neu.

S
Durch die Bj, und die Festsetzungen t;, := '~ + S Hig, too := t°, erhalten wir eine
k=1
Zerlegung des Zeitintervalls I:

a=tg <t <tia < - <tig <ty < - <tpg_1 <trg=n"o.

In der vorangegangenen Konstruktion entstanden eine stiickweise konstante Steuerung
u(+) und eine stiickweise konstante Trajektorie z(-):

U(t) =u5’ iE(t) =z’ VtEBlS,(iES,US) eVy, 1=12,..,L s=12,..,8.
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{Vs}s=12,...s war eine Zerlegung der Menge V = A x U. An den inneren Zerlegungs-
punkten #5, d.h. (Is) # (LS), kann z(-) demnach Unstetigkeiten besitzen. Auflerdem
stimmen z; und z, sowie £g und x; im allgemeinen nicht {iberein. Wir nutzen die Be-
ziehungen (7.16) zwischen dem zu dem Paar p = (z(:), u(-)) gehorigen Funktional A,
und A* aus und verwenden (4.9). Durch Zusammensetzen der entsprechenden Unglei-
chungen erhalten wir

ple) —2e1(b—a) < Ap(fo) —n(Mi, Mz) <e+2e(b-a)
|AP(¢zf)_A¢l‘ S €+281(b_a)7 1= 1727-'-7M1 (718)
AP(¢?)_A¢] > _5_281(17_(7')’ .7 = 1a27---aM2-

Die Lénge eines Intervalls By ist Hj;. Sei nun 4 eine kleine positive Zahl, so daf} gilt:
I .

0<d< 2 n;nnHls. (7.19)
]

z(+) wird nun auf 6-Umgebungen der inneren #;; so abgedndert, daf eine stetige Funktion
entsteht. Diese sei mit z.(-) bezeichnet. Dazu legen wir auf den Intervallen

I i=[t,— Ot +6], 1=1,2,....L; s=1,2,..,8; (Is) # (LS),

folgendes fest: Da A als wegzusammenhéngend vorausgesetzt war, ist es moglich, stetige
Wege XJ. : IS — A zu finden, so daf§ X}, (t)s — &) = 2*~ ! und X)), (t)s + 6) = z° falls
s # 1 und sonst X/ (t;1 — &) = % und X)) (tn + 0) = 2! gilt. Dann definieren wir
zc() : I — A durch

z(t) = X(t) auf I},

z(t) = z(t) sonst.
Damit ist z.(-) stetig auf I. Die gleiche Prozedur wird noch einmal in den Randpunkten
von I, in a = tyg und b = t1g, durchgefiihrt. Die Punkte z, und xp liegen in A. So lassen
sich auch stetige Wege X3y : I, := [a,a+6] = Aund X¢g : I2 5 := [b—6,b] — A finden,
die Xgo(too) = g, und Xgo(too +0) = x1 sowie ng(tLS — ) =zg und X%S(th) =1
erfiillen. z.(-) wird auf dem Intervall I3, mittels

zc(t) = Xgo(1)

und auf Ig g durch
ze(t) = X]g(t)

abgeidndert. Die gednderte Funktion z.(-) ist auch stetig und erfiillt die Randbedingun-
gen des urspriinglichen Problems (OP).
Nun sei A, das zu g := (z.(), u(-)) assoziierte Funktional, also

Mwmz/F@%wmmmtvpemm.
I
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Den Abstand der beiden Funktionale A, und A, in den ,Punkten“ F; kann man wie
folgt abschitzen:

1Ay (i) — Ag(F)| = /[Fi(t,ﬂ:(t),U(t)) = Fi(t, zc(t), u(t))]dt] =
1

tis+6
-y / Fi(t, (1), u(t)) — Fi(t, o(t), ult)]dt +
(zs);é?LS)tzs—5
too+6
[ R0, u0) - B, u)d o+

too
trs

T / Fi(t, (), ult)) — Fi(t, zo(t), u(t))]df] <

trs—0
t1s+0d

< Y [ IBta.u0) - R, u@)d +
(zs);é?LS)tzsﬂS
too+4
; / it 0(t), u(t)) — Fy(t, wolt), u(t))dt +

too
trs

N / Filt, o(t),u(t)) — Fi(t, xe(t), u(t))|dt =

trs—o0
s +6

= %[ IR, u(0) - R X0, u0)d+

1
(ls);é?LS)tls_‘S

too+0
4 [ IR0, u(0) - B X0, ule)lde +
too
trs
+ / |Fy(t. z(t), u(t)) — Fi(t, X7 s(t), u(t))|dt <
trs—0
< 2 F;(t 20 +2 F;(t 20 <
< lz (K (Pt 2, w[20 +2 max [Fi(to,u)[26 <
(1s)#(LS)
< 4LS6 max |Fi(t,z,u)|.
(t,x,u)eQ
Wir erinnern noch einmal an M = max |Fi(t, z,u)|, dann ergibt sich
i€{0,1,2,....M; +My}
(t,z,u)EQ
Ap(F) = Ag(F)| < 4LSM) (7.20)
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fiir jedes i = 0, 1,2, ..., M7 + M. Die Formeln (7.18) sowie (7.20) erlauben die gesuchten
Abschitzungen zu gewinnen.

ple) —2e1(b—a) —4LSM§ < Ay(fo) — (M1, M2) < 4ALSMé+ €+ 2¢1(b— a)
Weiter bekommen wir fiir jedes i € {1,2,..., M1}
Ag(¢]) — Agi| <ALSMG + ¢ + 2¢1 (b — a)
und fiir alle j = 1,2, ..., My
A7) — Avpj > —ALSM6S — & — 2¢1(b — a).

Es ist
g9 > ALSMo 4+ e+ 2e1(b— a)

zu sichern, also
gg —e—2e1(b—a)

< 21
o< ALSM ’ (7:21)
wenn vorher durch ein geeignetes £; (und e nach (7.15)) die Ungleichung

e+ 2e1(b—a) < e (7.22)

garantiert worden ist. Aus (4.9) erhalten wir —ey < p(e) + € — 9, womit der Satz be-
wiesen ist.

O

7.4 Eine Niherungslosung fiir die Originalaufgabe

Unter der Annahme, dafi die im Ausgangsproblem (OP) vorkommenden Funktionen
fo, f und g einer Lipschitzbedingung in z auf A geniigen, wollen wir die Konstruktion
einer Ndherungslosung abschliefien. Die entsprechenden Lipschitzkonstanten seien £y, ,
k¢ und kg, so daf} gilt:

|f0(tamau) _fﬂ(taxlau” < kaHm—xIH
1f(tz,u) = f(ta"w)|| < kyllz — 2| (7.23)
<

lg(t,z,u) —g(t.a' )| < hylle — |

fiir alle (¢, z,u) und (¢,z',u) aus Q.

Zunichst wird die konstruierte stiickweise konstante Steuerung wu(-) zur Losung der
Anfangswertaufgabe aus dem Ausgangsproblem (OP) verwendet. Sei also zg(-) eine
Loésung von

2(t) = f(t,2(t),u(®)  z(a) = z4.
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Wir werden mit Hilfe der Funktion z.(-) zeigen, daf zz(-) unter den sich anschliefenden
Voraussetzungen niaherungsweise zulissig fiir das Ausgangsproblem ist und daf§ das zu
dem Paar p = (zg(-), u(-)) assoziierte Funktional A, einen Wert A, (fo) liefert, der nahe
dem minimalen Wert 1 der verallgemeinerten Optimalsteueraufgabe (2.13) liegt.
Dazu nehmen wir an, unter den M; Testfunktionen vom Typ 1 seien M| Funktionen,
die aus den Funktionen

2mh
en(t) = sin(;——(t-a) h=1,2,.., M
2 (h — M
on(t) = 1—cos(%(t—a)) h=Mys+1,My+2,..,2M;

wie folgt gebildet werden:
nj(t,x) = x0u(t), j=1,.,nh=12..,2M;. (7.24)

Damit ergeben sich nach dem Vorgehen aus Abschnitt 1 die formalen Ableitungen
beziiglich der Differentialgleichung (2.2) durch

(p}{j(t:x:u) = mg‘Ph(t)"“Ph(t)fg(tamaU)a j = 1:-':n;h= 1527---32M12- (725)

Demnach gilt M| = 2M;9n, wobei n die Dimension des Zustandsraumes ist.

Nach Satz (28) wissen wir
Ag(oL) = Agni] = Ayl — mjion() + zason(@)] = [Ag(gl)| <& (7.26)
fur alle j = 1,2,....,n;h =1,2,....,2M19, denn es ist
pn(a) = pn(b) =0 (7.27)

fiir jedes h aus {1,2,...,2M12}. Aus diesem Grund ist auch die Differenz

b a
on(b) / fi(rsze(r) u(r))dr — gn(a) / £3(ry 2e(r), u(r))dr

gleich Null. Das verwenden wir in der folgenden Rechnung:
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Alel)] = / (e (PR (E) + f3(t me(t), () on (8)]dt] =

b b
- / 2e; (06 (1)t + / 3t 2o (8), () o ()t =

part.

| / e O30+ [on) [ (et

/(ph /fg T, Te(T drdt‘ =
= /mcg on(t)dt + op (b /fj T, Te(T
—on(a /fj T, Te(T ))dT — /(ph /f] T, Te(T (T))d’]’dt‘ =

_ /[xcj(t)—/fj(f,xc(f) u(r))drgn (t) .

Setzen wir
t

yj(t) 1= s (1) — /f]-(r, se(r),u(r))dr VieT, (7.28)

so liefert (7.26)
I/yj(t)sbh(t)dt < e (7.29)
T

Die einzelnen Komponenten von zg(-) seien zg;(-). Dann gilt fiir jedes ¢ aus I

t

2j(t) == wR;(t) — /fj(T,ﬂﬁR(T)aU(T))dT = Tqj-

a
Wir definieren weiter

t
wj(t) == y;(t) — 2zj(t) = w;(t) — /fj(T,xc(T),u(T))dT —q; VteEL (7.30)

a
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wj(-) ist also die j-te Komponente des integrierten Differentialgleichungsdefekts beziig-
lich (2.2) von z.(-). Aufgrund von (7.29) ist

/wj(t)gbh(t)dﬂ <o
I

Nutzt man nun die Definition der ¢ (-), so gelten die Ungleichungen

/wg sm( h(t—a)dt < %
/wj(t)cos (%(t-@) dt‘ < %
I

fir h = 1,2, ..., Mq5. D.h. bis auf den konstanten Term sind die ersten 2M75 Fourierko-
effizienten der w;(-) betragsméiBig klein. Wir wollen annehmen, daf§ die Fourierreihen
der einzelnen w;(-) gegeben sind durch

wi(t) ~ —a0+z a! cos< 2m (t—a)> + ] sin<b2iria(t—a)>) _

— _a0+]\§ (a? cos( 2mi (t—a)) + b sin <b2m (t—a)>)+7"j(t)

mit
j 1
@bl = =| [
I
1 2mi g2(b—a ; .
\a\ = ;/ug(t)cos( _Jt—a))dtﬁ% fir 1 <4< Mo,
I
, 1 A7i —
bl = - /wj(t)sin<b ik (t—a))dt g% fiir 1 < i < My,
s —a T
I

Es werde nun vorausgesetzt, dafl die vektorwertige Funktion w(-) mit den Komponen-
tenfunktionen w;(-) in eine Fourier-Reihe entwickelbar ist, d.h. da z.(-) dementspre-
chend konstruiert wurde.

w(-) werde nun dargestellt durch

w(t) = v+ (1), tel (7.31)

mit dem konstanten Vektor v, der aus den Komponenten %a% besteht. Die euklidische
Norm von ~(t) fiir jedes ¢t aus I 148t sich wie folgt abschétzen:
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ol < §3a3+wn @)

My '
= [ (X tadi + D2 + )
\ joi=1
(7.32)
M2 ' '
< Q2D Uadl + 181002 + e ()]
\ j =1
= > > (afl+ 10D+ Ir()]
joi=1
ea(b—a
< w202 ).
s
Zu einem gegebenen dy > 0 gelte
)
r ()] < o Vtel. (7.33)
g9 sei derart, dafl
b— )
Mion 2! _ 9 % (7.34)
s 2

Demzufolge wird die euklidische Norm von v(t) fiir jedes ¢ € I kleiner als das vorgege-
bene §5.

Es bleibt der Vektor v zu betrachten. Aus (7.30), (7.31) und den Definitionen von y(-)
sowie z(-) bekommen wir fiir alle ¢ aus I:

/frmc (1))dr — zg(t) /meR (r))dr =v+~(t). (7.35)

In dieser Gleichung setzen wir ¢ = @ und erhalten
zo(a) = zr(a) + v +7(a).
Weil zr(a) = z.(a) = z, ist, folgt
[oll = llv(a)ll < 6. (7.36)

Bis zu dieser Stelle wurde gezeigt, daf} fiir geeignete Mo und e; der integrierte Dif-
ferentialgleichungsdefekt w(-) von z.(-) vorgegeben klein wird. Selbiges wird nun auch
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7.4 Eine Nidherungslosung fiir die Originalaufgabe

fir den Abstand von zg(-) und z.(-) nachgewiesen. Dazu verwenden wir (7.35) und
stellen fiir alle ¢ € I folgendes fest:

t
loe(t) — zr(®)] = | / £ (rsze(r), u(r))dr
/ F(ra(r), u(r))dr + v+ ()] <
t

< kf/IIwc(T)—:vR(T)IIdT+||v||+||7(t)||-

Hier bietet sich die Anwendung des Lemmas von Gronwall an:

ze(t) — 2R ()| < Ky /[Ilvll + () lexp (ks (t = s))ds + [Jv]| + Iy (#)]]

a

fiir jedes ¢ € I. Dies erlaubt weitere Abschéitzungen:

lwe(t) = zr@ < max(fol + 7)) { [ explhy(t = )], +1} =
= max(Jol| + (&) Dexp(ky (¢ - ) <
< max(|lo] + |y(®)Dexp (ks (b - a))

Gelten dann (7.33) und (7.34), so ergibt sich letztlich fiir jedes t € T
[zc(t) — zR(t)]] < 202exp(ky(b — a)). (7.37)

Folglich haben wir gezeigt, daf} fiir geeignete Parameter M5 und €5 auch die Werte der
Funktionen z.(-) und zg(-) vorgegeben nahe beieinander liegen.

Im folgenden Satz werden wir auf Zerlegungen Z) der Feinheit kleiner A des Zeitin-
tervalls I Bezug nehmen. Damit ist eine dquidistante Zerlegung von I gemeint, bei
der benachbarte Teilintervalle lediglich einen Punkt gemeinsam haben und die Léinge
der Teilintervalle durch %S(I) gegeben ist. Dabei ist P eine natiirliche Zahl, fiir die
mesl) < x gilt.
P SA8

Die vorangegangenen Uberlegungen nutzen wir aus, um Eigenschaften des Paares p :=
(zr(+),u()) zu zeigen.

Satz 29 Sei A > 0 gegeben. Die Parameter My, M3, My, L und € aus der Aufgabe
(7.4) und die Parameter S, €1, 6, €5 und do aus der Konstruktion konnen bei Beriick-
sichtigung der Voraussetzungen und angenommenen Beziehungen zwischen ihnen so
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gewdhlt werden, dafi das aus der Konstruktion resultierende Paar p = (xgr(-),u(-)) die
folgenden Abschdtzungen erfillt:

Ap(fo) =nl < A (7.38)
[zr(D) — @bl < A, (7.39)
d(xR(t) A) < A Viel, (7.40)
/g t iL'R )dt > =X, VJEeZ,, (7.41)
mes(
J
wobei wieder A,( fF (t,xr(t),u(t))dt fir jedes F' aus C(Q) ist. d(z,a) ist der

Abstand eines Punktes :v € R” zu der Menge A C R” und wie in Lemma 7 ist n =
ing(fo)-

Beweis:

Wir beginnen nun mit der Betrachtung der Aussage (7.38). Um in den Schlufifolgerun-
gen dieses Beweises einen besseren Uberblick zu haben, trennen wir die Anzahl L der
Testfunktionen vom Typ 3 hier wieder von der Anzahl My der Testfunktionen vom Typ
1.

Das Paar ¢(g9, My, My, L) aus Satz 28 erfiillt die Bedingung

n(My, Ma, L) — 2 < Ay(fo) < n(My, My, L) + 3. (7.42)

Wir erhalten mit (7.37) (siehe Berechnungen vor diesem Satz) und unter Ausnutzung
der Lipschitzbedingung fiir fj

Ap(fo) = Ag(fo)| = | / ol r(t), u(t) — foltyolt), u(t)lde] <
T

IN

[ 10ltsa0(0),0(0) = ot me(0) ) e <
I

u(t)) = (t,zc(t), u(t))l|di =

IN
oy
=
~—
=
8
=)

< kg (b—a)202exp(ks(b— a)). (7.43)

Bezeichnen wir dann kg, (b — a)202 exp(ks(b — a)) abkiirzend mit C, so 1a8t sich (7.43)
in der Form

—C < Ap(fo) = Ag(fo) < C
schreiben. Wegen (7.42) folgt daraus

—C + T)(Ml,MQ,L) — g9 < Ap(fo) < C+7}(M1,M2,L) + €9.

62



7.4 Eine Nidherungslosung fiir die Originalaufgabe

Das Lemma 7 liefert die Aussage, dafl zu einem gegebenen d3 > 0 die Zahlen My, Mo
und L so grof} gewihlt werden koénnen, dafl

in(My, M, L) — n| < 0. (7.44)

(7.44) kann in
-3 < (M, M, L) —n < d3

umgeformt werden, woraus man mit dem obigen Ergebnis
—C —d3+n—e2 <Ap(fo) SCHn+ds+e

erhilt. Um die Ungleichung (7.38) zu erfiillen, wihlen wir

>

o< g (7.45)
gg < g (746)

A
k(b= )20 exp(ks(b—a)) < 5 (7.47)

Wenden wir uns jetzt den beiden Bedingungen (7.39) und (7.40) des Satzes zu. Es ist
[z (b) = 2ol = llzr(b) — zc(b)]-
Nach (7.37) ist dies kleiner oder gleich 2d2exp(k¢(b — a)). Analog ist fiir alle ¢ aus I
d(@r(t), A) = inf |lzr(t) =yl < llzr(t) = 2c(B)l] < 202exp(ky (b — a))
erfiillt. An dieser Stelle ist demnach die Ungleichung
209exp(ky(b—a)) < A (7.48)

zu sichern.

Es bleibt, die Bedingung (7.41) zu behandeln. Dazu verweisen wir zunéchst auf die
im Anhang unter A.1 formulierten Uberlegungen. Wir gehen nimlich davon aus, daf
die My Testfunktionen vom Typ 2 die Form (A.1) haben. Die verwendeten charakte-
ristischen Funktionen X () gehoren zu den Intervallen J der Zerlegung Zy. Somit soll
sichergestellt werden, daf}

b—a
<\ 4
e (7.49)

gilt. Die entsprechenden Bedingungen aus dem Satz 28 lauten dann:
b
[ Xotgtt. o). ute)ds > —ea € 25
a

63



Kapitel 7 Konstruktion einer Ndherungslosung fiir die Originalaufgabe

Unter Ausnutzung der Lipschitzbedingung fiir g(-) fiir jedes J € Z) kann folgendes

geschlossen werden:

1 1
mes(J) J/g(t’xR(t)’u(t))dt - m/[g(t,xg(t),u(t)) —g(t,ze(t), u(t)) +
t e (t), u(t))]dt >
> / it

mes(J) /g(t xc(t), u(t))dt
J

> —kg25exp(ks(b—a)) — e

M,
b—a

v

Damit der letzte Ausdruck grofler oder gleich —\ wird, verlangen wir, dafl die folgenden

Ungleichungen erfiillt sind:

kq20sexp(ks(b—a)) <

My <
b—a —

€2

DN > N >

(7.50)

(7.51)

Aufler den Ungleichungen, in denen A\ auftritt, sind noch die Ungleichungen aus der
vorangegangenen Konstruktion zu erfiillen. Dazu werden noch einmal alle relevanten

Formeln mit den entsprechenden Seiten aufgelistet:

g1 > |F(t, 2 ) - F(t" 2" "), Seite 47,

v (tl,fEl,Ul), (t",m",u") € s,
Vi=1.2,...L;s=1,2,...,5;

e < At Seite 48,
At
e < 615\43 Seite 51,
1
0 < = min Hj Seite b4,
2 1<I<L
1<s<S
g > e+2(b—a) Seite 56,
5 gg —e—2e1(b—a) Seite 56
i
- 4LSM +1 ’
7289
_ Seite 60.
&2 2nM12(b — a) e

(7.52)

(7.53)
(7.54)

(7.55)

(7.56)
(7.57)

(7.58)

Nun zeigen wir, wie in aufeinanderfolgenden Schritten die Parameter aus dem Satz

geeignet zu wéhlen sind:
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Man wihle zunédchst My, My und L, so dafl (7.49) und (7.44) mit d3 aus (7.45)
erfiillt sind. Mit dieser Wahl dndert sich M = sup \Fi(z)| nicht mehr,

0<i<M|+Msy+L
z€Q

auch falls L noch vergréfiert wird.

Man wibhle do, so da§ (7.47), (7.48) und (7.50) erfiillt sind, d.h. man wihle z.B.

A A A

dy =min{ ———— 2 2~
2 m‘n{akfo(b—a)’2’4kg

} exp(—k (b — a)).

Man wéhle (zu geeignetem M;s) €2 so, daf (7.46), (7.51) und (7.58) erfiillt sind.
Z.B. wihle man

A Ab—a) 209 }
3’ 2M2 ’ 2(b—a)nM12 .

Die zusétzlichen Mo Testfunktionen dndern nichts an der Wahl von M;, M5 und
L!

€9 = min{

Die Ungleichungen (7.54) und (7.56) liefern

€2
g <= (7.59)
A1 2(b - a)
und man kann z.B.
g1 = £2

2(8% +2(b — a))

wahlen.

Man wéhle nun ein neues L und S und eine Zerlegung von  in Teilmengen
Qs = I' x V; so, daf sie der Ungleichung (7.52) geniigen, aber L nicht kleiner als
das im Punkt (1) gewéhlte ist. Das €; aus dem Punkt (4) bleibt erhalten, weil eine
Vergroferung von L eine Verkleinerung von At bewirkt, womit £; immernoch die
Bedingung (7.59) geniigt.

e muf} die Ungleichungen (7.53) und (7.54) erfiillen, also wéhlen wir z.B.

. — 61A£
€= mln{At, M }
Den Abschluf} bildet ¢, welches (7.55) und (7.57) geniigen mufl. Wir kénnen z.B.
die folgende Wahl treffen:

o1, g9 —e —2e1(b—a)
5= {— H, }
My e oM + 1

Damit ist gezeigt, dal bei geschickter Wahl aller Parameter die oben aufgelisteten Un-
gleichungen erfiillt werden konnen. Das bedeutet, die Bedingungen aus dem Satz sind
erfiillt, ohne die Bedingungen an die einzelnen Parameter zu verletzen.

O
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Kapitel 8

Ein Beispiel fiir die Losung einer
Optimalsteueraufgabe mittels der
Rubio-Verallgemeinerung

Um das Vorgehen der in dieser Arbeit behandelten Verallgemeinerung eines Optimal-
steuerproblems bzw. die anschlieflende Konstruktion von N#herungslésungen zu ver-
deutlichen, werden in diesem Abschnitt anhand eines bewufit einfach gewihlten Bei-
spiels die einzelnen Schritte vorgefiihrt.

8.1 Das Originalproblem

Es wird das folgende Optimalsteuerproblem betrachtet:

1
[ z?(t)dt — min!

0
i) =u(t) 0<t<1

a=0 b=1 I=1[0,1] A=[0,1 U={-1,1}

folt,z,u) = z?

z,=0 zpy =0
ft,z,u) = u
g(t,z,u) = z4+u’-1
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8.2 Ein Beispiel fiir die Auswahl der Testfunktionen und
die Aufstellung der diskretisierten verallgemeinerten
Optimalsteueraufgabe

Wir setzen M; = 6 und legen die Testfunktionen vom Typ 1 wie folgt fest:

pi(t,z) =z =  ¢l(t,w,u) = Adr =0
P2(t,x) = = ¢yt z,u) =z +tu Ay =0
3(t,z) =22 = qSB’f(t, T, u) = 22U A¢ps =0
pat,z) =122 = Gtz u) =2z +12u Ads=0
¢5(t,z) :=tz? = Pi(t,z,u) = 2%+ 2tzu A¢s =0
po(t,z) =23 = ng(t,x,u) = 3z%u Agg = 0.

Die Anzahl 2M45 der fiir die Minimalfolgenkonstruktion ben6tigten Testfunktionen mit
kompaktem Trager in [a, b] = [0, 1] (siehe (7.24) auf Seite 57) legen wir mit 10 fest. Somit
haben die Testfunktionen folgendes Aussehen:

op(t,z) = xsin(27ht) h=1,2,...5
on(t,z) = x[l —cos(2m(h — 5)t)] h=6,7,..,10
Die formalen Ableitungen sind dann
<p£(t, z,u) = 2whzcos(2mwht) + sin(2wht)u h=1,2,...5
<p£(t, z,u) = 2mw(h —5)zsin(2w(h — 5)t) + [1 — cos(2m(h — 5)t)]u h=6,7,...,10,

und fiir jedes h aus {1,2,...,10} gilt wegen (7.27) auf Seite 57 App, = 0.
Fiir die Testfunktionen vom Typ 2 treffen wir die folgende Wahl: My = 6 und dann

,(‘[)](ta y) = le (t)y = ’QZ)?('[},{E,U) = XIj (t)g(t,a:,u) = XIj (t)(g;‘ + U’Q - 1)’
sowie AY; = 0 fiir jedes j = 1,...,6 (siche Abschnitt A.1). Dabei sind die I; die
Teilintervalle [Tl, .5 =1,..,6.

Die Testfunktionen vom Typ 3 (spezialisierter Typ 1) ergaben sich aus einer dquidi-
stanten Zerlegung des Zeitintervalls. Hier wiahlen wir eine Zerlegung des Intervalls [0, 1]
in 10 Teilintervalle, so daf sich folgendes fiir diese Testfunktionen ergibt:

— 1 telbg 1) 1 _
Xl(t) = { 0 sonst AXZ 10 l—l,...,g
1 te[Z,1
Xio(t) = { 0 Sonitlo ] AXyp = 1.

Die verallgemeinerte Optimalsteueraufgabe mit endlich vielen Nebenbedingungen lau-
tet damit:

67



Kapitel 8 Ein Beispiel

A(fo) — min! beziiglich
Agl) =A¢i i=1,...6
Apl)y =0 h=1,..,10; (8.2)
A(XIj (t)g(tawau)) >0 J=1..6;
AXp(t) =3 1=1,..,10.

8.3 Losung der diskretisierten verallgemeinerten Optimal-
steueraufgabe

Gemifl den Betrachtungen zu (4.8) machen wir den folgenden Losungsansatz:
Wir wihlen Stiitzstellen aus [0,1] x [0, 1] x {—1,1}:

21:(0,0,—1) 22:(%7[)’_1) 234:(17[)’_1)
235:(07%7_1) z36=(%7%7_1) z68=(17%7_1)
2715 = (0,0,1)  z716 = (55,0,1) -+ zrs = (1,0,1)
z1305 = (0,1,1)  z1306 = (35,1, 1) -+ 21428 = (1,1,1)
und setzen
1428

A= Z agds,
k=1

in die Aufgabe (8.2) ein. Es entsteht ein lineares Optimierungsproblem in den «y,
k=1,2,...,1428, mit 26 Gleichungs- und 6 Ungleichungsnebenbedingungen.

Dieses Problem wurde mit dem Computeralgebrasystem MATHEMATICA gelost. In
der Loésung o sind nur die Komponenten mit den Indizes

2,6,9,11,16, 18, 23,26, 28,31,34,715,718,719,721,724,728, 731,733,735, 739, 744 und 747
grofer als Null. Die zugehorigen Punkte z; sind

(35,0,-1) (%,0,—1) (£.0,-1) (%,0,—1) (&.,0,-1) (4,0,-1)
(%7[)’_1) (ﬁaov_l) (%’07_1) (ﬁ?o’_l) (1a07_1) (anv )
(7.0,1)  (3.0,1)  (£,0,1)  (£.0,1)  (33,0,1)  (35,0,1)
(1:0.1)  (5,0,1)  (1.0.1)  (5.0,1)  (55.0,1)

Aus dieser Losung des LOP wird nun eine Niherungslosung fiir das Originalproblem
(8.1) konstruiert.
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8.4 Konstruktion einer Niherungslésung fiir die Original-
aufgabe

Die Menge V := A x U =[0,1] x {—1,1} wird in die folgenden Teilmengen zerlegt:

vV, = [iifgf%)x{—lh s=1,2,....9
Vip = [%,1]><{—1};
vV, = [%,%)x{l}, s =11,12,...,19;
Voo = [%,1]x{1}.

Die aus diesen Teilmengen ,auszuwihlenden“ Steuerwerte sind

up =---=wu=-1, uyy = =ugp =1
Es stellt sich heraus, dafl alle Gréflen p; = tlitl;; gleich 1 sind und somit die Zah-
tr €1
1428 o
len Kl,s = Z Oszl(tk)XS(l‘k,uk) und Hl,s = lel,sa [ =1,2,...,10;s = 1,2,...,20,
k=1

iibereinstimmen. Es werden nur die von Null verschiedenen Gréfien beriicksichtigt, die
neu indiziert werden: H;; und H o, [ = 1,2,...,10. Die H; ; liefern eine Zerlegung des
Zeitintervalls [0, 1] in Teilintervalle

s—1 s
B, = [O+ZHM,O+ZHM>, [=1,2,..,10;s = 1,2 (I, ) # (10,2);
i—1 i—1
9 9
B = [E-FHlo,l, E+H10,1+H10,2}-

Auf diesen Teilintervallen wird die stiickweise konstante Steuerung wie folgt festgelegt:
Wir suchen die zu den von Null verschiedenen Groflen H; , gehérigen Steuerwerte aus
den w1, ..., usg heraus und setzen

u(t) = -1 falls t€ By, [=1,..,10
T 1 falls ¢t € Bjp, I =1,...,10.
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Abbildung 8.1: Die stiickweise konstante Steuerung

Diese Steuerung setzen wir in das Anfangswertproblem des Originalproblems (8.1) ein
und l6sen es stiickweise, d.h. der Funktionswert am rechten Randpunkt eines Teilinter-
valls wird als Anfangswert fiir das nichste Teilintervall genutzt. Es entsteht die folgende
stiickweise lineare Trajektorie zg(-):

0.06¢
0.04¢

0.02¢

AZ A . A ‘
W A WV \/

Abbildung 8.2: Die stiickweise lineare Trajektorie

Dieses Funktionenpaar (zg(-),u(-)) ist die gesuchte Ndherungslosung der Originalauf-
gabe (8.1). Wir wollen abschliefend die Zulidssigkeitsbedingungen aus dem Satz 29
iiberpriifen und auch hierfir wurde MATHEMATICA genutzt. Die Bedingung (7.39)
ist mit Maschinengenauigkeit erfiillt, also



8.4 Konstruktion einer Nidherungslosung fiir die Originalaufgabe

Da zg(-) stiickweise linear und stetig ist, kann ihr Minimum nur an den Zeitpunkten

10 20
Y>> > H; s angenommen werden. Die Bedingung (7.40) iiberpriifen wir also durch

1=1s=1

10 20

d(zg(t), A) = d(zg(t),0,1]) = min{lzr (> Y Hi)| | 1=1,..,10; s =1,...,20}.
=1 s=1

Dieses Minimum ergibt sich ungefihr zu 0.0720577. Die Intervalle J aus den Bedin-
gungen (7.41) haben hier die Lénge ﬁ = % und die einzelnen integralen Mittelwerte
lauten bis auf 7 Stellen Genauigkeit —0.0192023, 0.0105453, 0.0038115, —0.0175494,
—0.0317174 und 0.005587. Der Wert fiir das Zielfunktional ist 0.0008160548.
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Halbgeordnete Vektorraume

9.1 Nichtnegative Funktionale

Sei F ein halbgeordneter Vektorraum und F, die Menge der nichtnegativen (positiven)
Elemente F € F, also Fy = {F € F | F > 0}. In der Folge sei F ein Verband und ein
normierter Raum.

Bemerkung Ein Verband ist eine halbgeordnete Menge, in der zu je zwei Elementen F'
und G eine kleinste obere Schranke sup(F, G) und eine grofite untere Schranke inf(F, G)
existieren.

Beispiel C(2) ist ein Verband beziiglich der Halbordnung F' < G < F(z) < G(z) fir

alle z €  und ein normierter Raum beziiglich ||F'|| := sup |F(z)|.
2€Q

Definition 30 In einem Verband gibt es stets zu jedem FElement F einen Positiv-

Teil F*, definiert durch F* := sup(F,0), und einen Negativ-Teil F~, der durch
F~ :=sup(—F,0) = —inf(F,0) definiert wird.

Damit gilt dann
F=F"'—-F und F">0 und F >0. (9.1)

Im folgenden werden wir positive (nichtnegative) Funktionale A : F — R betrachten.
Positivitat bedeutet hier A(F) > 0 fiir jedes F' € F.

9.2 Ky-Fan-Aufgabe und positive Funktionale

In diesem Abschnitt wollen wir die folgende Aufgabenstellung untersuchen: Gesucht ist
ein positives lineares Funktional A iiber F, das
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A(F;)
[A]l

> a; Viel
< N

erfilllt. Diese Aufgabe kann auch anders formuliert werden: Gesucht ist ein lineares
Funktional A iiber F, das

AMF) > a Viel
AF) > 0 VFeF, (0.2)
Al < N

erfiillt. Die notwendige und hinreichende Losbarkeitsbedingung von Ky Fan dafiir lau-
tet:

Satz 31 FEs existiert genau dann eine Losung A der Aufgabe (9.2), wenn fiir jede end-
liche Auswahl I, von Indizes i € I und jede endliche Auswahl F, von Elementen
F € Fy sowie fiir zugeordnete nichtnegative Zahlen ~v;, vr gilt

> yiai < NI viFi+ Y, . 9.3)

icl. i€l FeFy,

Den Beweis dieses Satzes findet der Leser z.B. in [17].
F ist ein konvexer Kegel. Damit ist jede nichtnegative Linearkombination > ypF

FeFye
von Elementen F' € Fy mit yr > 0 fiir alle F' € F, e wieder ein Element von F,. Da

auflerdem fiir jedes F' € F; wegen (9.1) F = F; und F_ = 0 gilt, schreiben wir

FeFie

Daher kann die Losbarkeitsbedingung (9.3) einfacher so ausgedriickt werden:

Y viai <N Y viFi+ Gy (9-4)

i€le i€le
fiir alle endlichen Teilmengen I, C I, ; > 0; (i € 1) und fiir alle G4 € F,.

Nun sei

S = SUP{ > yiai = N|| Y viFi+ Gy |
i€l i€l
I.C1I, I endlich,y >0 (i € ), G4 € T+}.
Dann wird folgendes behauptet:
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Lemma 32 Fiir S gibt es nur die zwei Mdglichkeiten: S = oo oder S = 0.

Beweis: 1. Fall: Es existiere eine endliche Teilmenge I, von I, ein Satz von Zahlen
4 >0, i € I, und eine Funktion G € F,, so dafl

0 = Z’?iai — N|| Z’%FZ +G+H > 0.
i€le i€le
Sei t > 0 beliebig und
vii=ty, Yi€l, Gy:=tG,.
Somit gilt natiirlich ; > 0, 7 € I, G4+ € F und folglich auch
o= Z%ai — N|| Z%’Fi + G| =tc — o

i€le i€le

fiir £ — oo, also S = oo.

2. Fall: Fiir jede endliche Teilmenge I, von I, jeden Satz von Zahlen ; > 0, ¢ € I, und
jedes Element G, € F gelte 0 < 0. Dann ist selbstverstidndlich

S =sup{o | I. C I, I, endlich,y; > 0(i € I.),G+ € Fy} <O.

Firvy;, =0,4 € I, und G4 =0ist 0 = 0. Also ist S = 0.
O

Mithin lautet die notwendige und hinreichende Losbarkeitsbedingung auch so:

S =0. (9.5)

Bemerkung Man kann stets I statt I, nehmen, wenn I eine endliche Indexmenge ist.

In der Folge geht es um die Kennzeichnung einer Lésung A der Aufgabe (9.2). Es gilt
das folgende Lemma.

Lemma 33 Sei die Bedingung (9.5) erfillt und es seien eine endliche Teilmenge I
von I, 4; >0,1¢€ I, sowie eine Funktion G aus Fy ein solches nichttriviales System
(>" v + |G| > 0), welches das Supremum S darstellt, also

iel
S=0=> Fa;— N|> %F+G|.

iel iel

Weiterhin sei A eine Lisung der Aufgabe (9.2). Dann gelten (aufer den Bedingungen
der Aufgabe) - . )
AG) =0, %(A(F;)—a;)) =0, Viel,

A WF) =AY _%F +G) =Y Fai=N|)_%F +G|.

iel iel iel iel

und
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9.2 Ky-Fan-Aufgabe und positive Funktionale

Beweis: Die Bedingungen, die A in (9.2) erfiillt, waren

MF)>a;, Viel |AI<N, A>o0. (9.6)
Aus (9.5) folgt
> diai = N[> %Fi +Gl. (9.7)
iel iel

Multiplikation von (9.6) mit 4; und Addition ergibt
Z’?iai < [\(Z’%Fl) < /_\(Z’%FZ + G) < NH Z’%Fl + GH = Z’%ai.
iel iel iel iel iel

Es mufl demnach iiberall das Gleichheitszeichen gelten, insbesondere

Z%(A(Fi) —a;)) =0 =%(AF)—a)=0 Viel,

weil fiir jedes i aus I 4; > 0 und A(F;) — a; > 0 ist. D.h. entweder ; = 0 (und
a; < A(F;)) oder 4; > 0 und dann a; = A(F}).

Aus

folgt sofort A(G) = 0.

Eine weitere einfache Folgerung aus dem obigen Lemma ist:

Wenn Y 4, F; + G # 0, so ist N|| Y. 7 F; + G|| # 0 und mithin ||A|| = N.
icl icl

Nun wird die folgende Optimierungsaufgabe gestellt:

Gesucht ist ein lineares Funktional A iiber F, das

A(fo) minimiert
unter den Nebenbedingungen
A(Fl) > a; Viel (9.8)
A(F) > 0 VYFeF,
Al < N.

Zunichst werde danach gefragt, ob es eine positive Losung A der Nebenbedingungen
gibt, welche einen Wert

A(fo) < bo
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Kapitel 9 Halbgeordnete Vektorrdume

hat, wobei by irgendeine Zahl ist. Zu 16sen ist also die Hilfsaufgabe:

A(=fo) > —bo & A(fo) <bo
A(FZ) > a; Viel

A(F) > 0 VFeF,
< N

Ein Losbarkeitskriterium der Hilfsaufgabe stellt das folgende Lemma dar.

Lemma 34 Die obige Hilfsaufgabe ist l0sbar genau dann, wenn
bO Z agp,

wobei

ap = SUP{Z%CM—NH—f0+Z%‘Fi+G+H|

i€l i€l

I C I, I endlich, v >0 (i € L), G € ]:+}.
ag ist auch das Minimum der Optimierungsaufgabe (9.8).

Beweis: Notwendig und hinreichend fiir die Losbarkeit der Hilfsaufgabe ist die Bedin-
gung (9.3). Hier lautet sie

—yobo + Y _viai < Nl =vofo+ D> _%iFi+ G|l VI, >0 >0(i€l),GeFy.
1€l 1€l
(9.9)
Wir benutzen die Notwendigkeit. Wenn vy = 1, so ist (9.9) gleichwertig mit

> viai =Nl —fo+ Y %Fi+G|<by VI,y>0(€cl)GeFr  (9.10)
1€l i€l

Somit ist
a S bo (911)

notwendig fiir die Losbarkeit der Hilfsaufgabe. Nun wollen wir die Hinlénglichkeit er-
schlieBen. Aus der Giiltigkeit von (9.11) folgt (9.10). Denn: Sei ) > 0 beliebig und
vi = vyvi sowie G' = (G. Nach Multiplikation von (9.10) mit -y ergibt sich (9.9),
allerdings mit j, 7 und G’ statt v, v; und G. Offenbar durchlaufen auch die ),
und G’ alle nichtnegativen Zahlen bzw. Elemente von F. Mithin ist die Hilfsaufgabe
l6sbar, wenn ay < bg.

Nun wollen wir annehmen, daf§ inf A(fy) der Optimierungsaufgabe (9.8) echt kleiner
als ag ist. In dem Fall giibe es eine Losung A der Nebenbedingungen von (9.8) mit
by := A(fo) < ag. Das bedeutet, A wire eine Losung der Hilfsaufgabe zu einem by < ag.
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9.3 Kennzeichnung einer optimalen Losung A

Das steht aber im Widerspruch zu der Tatsache, dafl ag < by notwendig fiir die Losbar-
keit der Hilfsaufgabe ist.
O

Als Ergebnis steht somit fest: A ist eine Losung der Optimierungsaufgabe (9.8) genau
dann, wenn A eine Losung der Hilfsaufgabe mit by = aq ist. Fiir dieses Funktional A
gilt automatisch A(fy) = ag. Wenn ag endlich ist, mit anderen Worten, wenn ay < oo
ist, existiert eine optimale Losung von (9.8).

9.3 Kennzeichnung einer optimalen Lésung A

Es sei I eine endliche Teilmenge von I, ; > 0, (i € I), G € F,, so da§

ao =Y %iai— N| = fo+ Y _ %F + G| (9.12)
iel iel

und A eine optimale Lésung, mithin eine Losung der Hilfsaufgabe zu by = ag. Dann
liefert die Anwendung des Lemmas 33

A(fo) = ao
YIANF;) —a;] = 0 Viel (9.13)
AG) = 0.

Ferner ergibt sich

A—fo+ X %iFi +G) = M—fo + X 7iFi) =

icl icl (9.14)
—ao+ Y. yia; = N| — fo+ >, %Fi + GJ.
iel iel
Wegen der Aufgabenstellung gilt sowieso
]\(Fl) >a; Viel (915)

(Dies gilt also auch fiir die Indizes i ¢ I.)
Aus der sich an das Lemma 33 anschlieBenden Folgerung erhalten wir: Wenn das Ele-
ment — fo + > 4, F; + G ungleich Null ist, ist

i€l

|Al = N. (9.16)
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Kapitel 9 Halbgeordnete Vektorrdume

9.4 Ein Beispiel fiir die Anwendung

Wir setzen F = L;(2) und F; gleich der Menge der nichtnegativen integrierbaren
Funktionen von z € Q. Die sich anschliefenden Rechnungen werden auch durch die
Untersuchungen im Anhang B motiviert.

Jedes lineare, beschrinkte Funktional A iiber F ist mit Hilfe einer mefibaren, im we-
sentlichen beschrinkten Funktion o darstellbar:

A(F) = /F(z)o(z)dz VFeF. (9.17)
Q

Bemerkung FKine solche Funktion ¢ wird hiufig als erzeugende Funktion von A
bezeichnet.

Zunéchst konnen wir feststellen, daf A genau dann positiv ist, wenn o(z) > 0 fiir fast
alle z gilt. Weiterhin sind

IAl] = vrai max|o ()]
und
171 = [ Pz
Q
Sei
A(F) = /F(z)a(z)dz VFeF
Q

die Darstellung einer optimalen Losung. Dann bedeutet (9.13)

/fo(z)a(z)dz = ayg,
Q

Fi(2)5(2)dz = ai, fir5; >0 (9.18)
(2)o(z)dz

G = 0,

/
/

und (9.14)

/(—fg(z) + Z*‘yzFZ(z) + G(2))5(2)dz = N/| — folz) + Z*‘yzFZ(z) + G(2)|dz.
Q iel

Q el

Daraus folgt mit Hilfe der Abkiirzung h(z) := —fo(2) + 3. 7: Fi(2) + G(2)
iel

/(N|ﬁ(z)| hi(2)5(2))dz = 0. (9.19)

Q
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9.4 Ein Beispiel fiir die Anwendung

Es ist
a(z) >0 fast iiberall und |6(z)| < vraimaxa(z) < N,

f. i

also B B
N|h(z)| — h(2)a(z) > 0 fast iiberall.

Wegen (9.19) ist daher
N|h(2)| — h(2)5(2) =0 fast iiberall.

Hieraus ergibt sich, daB auf der Menge der z mit h(z) # 0

= Nsgn(h(z)) fast iiberall (9.20)

sein muf.

9.4.1 Zur Bestimmung von qg

ag war gegeben durch

SUP{Z%‘CM — NI - fo+ Z%‘Fi + G4l

i€le i€le
| I. C I, I endlich, v; >0 (i € I.), G+ € F4 }.

I wird nun als endlich vorausgesetzt, also I = I, gesetzt. Daraus resultiert

ag = sup{d_via; = N|| = fo+ Y _7Fi+ G| | % >0, (iel), GeFy}
el el

= sup sup (Y yiai — N|| = fo+ D> _%Fi +Gl)

V20 GEFL o7 iel

= sup (Z%‘az’ + sup [-N|| - fo+ Z%’Fi + Gl
i >0 icl GE]'—+ icl

= sup (» v —N inf |- fo+ ) vF+Gl).

Sei f := —fo+ > viF; und G[f] eine Minimumstelle von ||f + G| iiber der Menge der
i€l
nichtnegativen Elemente G von F, d.h.

inf = .
nf 17+ Gl = I + G|
In F=1:(Q) und Fy ={F € F | F(z) > 0 fast iiberall} existiert die Minimumstelle

G, die sich wie folgt ausrechnen laf}t.
Durch die spezielle Wahl von F und F, folgt aus der Definition 30 nédmlich

fH(z) =max{f(2),0},  f7(2) = max{-f(2),0}.
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Kapitel 9 Halbgeordnete Vektorrdume

Es folgt
fr@).f () > 0
fr.f~ € Li(Q), wenn f € Li(9),
flz) = [T (2) = (2)

Fir f(z) > 0 und g(z) > 0 ist
[f(2) +9(2)| = f(2) +9(2) 2 f(2) + 0= f"(2).

Fiir f(z) < 0 und g(z) > 0 ist

Somit gilt fiir jedes g € F und jedes z € Q)
f(2) +9(2)| > f(2)

und mithin

[11@ +e@iaz > [ 1@

Q 0
/If(z)+f(z)dz = /f+(z)dz.
Q Q
Dies zieht
Ignzigl\f +gll =71

nach sich, sowie

Glfl=/f" und |If +GlfIl=If"Il

Als Ergebnis erhalten wir

ay = sup (Z%‘az‘ — N[ = fo+ Z’)’z‘Fz‘ + G[—fo + Z’)’ze]H) =

7i>0

icl i€l i€l
= sup (D yiai — Nl[(=fo+ >_vF) ") =
%20 ey iel
= sup (Z%ai - N/(—f[) + Z%Fz)"'(z)dz) (9.21)
%20 er A iel

9.5 Anwendung auf die diskretisierte verallgemeinerte Op-
timalsteueraufgabe

Ersetzt man in der diskretisierten verallgemeinerten Optimalsteueraufgabe (4.3) die
Gleichungsnebenbedingungen durch ein Paar von Ungleichungen, so hat die Aufgabe
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9.5 Anwendung auf die diskretisierte verallgemeinerte Optimalsteueraufgabe

die Form von (9.2). Lediglich die Normbedingung von (9.2) ist in (4.3) als Gleichungs-
bedingung vorhanden, weil die 1-Funktion in den formalen Ableitungen der Testfunk-
tionen beziiglich der Differentialgleichung (2.2) enthalten ist. Interessanterweise ergibt
sich bereits aus der zusétzlichen Positivitidtsforderung in der Ky-Fan-Aufgabe, dafl die
Normbedingung mit Gleichheit erfiillt wird.

Die Existenz einer Losung der Aufgabe (4.3) ist nachgewiesen. Demzufolge ist das Su-
premum aus dem Lemma 34 endlich. Falls sich also ein maximierendes System %;, ¢ € T
fiir ag (siehe (9.21)) finden laBt, so kann im Fall F = L;(Q) eine Losung fiir das dis-
kretisierte verallgemeinerte Optimalsteuerproblem angegeben werden.

Nun bedarf es natiirlich noch weiterer Uberlegungen, um aus der erzeugenden Funktion
eine Ndherungslosung fiir die Originalaufgabe zu konstruieren. Molicherweise kann die
Konstruktion sogar mit Hilfe des aus der Darstellung (9.17) mit der berechneten erzeu-
genden Funktion resultierenden Funktionals genauso wie im Abschnitt 7.2 durchgefiihrt
werden.
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Kapitel 10

Zusammenfassung und Ausblick

Diese Dissertation stellt eine Uberarbeitung und Erweiterung der Rubio-Verallgemei-
nerung eines Optimalsteuerproblems aus dem Buch [26] dar.

Der von J. E. Rubio betrachteten Aufgabenstellung wurden hier zusétzliche Steuer-
Zustandsbeschrinkungen hinzugefiigt. Eine weitere Vergroflerung der mit der Rubio-
Verallgemeinerung zu behandelnden Aufgabenklasse wire von Nutzen. Insbesondere
sollte die Rubio-Verallgemeinerung auf Aufgaben mit freiem rechten Ende erweitert
werden.

Rubio gebraucht in seinem Buch [26] die Begriffe lineares stetiges Funktional und re-
guldres Borel-Maf} hdufig in synonymer Weise. Durch den Riefy’schen Darstellungssatz
ist die eineindeutige Zuordnung unter gewissen Voraussetzungen gesichert. Allerdings
fiihrt die wechselnde Benutzung der beiden Begriffe zu Unklarheiten. In der vorlie-
genden Arbeit wird hauptséichlich der Begriff des Funktionals verwendet. Nur bei der
Untersuchung der Extrempunkte in der Menge der zuldssigen Funktionale im Kapitel
5 erfolgt der Ubergang zu der Menge der reguliren Borel-Mafie. Nach Abschluf der
Untersuchungen wird das Ergebnis mittels des Riefi’schen Darstellungssatzes wieder
fiir Funktionale formuliert. Die gesamte Darstellung der Verallgemeinerung wére ein-
heitlicher, konnte man dasselbe Resultat auch durch Untersuchungen in der Menge der
Funktionale erreichen.

Die Verallgemeinerung eines Optimalsteuerproblems bewirkt eine Vergréflerung der
Zuldssigkeitsmenge. Dabei stellt sich immer die Frage nach der Verdnderung des in-
fimalen Zielfunktionalwertes (bei Aufgaben, in denen das Minimum bzw. das Infimum
des Zielfunktionals gesucht ist). Im Kapitel 3 ist die Relaxation eines Optimalsteu-
erproblems, wie von S. Butzek in der Arbeit [7] beschrieben wurde, als Spezialfall
der Rubio-Verallgemeinerung festgestellt worden. Die Ergebnisse von S. Butzek zur
Existenz einer Relaxationsliicke zwischen dem Originalproblem und dem relaxierten
Problem erlauben dann die Schluflfolgerung, dafl auch zwischen dem Originalproblem
und der Rubio-Verallgemeinerung eine solche Liicke auftreten kann. In dem Fall, daf§
keine Steuer-Zustandsbeschrinkungen vorhanden sind, ist dem Autor dieser Arbeit
diesbeziiglich keine gesicherte Aussage bekannt.
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Kapitel 10 Zusammenfassung und Ausblick

Die Extrempunkte in der Menge der zuldssigen Funktionale sind Linearkombinationen
von Dirac-Funktionalen. Dies ergab die oben bereits erwidhnte Untersuchung im Kapitel
5. Der daraus abgeleitete Losungsansatz fiir die diskretisierte verallgemeinerte Optimal-
steueraufgabe liefert nur eine Niherung des optimalen Funktionals. Deshalb werden im
Kapitel 6 eine konstruktive Begriindung fiir diesen Ansatz und eine weitere Moglichkeit
der Approximation von Funktionalen aus C*(€2), namlich die durch integrale Mittelwer-
te, angegeben. Hier sind sicherlich auch noch andere Approximationsanséitze denkbar.

Im Kapitel 7 wird aus der Losung des diskretisierten verallgemeinerten Optimalsteu-
erproblems (7.4) eine Niherungslosung fiir das Originalproblem gewonnen. Diese Kon-
struktion entspricht der Konstruktion von Rubio aus [26]. Allerdings wurde die Dar-
stellung besser strukturiert und verkiirzt. Hier sind besonders das Lemma 27 und der
Satz 28 zu nennen. Aber auch hier kénnen noch Verbesserungen vorgenommen werden.
So scheint die Konstruktion der stetigen Hilfstrajektorie z.(-) tberfliiflig, weil man
die Antworttrajektorie zg(-) moglicherweise auch direkt mit der stiickweise konstan-
ten Hilfstrajektorie vergleichen konnte, wenn man diese in einer kleinen Umgebung der
Randpunkte wie z.(-) abédndert.

Das einfache Beispiel des Kapitels 8 soll das Vorgehen bei der Rubio-Verallgemeinerung
veranschaulichen. Obwohl auch schon kompliziertere Beispiele behandelt wurden, z.B.
in [26], sind noch weitere numerische Erfahrungen noétig, um diese Verallgemeinerung
als praktikable Methode zur Losung von Optimalsteuerproblemen zu etablieren. Aber
schon bei dem einfachen Beispiel wird deutlich, dafl umfangreiche Computerarbeit zur
Losung notwendig ist. Die Dimension des linearen Optimierungsproblems (4.8) steigt,
wenn die Anzahl der Diskretisierungspunkte von €2 bzw. die Anzahl der Testfunktionen
erh6ht wird. Insbesondere die Vergrofierung der Dimensionen von Phasen- und Steuer-
raum zieht eine erhebliche Vergréflerung der Dimension des LOP nach sich, so daf§ der
Einsatz von leistungsfihigen Rechnern unumgénglich ist.

Es reduzieren sich moglicherweise die Probleme, wenn man fiir die Aufgabe (4.3) eine
explizite Losung angeben kann. Eine Moglichkeit dies zu tun, wird im Kapitel 9 (spe-
ziell im Abschnitt 9.4) vorgestellt. Um konkrete Beispiele zu bearbeiten, miifite dann
aber noch geklirt werden, wie man zu einem maximierenden System 7;, 7 € I fir (9.21)
gelangt und wie man letztendlich eine Ndherungslésung fiir die Originalaufgabe erhilt.
Die vom Autor am Ende des Kapitels 9 geduflerte Idee besteht darin, mit der berechne-
ten erzeugenden Funktion und der Darstellung (9.17) ein Funktional zu definieren, das
in derselben Art und Weise im Abschnitt 7.2 zur Konstruktion von Niherungslosungen
genutzt werden kann.
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Anhang A

Ungleichungen mit integrierbaren
Funktionen

Lemma 35 Sei v : [a,b] — R eine integrierbare Funktion. Daraus folgt, daff v(t) > 0
fast tiberall genau dann gilt, wenn

b
/XT(t)v(t)dt >0 VTC]Ja,b], T mefbar.

a

Hier bezeichnet X die charakteristische Funktion von T.

Beweis: Zur Notwendigkeit: Wenn v(¢) > 0 fast iiberall gilt, so ist X7 (t)v(t) > 0 fast
iiberall. Mithin gilt dann auch

b
/XT(t)v(t)dt > 0.

Zur Hinlénglichkeit: Sei
b

/ X (Bo(t)dt > 0

fiir jede meBbare Teilmenge T' von [a, b]. Wir wollen nun annehmen, daf§ v(¢) nicht fast
iiberall grofier oder gleich Null ist. Dann existiert eine mefibare Teilmenge T' von |[a, b]
mit positivem Maf}, auf der v(¢) < 0 gilt. Mithin gilt auch

Xr(t)v(t) <0 VteT.
Aus den Eigenschaften der charakteristischen Funktion X7 (-) erhalten wir auflerdem

Xr()v(t) =0 VigT.
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A.1 Aquivalenz von Mengen von Testfunktionen

Damit ergibt sich fiir das Integral iiber [a, b]

b

/ Xr(B)o(8)dt < 0,

a

was im Widerspruch zur obigen Voraussetzung steht.

A.1 Aquivalenz von Mengen von Testfunktionen

Mittels des Lemmas 35 wird an dieser Stelle nachgewiesen, daf} bereits eine Teilmenge
der Testfunktionen vom Typ 2 ausreicht, um die verallgemeinerte Aufgabe (2.10) zu
formulieren.
Sei T eine beliebige mefibare Teilmenge von [a, b]. Wir betrachten die Funktionen ¥ :
R x R™ — R mit

Yr(t,y) = X7 (t)y. (A.1)

Da T mefibar ist, ist auch ¥ (-) mebar. Zudem ist %7 (-) nichtfallend in jeder Kom-
ponente von y. Also ist jede durch (A.1) mit einer mefbaren Teilmenge T' von |[a, b]
definierte Funktion eine Testfunktion vom Typ 2. Nach (2.7) ist dann

V(¢ z,u) == Xp(t)g(t, z,u)

und wegen (2.9) ergibt sich A¢r = 0.
Sei nun (z(-),u(:)) ein Funktionenpaar, das die Nebenbedingungen (2.4) des Original-
problems (OP) erfiillt. Daraus folgt, dafi auch die Bedingungen

b
/¢g(t,x(t),u(t))dt > Ay V ¥ vom Typ 2 (A.2)

erfiillt sind. Das Paar (z(-),u(-)) geniigt dann natiirlich der folgenden Teilmenge der
Bedingungen (A.2):

b
/T/Jg(t,x(t),u(t))dt > AY VT C[a,b], T meBbar. (A.3)

Demnach folgt aus (2.4) gerade (A.2), woraus sich (A.3) ergibt. Nach dem Lemma 35
ist aber (2.4) dquivalent zu (A.3). Folglich sind die Bedingungen (2.4), (A.2) und (A.3)
dquivalent.
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Anhang B

Zur Dichtheit von L7(Q2) in C*(Q2)

Seien  eine kompakte Teilmenge des R, C'(©2) der Raum der stetigen Funktionen und
L1(Q) der Raum der Lebesgue-integrierbaren Funktionen iiber Q. Fiir diese Raume gilt
C(Q) ¢ L1(92), wobei C die stetige Einbettung symbolisiert (f € C(Q) = ||fllz, <
const| f|lc). Diese Einbettung ist sogar dicht in der Normtopologie. Aus der Relation
fiir die Funktionenrdume folgt fiir ihre Dualrdume L (2) ¢ C*(Q) (A € Li(Q) =

[Allc+ < const’[|All;). Ist diese Einbettung dicht in einer Topologie? Um dies zu
untersuchen, betrachten wir ein endliches Funktionensystem {Fy, Fi, ..., Fy, } aus C(Q)
und ein Funktional A € C*(Q2). Jede der Funktionen des Systems besitzt ein Stetig-
keitsmodul Wy, t=0,1,...,m. Dann sei

w(p) == max{w, (p) | i=0,1,..m} VpeR p>0.

Zu einem vorgegebenen ¢ > 0 definieren wir nun wie im Abschnitt 6.1 durch (6.1) ein
Funktional A®. Die Abschétzung (6.2) (auch aus dem Abschnitt 6.1) liefert

[A(F) = A°(Fy)| < [[Aflwp, () i=0,1,...,m,

und mithin

IA(Fy) — A (Fy)| < |Aw(e) i=0,1,...,m. (B.1)

Wir sehen uns das Funktional A® genauer an:

Xq, () ist die charakteristische Funktion der Menge €. (B.1) kann somit durch

|A(F;) — /v(z)FZ(z)dz < |[Aflw(e) =0,1,....m
Q
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Kapitel B Zur Dichtheit von L;(€2) in C*(Q2)

ersetzt werden. Die Funktion v(-) ist ein Element des L°°(£2) und somit ist A® nach der
Formel (9.17) ein Funktional aus Lj(Q2). (B.1) bedeutet dann, daf§ jedes Funktional A
aus C*(Q) fiir alle endlichen Funktionensysteme vorgegeben gut durch ein Funktional
A¢ approximiert werden kann. Anders ausgedriickt lautet dieses Resultat: L} () liegt
dicht in C*(Q) beziiglich der schwach*-Topologie.

87



Literaturverzeichnis

[1]

2]

[9]

[10]

H. Bauer: Maj$- und Integrationstheorie
Walther de Gruyter; Berlin, New York, 1990.

L. Bittner: On Linear Inequalities (Moment Inequalities) and some Results of KY
FAN
Sonderdruck aus Mathematische Nachrichten, Band 64, Berlin, 1974.

L. Bittner: Optimization Problems for Moment Inequalities and Related Problems
of Optimal Control
ZAMM 55, 19-30, 1975.

L. Bittner: Eine Methode zur Konstruktion von Ndherungslésungen fiir Aufgaben
der optimalen Steuerung
Seminarvortrag, Greifswald, 1993.

L. Bittner: Variationsrechnung und Optimale Steuerung
Vorlesung, Greifswald, Sommersemester 1997.

C. Biiskens: Optimierungsmethoden und Sensivitdtsanalyse fiir optimale Steuer-
prozesse mit Steuer- und Zustandsbeschrankungen
Inaugural-Dissertation, Miinster, 1998.

S. Butzek: Aspekte des Zusammenhangs von Optimalsteuerproblemen und zu-
gehaorigen relaxierten Problemen
Inaugural-Dissertation, Greifswald, 1997.

H. Cartan: Calcul Différentiel Formes Différentielles
Hermann; Paris, 1967.

L. Cesari: Optimization - Theory and Applications, Problems with Ordinary Dif-
ferential Equations
Springer-Verlag; Berlin, Heidelberg, New York, 1983.

N. Dunford, J. T. Schwartz: Linear Operators I
John Wiley & Sons; New York, 1988.

88



LITERATURVERZEICHNIS

[11]

[12]

[13]

[14]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

[26]

J. Elstrodt: Maf$- und Integrationstheorie
Springer; Berlin, 1996.

R. V. Gamkrelidze: Principles of Optimal Control Theory
Plenum Press; iiberarbeitete Ubersetzung, New York, London, 1978; russisches
Original 1975.

S. I. Gass: Linear Programming. Methods and Applications
4th Edition McGraw-Hill; New York, 1975.

H. Heuser: Funktionalanalysis
B. G. Teubner; Stuttgart, 1992.

H. Heuser: Lehrbuch der Analysis, Teil 2
B. G. Teubner; Stuttgart, 1995.

A. D. Ioffe, V. M. Tichomirov: Theorie der Eztremalaufgaben
Deutscher Verlag der Wissenschaften; Berlin, 1979.

Ky Fan: On Systems of Linear Inequalities
Princeton University Press, 1956.

S. Lefschetz: Differential Equations: Geometric Theory
Interscience, a division of John Wiley and Sons; New York, 1962.

P. C. Rosenbloom: Quelques classes de problémes extrémauz
Bulletin de la Société Mathématique de France 80; 183-216; 1952.

T. Roubitek: Relazation in Optimization Theory and Variational Calculus
Walter de Gruyter; Berlin, New York, 1992.

T. Roubi¢ek: A General View to Relazation Methods inn Optimal Control Theory
Optimization, Vol. 23, S. 261-268; 1992.

T. Roubicek: A4 Generalized Solution of a Nonconver Minimization Problem and
it’s Stability
Kybernetika, Vol. 22, Nr. 4, S. 289-298; 1986.

J. E. Rubio: Extremal Points in the Calculus of Variations
Bulletin of the London Mathematical Society 7, 159-165, 1975.

J. E. Rubio: Generalized Curves and Exztremal Points
SIAM Journal on Control 13,28-47, 1975.

J. E. Rubio: An Ezistence Theorem in the Calculus of Variations
Journal of Optimization Theory and Applications 19, 81-87, 1976.

J. E. Rubio: Control and Optimisation
Manchester University Press, Manchster 1986.

89



LITERATURVERZEICHNIS

[27] J. E. Rubio: Optimization and Nonstandard Analysis
Marcel Dekker, Inc., New York 1994.

[28] J. Warga: Optimal Control of Differential and Functional Equations
Academic Press; New York, London, 1972.

[29] S. Wolfram: Das Mathematica Buch
3. Auflage, Addison Wesley Longman Verlag GmbH; Bonn, 1997.

[30] K. Yosida: Functional Analysis
Springer-Verlag; Berlin, Heidelberg, New York, 1980.

[31] L. C. Young: Lectures on the Calculus of Variations and Optimal Control Theory
Chelsea Publishing Company; New York, 1980.

90



Erklarung

Hiermit erklére ich, Holger Irrgang, dafl diese Arbeit bisher von mir weder an der
Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultat der Ernst-Moritz- Arndt-Universitét
Greifswald noch einer anderen wissenschaftlichen Einrichtung zum Zwecke der Promo-
tion eingereicht wurde.

Ferner erklare ich, dafl ich diese Arbeit selbstindig verfait und keine anderen als die
darin angegebenen Hilfsmittel benutzt habe.

93



Tabellarischer Lebenslauf von Holger Irrgang

Angaben zur Person:

Name:
Anschrift:

Geburtsdatum:
Geburtsort:
Familienstand:
Staatsangehorigkeit:

Sep. 1976 - Juli 1986

Sep. 1986 - Juli 1988

Nov. 1988 - Feb. 1990
Marz 1990 - Juli 1990

Sep. 1990 - Feb. 1996

Sep. 1993 - Feb. 1994

Mairz 1996 - Feb. 2001

Sprachkenntnisse:
Englisch

Schwedisch

Russisch

Greifswald, 06.06.2001

Holger Irrgang
Giitzkower Strafle 29
17489 Greifswald
09.09.1969

Bergen auf Riigen
ledig, keine Kinder
BRD

Besuch der Polytechnischen Oberschule in Putbus auf Riigen

Besuch der Spezialschule fiir Mathematik und Physik
an der Humboldt-Universitét Berlin

Grundwehrdienst in der NVA
Arbeit in einer Elektroinstallationsfirma in Garz auf Riigen

Mathematik-Studium an der
Ernst-Moritz- Arndt-Universitat Greifswald

Semesteraufenthalt im Rahmen des
Erasmus-Studentenaustausches an der
Technischen Universitat Graz

wissenschaftlicher Mitarbeiter an der
Ernst-Moritz- Arndt-Universitat Greifswald

in Wort und Schrift
Grundkenntnisse
Grundkenntnisse

95



Danksagung

Die Fertigstellung dieser Dissertation verdanke ich in erster Linie meinem Betreuer
Prof. L. Bittner. Seine vielen Ideen und seine konstruktive Kritik haben mir hiufig
weitergeholfen.

Besonderer Dank gebiihrt aber auch Prof. B. Kugelmann, der in vielerlei Hinsicht meine
wissenschaftliche Arbeit unterstiitzt hat.

Danken méchte ich Prof. W. Schmidt fiir viele anregende Gespréiche und fiir die zur
Verfiigung gestellte Literatur. Mit Hinweisen jeglicher Art standen mir ebenfalls meine
Kollegen Dr. V. Azmjakov und S. Buske zur Seite.

Selbstverstindlich méchte ich meiner Familie fiir ihr Verstdndnis und die vielen moti-
vierenden Worte danken.



