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Ubungsblatt 1

Aufgabe 1 : Typisierung von part. Dgin.

Bestimmen Sie zu den folgenden partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
sowohl den Typ beziiglich der Linearitét als auch den Typ elliptisch, hyperbolisch
oder parabolisch.
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in Abhéngigkeit der Konstanten a € R.
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Diese Gleichung beschreibt eine Minimalflache.
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in Abh#ngigkeit von (r,7y) € R?. Skizzieren Sie die Teilgebiete.

Aufgabe 2 :  Wellengleichunyg.

Gegeben sei die eindimensionale Wellengleichung 2 3 t2 = 02% mit Konstante ¢ > 0.

a) Uberpriifen Sie, dass
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ui(s) ds)

mit ug € C*(R) und u; € C(R) eine Losung der Wellengleichung mit den
Anfangsbedingungen u(z,0) = ug(z) und 8 #(x,0) = cui(z) fiir alle 7 € R ist.

b) Finden Sie Forderungen an jeweils die Anfangsvorgaben ug und u;, welche
beschriankte Losungen w in den Gebieten (z,t) € (—o0,00) X (0,00) bzw.
(z,t) € (—00,00) x (0,T) mit festem T > 0 garantieren.

Aufgabe 3 :  Wirmeleitungsgleichung.

Gegeben sei die eindimensionale Wérmeleitungsgleichung
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mit Losung w : [0, 7] x Ry — R und die homogenen Neumann-Randbedingungen
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9 —(0,t) = 9 —(m,t) =0 fiiralle t>0

sowie Anfangsbedingungen
u(z,0) = up(x) fiir z € |0, 7]

mit stetig differenzierbaren Anfangswerten ug : [0, 7] — R, die ebenfalls die Rand-
bedingungen erfiillen.

a) Verifizieren Sie, dass die Funktionen
u(z,t) = ek (acos(kx) + bsin(kx))

fiir beliebige Konstanten a, b, k € R die Warmeleitungsgleichung ohne zusétz-
liche Bedingungen erfiillen.

b) Bestimmen Sie die Teilmenge der Funktionen aus Teil (a), welche die Randbe-
dingungen erfiillen.

¢) Nutzen Sie das System von Losungen aus Teil (b) um eine Losung zu kon-
struieren, die sowohl die Randbedingungen als auch die Anfangsbedingungen
erfiillt unter der Voraussetzung, dass die Anfangswerte die Form

K
x) = Z ay, cos(kx)
k=0

mit Konstanten ag, aq,...,ax € R besitzen.



Ubungsblatt 1

Hausaufgabe 1 : Typisierung von part. Dgln. II.
Bestimmen Sie den Typ (elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch) bei folgenden
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung.
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in Abhéngigkeit von (r,7y) € R2.
b) stationdre Euler-Gleichung fiir Stromung
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in Abhéngigkeit der konstanten Geschwindigkeit v > 0 und der Schallgeschwin-
digkeit ¢ > 0.

c) Burgers-Gleichung
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in Abhéngigkeit der Konstanten p € R\{0}.
d) Minimalﬂéchengleichung in n Dimensionen
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Hausaufgabe 2 : Laplace-Gleichung.

a) Zeigen Sie, dass die Funktion u : R*\{0} — R mit
1
u(z,y,z) = ———s
Va2 +y? + 22
eine Losung der Laplace-Gleichung
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ist.

b) Beweisen Sie, dass mit einer Losung u : R™ — R der Laplace-Gleichung
Ay = — =0

und einer orthogonalen Matrix A € R™ "™ auch v(x) = u(Az) die Laplace-
Gleichung erfiillt.

Hausaufgabe 3 : Wellengleichung und Energie.

Wir betrachten die eindimensionale Wellengleichung %% = ax2 (Geschwindigkeit
c=1). Essei u € C%(R x [0,00)) eine Losung des Anfangswertproblems u(x,0) =
ug(z) und %(.I,O) = ui(z) mit up € C*(R) und u; € C*(R). Zudem sollen ug
und u; einen kompakten Tréger besitzen. Die potentielle Energie und die kinetische
Energie werden definiert durch

By(t) = ;/_Z (gz(x,t)>2 dr und  BE(l) = %/m (?;:(x t)>2 dz.

a) Beweisen Sie die Energieerhaltung
E,(t) + Ex(t) = konstant
fiir alle t > 0, indem < (E, + Ex) = 0 gezeigt wird.

b) Begriinden Sie, dass es ein (hinreichend hohes) T' > 0 gibt, so dass E,(t) =
Ex(t) fiir alle t > T gilt. Hinweis: Losungsformel nach d’Alembert.

Abgabe der Hausaufgaben: 27.10.2023 in der Ubung



