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Aufgabe 17 :  Fehlerverstirkung bei Leapfrog-Methode.

Zur numerischen Losung der Warmeleitungsgleichung u; = g, wird ein Gitter z; = jh,
t, = nk mit Schrittweiten h und k in Ort bzw. Zeit eingefiihrt. Die Leapfrog-Methode besteht
aus dem Finite-Differenzen-Schema

Urtt = U7 4 20U 4+ UJyy) — 4rU7
mit r = h—kg um Néherungen U ~ u(x;, t,,) zu erhalten.

Wir betrachten Anfangswerte U jQ = 0 fiir alle j, U} = ¢ und Uj1 = 0 fiir j # 0. Verwenden
Sie diese Anfangswerte um die Ergebnisse U} fiir j = —3,...,3 und n = 2,3, 4 zu berechnen.
1

Dabei sei r = 5

Wird der Anfangsfehler ¢ mit der Zeit verstéirkt oder gedampft? Was folgern Sie fiir die
Stabilitdt des Verfahrens?

Hinweis: In dieser Aufgabe ist die folgende Tabelle zu vervollstindigen.

j=—3|j=-2|j=—-1|7=20|j=4+1|7=42|57=+3
n=2>0 0 0 0 0 0 0 0
n=1 0 0 0 € 0 0 0
n=2
n=3
n=4

Aufgabe 18 : Neumann-Stabilitit der Crank-Nicolson-Methode.

Zur Wirmeleitungsgleichung u; = u,, lautet das Crank-Nicolson-Verfahren

—rUMM 4 201+ UM — v UM = rUF ) 4 2(1 = 1)U + 11U

mit r = %, wobei k und h die Schrittweiten in der Zeit bzw. im Ort sind. Zeigen Sie,
dass dieses Finite-Differenzen-Verfahren stabil beziiglich des Konzepts nach von-Neumann
fiir beliebiges 7 > 0 ist. Hinweis: 1 — cos(p) = 2sin®(%)

Aufgabe 19 : Linienmethode.

Wir betrachten ein Anfangs-Randwertproblem der Wirmeleitungsgleichung u; = wz, mit
Dirichlet-Randbedingungen (0,t) = u(1,t) = 0 und Anfangswerten u(z,0) = ug(z). In der
Linienmethode wird eine Diskretisierung im Ort durchgefiihrt basierend auf den Geraden
(xj,t) mit x; = jh fir j =0,1,...,M und h = ﬁ Sei 0 <t < T. Es folgt ein Anfangswert-
problem eines Systems gewohnlicher Differentialgleichungen

y'(t) =5z By(t)
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fiir y : [0, 7] — R™~! mit der konstanten Tridiagonalmatrix B € RM=Dx(M=1) "wohei die
Anfangswerte y;(0) = ug(x;) fiir j = 1,..., M — 1 sind. Dabei stellt y;(t) eine Approximation
von u(z;,t) dar.

a) Geben Sie die allgemeine Losung des linearen Diffentialgleichungssystems an.
Hinweis: Die Eigenwerte der Matrix B sind A\p = —2 (1 — cos (%)) fird=1,...,M-1
zu den Eigenvektoren vy = (vg(1),...,ve(M — 1)) mit vy(i) = sin (¢r45).

b) Seien die Anfangswerte ug(z) = sin(¢nx) fiir ein festes £ € {1,...,M — 1} gegeben.
Als exakte Losung folgt dann u(z,t) = ¢~ ™ sin (¢7z). Bestimmen Sie den Fehler
in der Linienmethode. Verwenden Sie dazu die Taylor-Reihen der trigonometrischen
Funktionen und der Exponentialfunktion.

Hausaufgabe 18 : Matriz-Stabilitdtskonzept bei Crank-Nicolson-Verfahren.

Gegeben sei die Warmeleitungsgleichung u; = g, mit homogenen Dirichlet-Randbedingun-
gen im Ortsintervall [0, 1]. Das Crank-Nicolson-Verfahren lautet

—rU;Lfll +2(1+ 7“)U;LJrl - 'rU;fll =rU ) +2(1 = n)Uj" +rUj,

mit der Konstanten r = %, wobei k£ > 0 und h = ﬁ die Schrittweiten in der Zeit bzw. im
Ort bezeichnen. Wir definieren U™ = (U7, Uy, ..., U _s, U}\Z_l)T.

a) Schreiben Sie dieses Finite-Differenzen-Verfahren in der Form BU"T! = AU™, d.h.
geben Sie die quadratischen Matrizen A und B an. Es folgt Ut = B~1AU™.

b) Begriinden Sie, dass die Matrix C = B~!A symmetrisch ist.
Hinweis: Zeigen und verwenden Sie AB = BA.

c) Beweisen Sie mit dem Kreisesatz von Gerschgorin, dass alle Eigenwerte p der Matrix C
die Bedingung |u| < 1 fiir beliebiges r > 0 erfiillen.

d) Beweisen Sie die Abschiitzung [|[U™ — V"||y < ||[U® — V9|5 fiir beliebiges n > 0 in der
Fuklidischen Norm, wobei U™ und V" zwei Ndherungen aus dem Verfahren bezeichnen.

Hausaufgabe 19 : Verfahren nach DuFort-Frankel.

Zu der Warmeleitungsgleichung w; = uy, lautet die Finite-Differenzen-Methode von DuFort-
Frankel

1 n+1 n—1 1 n n—1 n—+1 n

mit Schrittweiten k& und h in Zeit bzw. Ort. Es liegt ein explizites Zweischrittverfahren vor.

a) Zeigen Sie, dass diese Methode stabil nach dem von-Neumann Kriterium fiir alle Kon-

stanten r > 0 mit r = % ist.

b) Leiten Sie den lokalen Diskretisierungsfehler des Verfahrens her. Zeigen Sie, dass dieser
Fehler gegen null geht falls £ — 0 und r konstant bleibt.
Hinweis: Taylor-Entwicklungen bis Restterme O(k?), O(h?*) reichen aus.

Abgabe der Hausaufgaben: 05.01.2024



