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Aufgabe 23 : Stabilität bei Diskretisierung vierter Ordnung.

In Aufgabe 16 wurde gezeigt, dass die Differenzenformel

u′′(xj) =
1

12h2

[
− u(xj−2) + 16u(xj−1)− 30u(xj) + 16u(xj+1)− u(xj+2)

]
+O(h4)

mit Schrittweite h > 0 konsistent mit Ordnung 4 ist. Die Stabilitätsanalyse nach von-Neu-
mann führt dann auf einen Ausdruck

A = 1
12h2

[
−eiλ(−2h) + 16eiλ(−h) − 30 + 16eiλh − eiλ2h

]
mit Konstante λ ∈ R. Zeigen Sie, dass A ∈ R und A ≤ 0 für beliebiges λ gilt.
Hinweis: cos(2α) = cos2(α)− sin2(α)

Aufgabe 24 : Charakteristiken bei hyperbolischer Dgl. zweiter Ordnung.

Gegeben sei die hyperbolische Differentialgleichung zweiter Ordnung

uxx + 4uxy + 3uyy = 0 (1)

mit den Anfangsbedingungen auf der Geraden K

u = 0, ux = x auf K : x− 2y = 0. (2)

a) Bestimmen Sie die beiden Charakteristikenfamilien Kα, Kβ zu dieser Differentialglei-
chung. Skizzieren Sie die Charakteristiken zusammen mit der Anfangskurve K.

b) Transformieren Sie Gleichung (1) über ξ = ξ(x, y) und η = η(x, y) in die Form wξη = 0.
Geben Sie dazu die Formeln der Koordinatentransformation an.

c) Transformieren Sie ebenfalls die Anfangswerte (2). Bestimmen Sie folglich die Lösung
von wξη = 0 unter diesen Bedingungen.

d) Bestimmen Sie mit den Ergebnissen aus Teil (c) die Lösung u(x, y) von (1) zu Anfangs-
werten (2) durch Rücktransformation. Verifizieren Sie Ihr Ergebnis.
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Hausaufgabe 23 : Anisotrope Wellengleichungen.

Wir untersuchen die Wellengleichung

∂2u

∂t2
= c2x

∂2u

∂x2
+ c2y

∂2u

∂y2
+ c2z

∂2u

∂z2
(⋆)

mit der Lösung u : R3 × [0, T ] → R und den reellen Konstanten cx, cy, cz > 0.

a) Verwenden Sie eine lineare Transformation in den Ortskoordinaten um die Gleichung (⋆)
in die standardisierte Wellengleichung ũtt = ũx̃x̃ + ũỹỹ + ũz̃z̃ zu überführen.

b) Wir betrachten die Finite-Differenzen-Methode mit dem symmetrischen Differenzen-
quotienten zweiter Ordnung für jede partielle Ableitung. Zum Lösen der Gleichung
ũtt = ũx̃x̃+ ũỹỹ+ ũz̃z̃ sei ein Gitter mit Schrittweite k in der Zeit und h̃ in jeder Ortsko-
ordinate gegeben. Transformieren Sie das Gitter um die Schrittweiten hx, hy, hz für die
Gleichungen (⋆) zu erhalten. Welche Bedingung an die Zeitschrittweiten (in Abhängig-
keit von cx, cy, cz) ist hinreichend um das Stabilitätskriterium nach von-Neumann zu
erfüllen?
Hinweis: Die Tabelle auf S. 104 im Skript kann verwendet werden.

Hausaufgabe 24 : Charakteristiken bei ortsabhängiger Wellengeschwindigkeit.

Gegeben sei die Wellengleichung utt = c(x)2uxx mit ortsabhängiger Geschwindigkeit c(x) > 0.
Es gelte c(x) = 1

1+x2 für alle x ∈ R. Bestimmen Sie die beiden Scharen von charakteristischen
Kurven zu dieser hyperbolischen Gleichung. Skizzieren Sie die Charakteristiken jeweils im
Definitionsbereich (x, t) für x ∈ R und t ≥ 0.

Hausaufgabe 25 : Charakteristiken bei parabolischer Dgl.

Betrachtet wird die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

ey uxx + 2e
1
2
(x+y) uxy + ex uyy = 0.

a) Zeigen Sie, dass diese Dgl. parabolisch für alle x, y ∈ R ist.

b) Leiten Sie die alleinige Charakteristikenschar dieser Dgl. her. Geben Sie eine Formel
für die charakteristische Kurve durch einen festen Punkt (x0, y0) ∈ R2 an.

Abgabe der Hausaufgaben: 19.1.2024


