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Aufgabe 27 :  Klassische Iterationsverfahren.

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem Ax = b mit

6 -3 3
A—<_1 2) und b—<1>.
Gegeben ist der Startwert 20 = (—4,—3)T.

a) Berechnen Sie ausgehend vom Startwert jeweils die ersten beiden Schritte des Jacobi-
Verfahrens und des GauB-Seidel-Verfahrens.

Skizzieren Sie die Niherungen 20, z', 22 in einem Koordinatensystem. Konstruieren

Sie auflerdem die beiden Geraden, die die Gleichungen des linearen Systems darstellen.
Interpretieren Sie die Skizze.

b) Zeichnen Sie (ohne zu rechnen) die erste Iterierte des SOR-Verfahrens fiir jeweils w = 0.8
und w = 1.2. Was bewirkt der Relaxationsparameter?

Aufgabe 28 :  Verfahren der Konjugierten Gradienten.

Gegeben ist das lineare Gleichungssystem Az = b mit

(1) )

Das Verfahren der konjugierten Gradienten zur iterativen Losung des Gleichungssystems setzt
zu Beginn py = r9 = b — Az° und dann folgt in der Iteration fiir k = 0,1,2,...

re T k+1 k Thi1 ! Thil
bk =2 4 o, Tyl = Tk — QpApy, By = EEER

T Phl = Thit + BrDie

Ok = T Apy
a) Fiithren Sie die ersten beiden Schritte des konjugierten Gradienten-Verfahrens zum
Startwert % = (1,1)" aus. Wie genau ist die Approximation 2 ?

b) Zeigen Sie, dass die Richtungen pg und p; A-konjugiert sind, d.h. pgApl = 0.

c) Wie viele Matrix-Vektor-Multiplikationen, Skalarprodukte, Skalar-Vektor-Multiplika-
tionen und Vektor-Vektor-Additionen/Subtraktionen miissen wahrend der ersten ¢ Ite-
rationsschritte durchgefiihrt werden?

d) Skizzieren Sie die Iterationsschritte aus Teil (a) in einem Koordinatensystem zusammen

mit den Hohenlinien der Funktion f(z) = 227 Az — 2'b, welche durch die Punkte

20, 2!, 22 verlaufen.
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Hausaufgabe 29 : Finzel- und Gesamtschrittverfahren.

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem Ax = b mit Koeffizientenmatrix
1 0 «o

A=11 1 0

0 1 1

inklusive Parameter a € R. Es gilt det(A) = a + 1. Daher sei a # —1.

a) Bestimmen Sie die Parametermenge fiir die das Gauf-Seidel-Verfahren konvergent ist.

b) Fiir welche Parametermenge ist das Jacobi-Verfahren konvergent?
Hinweis: I — B~'A = B~Y(B - A)

Hausaufgabe 30 : Symmetrisches Iterationsverfahren.

Sei A € R™"™ symmetrisch und regulér, sowie N € R™*™ unsymmetrisch gegeben. Betrachten
Sie fiir k =0,1,2,... die Iteration
ok te = gk — N(Az* —b),
) (1)

= ghts NT(Azb*z —b).

a) Zeigen Sie, dass (1) einer Iteration fiir £ =0,1,2,...
ot = ok — N(AzF —b) (2)
mit einer symmetrischen Matrix N entspricht, indem Sie N bestimmen.

b) Sei A zusitzlich positiv definit. Es gilt A = D + L + LT mit Diagonalmatrix D und
strikter unterer Dreiecksmatrix L. Geben Sie fiir die Wahl N = (D +L)~" die Matrix N
fiir (2) an und vereinfachen Sie deren Darstellung. Weisen Sie nach, dass N positiv
definit ist.

Hausaufgabe 31 : Konvergenzgeschwindingkeit im CG-Verfahren bei Modellproblem.

Die Diskretisierung der zweidimensionalen Poisson-Gleichung —Awu = f auf dem Einheits-
quadrat mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem
Az = b mit symmetrischer, positiv definiter Matrix A € RM*xM?  Die Figenwerte dieser
Matrix sind

Ak = 4 [sin® (3kh) +sin® (5¢h)]  fir k,0=1,....M

mit h = ﬁ (siehe Hausaufgabe 4).

a) Zeigen Sie, dass fiir die Konditionszahl von A beziiglich der Spektralnorm fiir hohes M
ungefihr ro(A) ~ ﬁ gilt. Verwenden Sie dazu iibliche Approximationen der Sinus-
funktion.

b) Bestimmen Sie fiir eine beliebig gegebene Konditionszahl ko(A) ein kleinstmogliches k
derart, dass mit k Iterationsschritten im CG-Verfahren fiir den Fehler |ex||a < ¢|leo|la
in dieser Vektornorm mit einem vorgegebenem 0 < € < 1 garantiert werden kann.

c) Berechnen Sie die Schrittzahlen k aus Teil (b) mit den Konditionszahlen aus Teil (a)
fiir die Genauigkeitsforderung ¢ = 1072 in den Féllen M € {10,100, 1000}.

Abgabe der Hausaufgaben: 2.2.2024



