Grundlagen der Lingenmessung und Messfehlerbehandlung

Zufillige und systematische Messfehler

Jedes Messergebnis wird verfalscht durch Unvollkommenheiten des Messobjektes, der Mal3-
verkorperungen, der Messgerite und Messverfahren, ferner durch Einfliisse aus der Umwelt
und seitens des Experimentators sowie durch zeitliche Verdnderungen bei allen diesen Feh-
lerquellen. Man unterscheidet bei Messfehlern prinzipiell zwei Arten von Beitragen zur
Messunsicherheit:

« die zufélligen oder statistischen Fehler

- die systematischen Fehler.

Die zufalligen Fehler resultieren haufig aus mangelnder Qualitdt bei der Durchfiihrung der
Messungen (Geschick des Experimentators, Schitzungsvermdgen, ...) und konnen durch
Erhohung der Zahl der Messungen unter Wiederholbedingungen verringert werden.

Die systematischen Fehler werden bestimmt durch die Wahl des Messverfahrens, die Benut-
zung von Naherungsformeln und die Vernachlassigung von Einflussgroflen bei der Auswer-
tung sowie durch die Genauigkeit der Messapparatur (Eichfehler, Nullpunktsverschiebung,
...). Sie konnen auch bei Wiederholung der Messung mit denselben Messgeriten und Benut-
zung desselben Messverfahrens nicht verringert werden. Ihre Behandlung ist haufig schwie-
rig, erfordert Erfahrung und lauft oft auf die Abschiatzung eines systematischen Grof3tfehlers
hinaus.

Ein zufilliger Fehler lasst sich aus den Messwerten einer Messreihe bestimmen. Die mathe-
matischen Grundlagen zur Behandlung der zufilligen Fehler schuf der Mathematiker
C.F.GauB3 (Gaupische Fehlerrechnung). Er leitete aus emnem Extremalprinzip (Prinzip der
kleinsten Quadratsumme) handhabbare Ausdriicke fiir die Berechnung

« des Best-, Mittel- oder Erwartungswertes X einer Messgrofie x,
« der Standardabweichung o, und

« der Vertrauensgrenze o ; her.

Aus den bewahrten Erfahrungstatsachen, dass bei rein statistischer Streuung der Messwerte
kleinere Messfehler wahrscheinlicher sind als groflere, dass gleich grofle positive und nega-
tive Abweichungen vom Mittelwert mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten, ergibt sich fiir
die Verteilung der zufilligen Fehler um den Mittelwert bei sehr grofer Zahl von Messwerten
die sogenannte Gaullsche Fehlerverteilungskurve, die wegen ihrer charakteristischen Form
auch Glockenkurve genannt wird. Diese Haufigkeitsverteilung enthélt die beiden Parameter

X und o, und hat die Gestalt (s. Abb. 1):
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Das bestimmte Integral
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Es charakterisiert die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Messwert x zwischen den Werten
x=a und x = b liegt.

Je nach Stirke der Streuung der Messwerte verlauft die Verteilungskurve H(x, o) steiler oder
flacher, so dass der Abstand ihrer beiden Wendepunkte, die bei den Abszissenwerten ¥ — o
und x+ o liegen, als MaB fiir die Streuung bzw. als MaB fiir die zufélligen Fehler genutzt
werden kann. Den halben Abstand zwischen den Wendepunkten der Fehlerverteilungskurve,
also den Streuparameter o, nennt man Standardabweichung.

Einen mehr oder weniger guten Naherungswert fiir die Standardabweichung o, aus dem

sich weiterhin auch die Vertrauensgrenze o, des Mittelwertes x berechnet, erhélt man nach

folgender Vorgehensweise:

1. Aus den vorliegenden Messwerten x; einer Messreihe wird der arithmetische Mittelwert x
errechnet:

=— Z X; ,  (n- Anzahl der Messwerte ) (2)

2. Es werden die Abweichungen der einzelnen Messwerte x; vom Mittelwert x , die sog.
scheinbaren Fehler (x;—x), bestimmt. Die Summe dieser Abweichungen muss stets Null

ergeben und ist deshalb fiir eine rechnerische Weiterverarbeitung nicht geeignet.

3. Aus diesem Grund werden die Quadrate dieser Abweichungen (x, —x Y gebildet und auf

summiert. Aus dieser Quadratsumme errechnet sich die Standardabweichung o ,,, die die
Streuung der einzelnen Messwerte um den Mittelwert x charakterisiert:
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4. Aus der Standardabweichung o , erhdlt man auf einfache Weise die Vertrauensgrenze o
fiir den Mittelwert Xx,
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mit deren Hilfe man bei vereinbartem Vertrauensniveau (statistische Sicherheit) einen Ver-
trauensbereich des Mittelwertes angeben kann.

Zwecks Erreichung eines hohen Vertrauenssniveaus, mit dem der gesuchte wahre Wert der
zu messenden Grofe innerhalb der anzugebenden Vertrauensgrenzen des berechneten Mittel-
wertes liegt, konnen die Vertrauensgrenzen erweitert werden. Aus dem Fehlerintegral erge-
ben sich bei geniigend grofer Zahl (» > 50) von Messwerten folgende Vertrauensniveaus:

68 % fiir den Vertrauensbereich X-0; X+ o5
95 % " " Xx-20; .. X+20;
99.7% " " " x-30; x+30;

Bei wenigen Messwerten (z.B. n = 5) verschlechtert sich die Situation drastisch. Dann erhalt
man das Vertrauensniveau 95 % nur im erweiterten Vertrauensbereich x — 3o 7 o X+30;.



Wir vereinbaren fiir die Ergebnisangabe ein Vertrauensniveau (statistische Sicherheit) von
95%. Dann gilt bei geniligend vielen Messwerten (» > 50) fiir die Angabe des Vertrauensbe-
reiches:

X-20;<x< X+20y% (5)

Praktischer Hinweis: Es ist sinnvoll, bei der Durchfiihrung der Fehlerrechnung die anfal-
lenden Messwerte in die erste Spalte einer Tabelle einzutragen. Eine zweite Spalte sieht man
fiir die Differenzen x; - x vor und eine dritte Spalte fiir die Werte (x; —x)%.

5. Angabe des Ergebnisses in Form einer Groflengleichung:
x=Xxt205 (Ergebnis mit absoluter Fehlerangabe)

oder x=x(1+20 7 /X) (Ergebnis mit relativer Fehlerangabe)

oder x=x,+100-20; /X % (Erg. mit prozentualer Fehlerangabe.)

Fehlerfortpflanzung

Lasst sich eine physikalische Grofe nur mittelbar durch Messung mehrerer, voneinander
unabhangiger, direkt messbarer GroBen bestimmen, so ist zur Berechnung des zufalligen
Messfehlers das Gaupfsche Fehlerfortpflanzungsgeset; anzuwenden. Hierfiir sind bereitzu-
stellen:

- die Mittelwerte x,y,Z,...der direkt gemessenen Groflen x, v, z, ...

« deren Vertrauensgrenzenzen s S

y L} S)? . Z qeee
« die Beziehung w=f{x, y, z,...), die die Grofen x, y, z, ... mit der
zu bestimmenden Grofle w verkniipft.
Fiir die Vertrauensgrenze o des Mittelwertes w gilt dann:
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Um das geforderte Vertrauensniveau zu garantieren, ist das Ergebnis auch hier in der Form:
w=w+20, (7)
anzugeben.
Grofitfehler

Die systematischen Fehler werden durch die beschriebene Methode der Fehlerrechnung nicht
erfasst und erfordern eine zusitzliche Untersuchung.

Es ist tiblich, fiir den systematischen Fehler eine obere Grenze A xg),; abzuschitzen. Daher
rihrt auch der Name Graptfehler. Dieser ist gleich der Summe der maximalen Fehler aus

+ dem angegebenen oder geschitzten Fehler der Messinstrumente,

+ dem abgeschitzten Fehler des (unvollkommenen) Messverfahrens,

- den abgeschétzten Einfliissen seitens des Beobachters und aus der Umgebung,

- den Ungenauigkeiten infolge Anwendung von Naherungsformeln bei der
Versuchsauswertung.

Fiir die Fehler der Messgerite und Malverkorperungen liegen Standardtabellenwerte im Prak-
tikum am Platz der Ausgabe aus.



Da die gesamte Messunsicherheit A x des Mittelwertes zufallige u n d systematische
Fehler enthélt, erscheint das Endergebnis in der Form:

X=Xt Ac=F+(Ax,, + A, ) =X (A, +20,) . (8)
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Hieraus wird noch einmal deutlich, dass allein durch die Erhohung der Anzahl der Mes-
sungen die Messunsicherheit bestenfalls nur bis auf den systematischen Fehler reduZiert
werden kann !

Bei1 Beriicksichtigung sowohl zufélliger wie auch systematischer Fehler kann fiir den Fall
einer mittelbar zu messenden Grofle eine Messunsicherheit durch Berechnung des Groftfehler
gemal folgendem Ausdruck angegeben werden:
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Messinstrumente

Der Messschieber

Der Messschieber ist ein Feinmessgerat und dient meist der Bestimmung der Dicke von Kor-
pern oder des Durchmessers von Staben oder Bohrungen. Er besteht aus einer Messschiene,
die den Maf3stab M tragt. Auf ihr gleitet der Schieber mit der Noniusskala (Abb. 2)
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Abb. 2 Schematische Darstellung
Des Messschiebers

Messschiene und Schieber haben je einen Messschnabel A bzw. B, zwischen die das Messob-
jekt einzuspannen ist. Bestimmte Ausfiihrungen haben zwei weitere Messschndbel mit
Schneiden zur Bestimmung von Innendurchmessern. Die Noniusskala dient der Ablesung der
zu messenden Liange auf Zehntelmillimeter. Sie ist eine Hilfsskala, die der Millimeterteilung
auf der Messschiene gegeniibersteht. Bei ihr sind 9mm in zehn gleiche Intervalle von je
0,9mm Breite geteilt.

Beim Ablesen ermittelt man zuerst die Zahl der ganzen Millimeter, die vor dem Nonius-
Nullstrich liegen. Sodann sucht man den Teilstrich der Noniusskala, der mit einem Strich der
Hauptskala zur Deckung kommt. Dieser Teilstrich kennzeichnet die Anzahl der Zehntel-
Millimeter, die der ersten Ablesung hinzuzufiigen sind.

Nullpunkt und Beschaffenheit der Messflachen an den Schnébeln priift man, indem man diese
ganz zusammenschiebt und den Messschieber gegen das Licht halt. Die Messflaichen miissen
sich gleichméfig beriihren und die Nullstriche von Haupt- und Noniusskala miissen iiberein-
stimmen.

Um die Messgenauigkeit des Messschiebers zu erhalten, ist dieser sorgsam zu behandeln!



