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1 Einleitung

Ein nicht intuitiver Streueffekt relativistischer Teilchen ist die verstarkte Trans-
mission durch hohe und breite Potentialbarrieren. Bereits 1928 wurde dies durch
Oskar Klein am Beispiel der Streuung eines Dirac-Elektrons an einem Potenti-
alsprung gezeigt [1-3]. Ursache dieses Klein-Tunnel-Effektes sind die von Dirac
vorhergesagten oszillierenden Zustédnde negativer Energie, die eng mit dem Begriff
des Antiteilchens verkniipft sind [4]. Damit verbunden ist das Auftreten negativer
Brechungsindizes, die mit der Antiparallelitdt von Phasen- und Gruppengeschwin-
digkeit einhergehen [1]. Im Gegensatz dazu steht der Tunneleffekt eines nicht-
relativistischen Schrédinger-Teilchens, welches fiir negative Energien evaneszente
Wellenlosungen aufweist, die fiir unendlich breite oder hohe Potentialbarrieren
letztlich zum Verschwinden der Transmission fiithren [5-7]. Der experimentelle
Nachweis des Klein-Tunnelns erweist sich als schwierig, da zur Beobachtung eine
Potentialinderung der Grofenordnung ~ mc? iiber die Compton-Wellenlinge des
Elektrons notwendig ist [§].

In Graphen - einer zweidimensionalen Schicht aus Kohlenstoffatomen - kann das
Klein-Tunneln in Folge der besonderen Beschaffenheit von Band- und Gitter-
struktur realisiert werden. Dies wurde bereits experimentell bestétigt [9-12]. Nie-
derenergetische Leitungs-Elektronen weisen in der Nédhe der Dirac-Punkte eine
lineare Dispersion auf und besitzen zudem eine Pseudospin-Quantenzahl, wel-
che die Zugehorigkeit zu einem der Untergitter des hexagonalen Bienenwabengit-
ters angibt [13]. Dieses pseudorelativistische Verhalten legt die Beschreibung der
Elektronen mittels einer masselosen Dirac-Gleichung (Weyl-Gleichung) nahe, mit
der auch die Streuung an (stiickweise konstanten) Potentialen untersucht werden
kann [3,8,14-17]. Bei senkrechtem Einfall der Elektronenwelle dufiert sich das
Klein-Tunneln in einer perfekten Transmission des Elektrons, die auf die Erhal-
tung des Pseudospins zuriickzufiihren ist. Diese Abwesenheit der Riickstreuung
tritt auch bei nicht senkrechtem Einfall auf Potentialbarrieren auf, die durch
die Ausbildung stehender Wellen wie ein Fabry-Pérot-Interferometer fungiert.
Bei Beriicksichtigung des intrinsischen Spins (quantenmechanischer Eigendreh-
impuls des Elektrons) ergeben sich in Folge der Spin-Bahn-Kopplung (Rashba-
Effekt) neue Streueffekte dhnlich denen in doppelschichtigem Graphen, die sich
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unter anderem in einem Ausbleiben des Klein-Tunneleffektes bei senkrechtem
Einfall (Spin-Hall-Ablenkung) aufgrund der Erhaltung des intrinsischen Spins
aukern [3,18-20]. Der Einfluss der Spin-Bahn-Kopplung ist fiir Energien kleiner
als die Rashba-Sprung-Amplitude wesentlich, wiahrend fiir hohere Energien der
intrinsische Spin vernachléssigt werden kann.

Das Klein-Tunneln durch ebene Stufenpotentiale verhindert einen elektrostati-
schen Einfang delokalisierter m-Bindungs-Elektronen. Bei der Streuung an nicht-
ebenen Stufenpotentialen wie einem kreisformigen Quantenpunkt kénnen jedoch
quasigebundene Zustdnde auftreten. Wie anhand verschiedener Geometrien von
Quantenpunkten gezeigt wurde, ist dieser Einfang des Elektrons méglich, solange
die klassische Elektronendynamik integrabel und die korrespondierende quan-
tenmechanische Bewegungsgleichung separierbar ist [21]. Gebundene Zusténde
sind bei Vorliegen einer chaotischen Dynamik hingegen nicht erlaubt. Eine Fol-
ge des Elektroneneinfangs durch kreisformige Quantenpunkte sind Resonanzen
in der Streueffizienz des Elektrons, sowie eine empfindliche Winkelabhéngigkeit
der Stromdichte [22-25]. Der Streuprozess weist dabei aufgrund der linearen Dis-
persion des Elektrons eine formale Ahnlichkeit zur optischen Mie-Streuung an
kleinen Partikeln auf [26], wobei jedoch die Chiralitdt des Elektrons zu subtilen
Unterschieden fiihrt. Durch Variation der Energie des Elektrons, sowie der Hohe
und Breite des Quantenpunkts wird die Streucharakteristik des Elektrons beein-
flusst, wobei das Klein-Tunneln in Folge einer Fano-Resonanz zwischen nicht-
resonanten und resonanten Partialwellen nahezu vollstédndig unterdriickt werden
kann [23,27]. Wihrend fiir kleine Abmessungen des Quantenpunkts Welleneigen-
schaften des Elektrons zum Tragen kommen, treten fiir grofere Quantenpunkte
strahlenoptische Phiinomene wie Kaustiken auf (Veselago-Linse [28]), die Ahn-
lichkeit mit denen aus der Strahlenoptik bekannten Linseneffekten haben.

Da die Energie des Elektrons und die Hohe des Quantenpunkts wesentlichen Ein-
fluss auf die Streucharakteristik des Elektrons haben, entsteht die Frage, ob der
Transport von Dirac-Elektronen durch Quantenpunkte, deren Hohe zeitabhén-
gig variiert, mafgeblich beeinflusst werden kann. Inelastische Streuprozesse in
Graphen wurden bereits an periodisch oszillierenden, ebenen Potentialen unter-
sucht [29-33]. Wesentliche Ergebnisse sind hier die Ausbildung Josephson-artiger
Strome senkrecht zur Bewegung des Elektrons [31] und das Auftreten von Fabry-
Pérot-Resonanzen in Folge der Quantisierung der Energien [30]. Eine perfekte
Transmission bei senkrechtem Einfall (Klein-Tunneln), sowie die stark anisotro-
pische Winkelabhéngigkeit der Transmission durch Potentialbarrieren sind auch
hier vorzufinden.

In dieser Arbeit untersuchen wir Transport- und Streuprozesse einer ebenen Elek-



tronenwelle an kreisférmigen (oszillierenden) Quantenpunkten in Graphen. In
Abschnitt 2 werden die fiir diese Arbeit wichtigsten Eigenschaften der Dirac-
Gleichung rekapituliert und festkorperphysikalische Eigenschaften der Elektronen,
sowie die Realisierung von Quantenpunkten in Graphen durch &ufsere Potentiale
diskutiert. In Abschnitt 3 erfolgt die Beschreibung der Elektronenstreuung an
Graphen-Quantenpunkten. Dazu werden mit Hilfe der Dirac-Gleichung die orts-
und zeitabhingigen Wellenfunktionen des Streuproblems formuliert und iiber die
Forderung nach Stetigkeit Bestimmungsgleichungen fiir die Streukoeffizienten ab-
geleitet. Ausgehend von der Kontinuitdatsgleichung fithren wir in Abschnitt 4
Transport- und Streugréfsen ein, mit denen das Streuverhalten des Elektrons cha-
rakterisiert werden kann. In Abschnitt 5 folgt eine Diskussion dieser Streugréften.
Wir geben hier zunichst einen detaillierten Uberblick der Streueffekte an einem
zeitunabhéngigen Quantenpunkt. Anschliefend untersuchen wir das Streuverhal-
ten an einem oszillierenden Quantenpunkt in Hinblick auf die Modifikationen der
Streueffekte des zeitunabhéngigen Falls. Von besonderem Interesse wird dabei die
Rolle der Energiequantisierung in Folge der periodischen Oszillation des Quan-
tenpunkts und ihre Auswirkung auf die Streucharakteristik des Elektrons sein.
Abschnitt 6 stellt die wesentlichen Ergebnisse der Arbeit zusammen und gibt

einen Ausblick auf mogliche Erweiterungen der theoretischen Betrachtungen.






2 Theoretische Grundlagen

In dieser Arbeit werden wir Transportprozesse von Elektronen durch Graphen
Quantenpunkte untersuchen. Dazu miissen zunéchst die Dirac-Gleichung und ei-
nige ihrer Eigenschaften rekapituliert werden [4,34]. Im Anschluss werden wir
festkorperphysikalische Eigenschaften niederenergetischer Elektronen, sowie die
Realisierung von Quantenpunkten in Graphen diskutieren [8,13,14, 35].

2.1 Dirac-Gleichung

Die zeitabhéngige Dirac-Gleichung lautet unter Verwendung von Heaviside-Lorentz-
Einheiten (h=c=1) [4]

o,

Sie stellt die Grundgleichung zur quantenmechanischen Beschreibung der Dyna-
mik eines relativistischen Elektrons dar, wobei die Zeitentwicklung des Zustandes
¥ durch den Hamilton-Operator H bestimmt wird. Fir ein freies Elektron mit
Ruhemasse m lautet der Hamilton-Operator

H = —iaV + pm. (2.2)
Die vierdimensionalen, hermiteschen Matrizen o und [ geniigen den Relationen
ar =1, {ag,aq} =0 fir k#I, {ag, B} =0, =1, (2.3)

wobei {a, b} = ab+ba der Antikommutator ist. Man kann unter Beriicksichtigung
der zeitunabhéngigen Dirac-Gleichung Hvy = E1) zeigen, dass durch (2.3) die
Energie-Impuls-Beziehung eines relativistischen Teilchens

E? =m? + p? (2.4)

erfiillt wird. Da die Dirac-Gleichung (2.1) wie die Schrédinger-Gleichung eine li-
neare Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit ist, ist die Linearitét des
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Impulsoperators p = —iV in Gleichung (2.2) eine notwendige Forderung, um die
Kovarianz unter Lorentz-Transformationen zu gewahrleisten.

In Hinblick auf die besondere Beschaffenheit von Graphen ist es notwendig, die
Dirac-Gleichung fiir zwei Dimensionen zu formulieren. Bei Beschrénkung der Be-
wegung in der z-y-Ebene werden 3 Matrizen o, o, und 3 benoétigt, die die Rela-

tionen (2.3) erfiillen. Diese kénnen durch die Pauli-Matrizen

0 1 0 —i 1 0
J“’”:<1 o)’ 0y:<10>’ UZZ(O—l) (2:5)

dargestellt werden [36], sodass der Hamilton-Operator aus Gleichung (2.2) ge-

schrieben werden kann als
H = o,p; + o,p, + mo.. (2.6)

Die Beschreibung eines relativistischen Elektrons in zwei Dimensionen verringert
die Anzahl der Freiheitsgrade um 2, da die Pauli-Matrizen (2.5) im Gegensatz zu
den vierdimensionalen Matrizen @ und 3 nur zweidimensional sind. Der Zustand
¢ aus Gleichung (2.1) ist entsprechend ein Spinor der Form ¢ = (¢/1,103)" .

Kontinuitatsgleichung

Wir definieren die v-Matrizen 7° = 8 und 7* = Bay mit k = 1,2,3, die in
Ubereinstimmung mit Gleichung (2.3) die Dirac-Algebra

{47 =20, (") =diag(1,—-1,—1,—1) (2.7)

erfiillen. Mit den ~y-Matrizen kénnen wir die Dirac-Gleichung (2.1) in die kovari-

ante Form
(Y0, —m)p =0,  pu=0,1,2,3 (2.8)
tiberfiihren. Dabei ist 0, = % und iiber doppelt auftretende Indizes wird sum-

miert (Einstein-Summenkonvention). Wir definieren die Viererstromdichte
g =y, (2.9)

in der j° = 9%y die Wahrscheinlichkeitsdichte und j* = y%*4 die Komponen-
ten der Wahrscheinlichkeitsstromdichte darstellen. Die Viererstromdichte (2.9)
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erfiillt die Kontinuitétsgleichung
oug" =0, (2.10)

wie sich unter Ausnutzung der Dirac-Algebra (2.7) und der Dirac-Gleichung (2.8)
leicht zeigen lisst [34]: Multiplizieren wir die Dirac-Gleichung (2.8) mit 177" von
links und bilden das Adjungierte der erhaltenen Gleichung, ergibt die Subtrakti-
on beider Gleichungen den Ausdruck 9,1T%y#1) + 11704#9,4p = 0. Das gleiche
Ergebnis erhélt man jedoch auch nach Einsetzen der Viererstromdichte (2.9) in
Gleichung (2.10) und Ausfiihren der Produktregel.

Im zweidimensionalen Fall folgt mit der Ersetzung f = o, und o = o4 mit
k = 1,2 fiir die Wahrscheinlichkeitsstromdichte

j =¢lop. (2.11)

Drehimpulserhaltung

Wir betrachten ein relativistisches Elektron, welches durch den zweidimensio-
nalen Hamilton-Operator (2.6) beschrieben wird. Es ldsst sich zeigen, dass der
Gesamtdrehimpuls J = L, + %az, welcher sich aus dem Bahndrehimpuls L, und
dem Spin o, des Elektrons zusammensetzt, eine Erhaltungsgrofe darstellt [34].
Dazu berechnen wir zunéchst den Kommutator von L, und H mit Hilfe der fun-
damentalen Vertauschungsrelation [z;, p;| = id;; und erhalten

[LZ7 H] = [xpy — YPz, P20z +pyay]

=i(oupy — oyps) # 0. (2.12)

Der Bahndrehimpuls allein ist also noch keine Erhaltungsgrofe. Fiir den Kom-
mutator von o, und H ergibt sich [o,, H] = [0,,0,]ps + [02,0,] Dy, und nach

Ausnutzen der Beziehung [0}, 0%] = 2ig;0; mit ;5 als Levi-Cevita-Tensor folgt
0., H] = =2i(0,py — 0yps) - (2.13)

Mit den Ergebnissen (2.12) und (2.13) erhalten wir schlieflich

1
[J,H] = {LZ + 5% H} =0. (2.14)
Aus dem Noether-Theorem der klassischen Mechanik ist bekannt, dass die Ro-
tationsinvarianz der Wirkung die Drehimpulserhaltung zur Folge hat [34, 37].
Bei Anwesenheit eines drehinvarianten Potentials im Hamilton-Operator (2.6) ist
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demnach der Gesamtdrehimpuls J immer noch erhalten.

2.2 Dirac-Elektronen und Quantenpunkte in

Graphen

Wir geben nun eine effektive Beschreibung niederenergetischer Elektronen in Gra-
phen durch die Dirac-Gleichung, indem wir auf festkorperphysikalische Eigen-
schaften zurtickgreifen [13,35,38-41]. Zudem werden wir erlautern, was wir unter
Quantenpunkte in Graphen verstehen wollen. Dies ist die Basis zur Beschreibung
von Transportprozessen durch Graphen-Quantenpunkte.

Gitterstruktur und Dispersionsrelation

Graphen bezeichnet eine zweidimensionale Schicht aus Kohlenstoffatomen, die in
einem hexagonalen Gitter angeordnet sind. Es besitzt eine zweiatomige Basis und
kann in zwei Untergitter A und B zerlegt werden, wobei jedes Atom des einen
Untergitters von drei Atomen des anderen Untergitters umgeben ist (sieche Ab-
bildung 2.1). Das 2s- und zwei der drei 2p-Orbitale eines jeden Kohlenstoffatoms
hybridisieren zu sp2-Orbitalen, die in der Graphen-Schicht liegen und unterein-
ander eine o-Bindung ausbilden. Das verbleibende dritte 2p,-Orbital wird nicht
hybridisiert und bildet stattdessen eine delokalisierte, zur Gitterebene senkrecht
stehende m-Bindung aus. Die m-Bindungs-Orbitale entsprechen den Leitungselek-
tronen, deren Transporteigenschaften wir in dieser Arbeit untersuchen wollen.
Die Delokalisation der m-Bindung, sowie die Existenz der Untergitter fithren dazu,
dass ein m-Bindungs-Elektron sowohl dem Untergitter A als auch dem Untergitter
B zugehorig sein kann. Die Charakterisierung dieses zusétzlichen Freiheitsgrades
gelingt durch die Einfithrung einer Pseudospin-Quantenzahl o. Dieser ist nicht
mit dem intrinsischen Spin des Elektrons zu verwechseln, der im Folgenden ver-
nachlassigt wird.

Zum Auffinden der Bandstruktur von Graphen bietet sich das tight-binding-model
an [35], wobei in Folge der Delokalisation der m-Bindung die Leitungselektronen
von einem 2p.-Orbital eines Kohlenstoffatoms zu einem der néchsten Nachbarn
mit der Sprungamplitude v ~ 3eV springen kénnen. Damit ergibt sich die Dis-
persionsrelation [14]

E = ow\/l + 4 cos? (kya) + 4 cos (kya) cos (kx\/ga), (2.15)
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Abbildung 2.1: Atomgitter von Abbildung 2.2: Bandstruktur von
Graphen. Das Gitter besteht aus 2 Graphen [13]|. Vergrofert dargestellt ist
Untergittern A und B. die lineare Dispersion am Dirac-Punkt.

wobei a = 2.46A den Abstand zweier benachbarter Atome eines Untergitters
bezeichnet. Dementsprechend ist der Abstand zweier benachbarter Kohlenstoff-
atome durch a/v/3 gegeben. Der Bandindex o nimmt die Werte £1 an und kor-
respondiert damit zu einer positiven (Leitungsband) oder negativen Energie (Va-
lenzband). Zur Veranschaulichung von Gleichung (2.15) ist in Abbildung 2.2 die
erste Brillouin-Zone der Bandstruktur von Graphen dargestellt [13]. Zu erken-
nen sind sechs Verbindungsstellen von Leitungs- und Valenzband, die als Dirac-
Punkte bezeichnet werden. Wegen der Existenz der Untergitter A und B liegen
zwei indquivalente Dirac-Punkte K und K’ vor. Die Fermi-Energie Er befindet
sich bei undotiertem Graphen auf Hohe der Dirac-Punkte, also bei E' = 0.

Pseudorelativistisches Verhalten niederenergetischer Elektronen

Unser Ziel ist die Beschreibung der niederenergetischen Elektronen in Graphen.
Dazu soll die Dispersionsrelation (2.15) in der Néhe eines Dirac-Punktes, also fiir
E — 0 betrachtet werden. Nach Entwicklung erhalten wir

\/gat
2 )

E = aupk, Up = (2.16)
wobei wir im Folgenden vp = 1 setzen. Wir sehen anhand von Gleichung (2.16),
dass die Energie der Elektronen am Dirac-Punkt linear von der Wellenzahl ab-
héngig ist. Der zugehorige Dirac-Kegel ist in Abbildung 2.2 vergrofert dargestellt.
Die in der Festkorperphysik iibliche Definition der effektiven Masse lautet

1
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Abbildung 2.3: Querschnitt des Abbildung 2.4: Quantenpunkt in Gra-
Dirac-Kegels. Die Zugehorigkeit phen. Das Potential ist zusammengesetzt
des Elektrons zu einem der Unter- aus einem konstanten Anteil V' und einem
gitter A und B korrespondiert zu Schwingungsanteil V (blau).

der Pseudospin-Quantenzahl o.

wobei der Herleitung von Gleichung (2.17) die Annahme einer parabolischen
Energie-Dispersion zugrunde liegt und daher nach Einsetzen von Gleichung (2.16)
eine Divergenz aufweist [40]. Tatséchlich sind die Elektronen am Dirac-Punkt als
masselos zu betrachten, da das Verschwinden der Masse bei linearer Dispersion
in Zusammenhang mit Gleichung (2.4) steht, aus der fiir m = 0 die Dispersion
E = ap folgt. Weiterhin besitzen die Elektronen in Graphen eine Pseudospin-
Quantenzahl o, sodass in der Ndahe des Dirac-Punktes insgesamt ein pseudorela-
tivistisches Verhalten der Elektronen vorliegt. Deren effektive Beschreibung muss
daher durch die Dirac-Gleichung erfolgen. Ausgehend von Gleichung (2.6) erhal-
ten wir mit m = 0 die zeitunabhéngige, freie Dirac-Gleichung in der Form

Hy = ok = By, (2.18)

die auch als Weyl-Gleichung bezeichnet wird. Wegen der Existenz der Untergitter
besitzt die Wellenfunktion die Spinorstruktur ¢» = (¢5,%g), in der A und B die
Untergitter reprasentieren.

In Hinblick auf spéatere Argumentationen hinsichtlich der Lésungen der Dirac-
Gleichung ist es sinnvoll, die Wellenzahl und Gruppengeschwindigkeit eines Weyl-
Elektrons fiir £ > 0 und E < 0 zu untersuchen. Es zeigt sich [34], dass fiir positive
Energien der Wellenzahlvektor k der Gruppengeschwindigkeit (v) des Elektrons
gleichgerichtet ist, wihrend fiir negative Energien beide Grofen unterschiedliche
Vorzeichen besitzen. Die Richtung der Gruppengeschwindigkeit stimmt dabei mit
dem Vorzeichen des Pseudospins iiberein. In Abbildung 2.3 ist dieser Sachverhalt
nochmals verdeutlicht. Klar wird dies auch unter Verwendung der ebenen Wellen-

10
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16sung (3.26) der freien Dirac-Gleichung (siche Abschnitt 3.2), mit der sich nach
einer kurzen Rechnung (v) = (o) = ak/k ergibt [14].

Quantenpunkte in Graphen

Als Quantenpunkt wollen wir im Folgenden ein schwingendes, kreisformiges Stu-

fenpotential der Form
U(r,t)= |V +Vcos(wt+6)|0(r—R) (2.19)

verstehen, welches beispielsweise durch eine externe Spannungsquelle erzeugt wer-
den kann. Der Mittelpunkt des Kreispotentials soll dabei im Ursprung unseres
Koordinatensystems liegen (siche Abbildung 2.4). Das Potential U (r,t) ist unter-
teilt in einen konstanten Anteil V und einem Schwingungsanteil Vcos (wt + 6),
wobei w die Kreisfrequenz, V die Amplitude und 6 eine beliebige Phasenverschie-
bung darstellen.

Da wir Transportprozesse niederenergetischer Elektronen untersuchen wollen,
kénnen wir die Streueffekte zwischen den Dirac-Punkten K und K’ (intervalley
scattering) vernachléssigen und uns bei unserer Analyse auf einen Dirac-Punkt
beschrénken (intravalley scattering) [41]. Das Vernachldssigen dieser Streueffekte
ist auch bei Einbezug eines externen, zeitunabhéngigen Potentials U (r) zuléssig,
falls dieses schwach tiber die Gitterkonstante variiert [14]. In diesem Fall wirkt
U (r) gleichermafsen auf ¢4 und ¥ und ist im Untergitterraum diagonal. Unter
der Annahme, dass auch das zeitabhéngige Potential (2.19) diese Vorraussetzun-
gen erfiillt, schreibt sich die zeitabhéngige Dirac-Gleichung unter Beriicksichti-
gung des Potentials U (r,t) als

i%z/; = Hy = [op+ U (r,t) 0. (2.20)

Die Gleichungen (2.19) und (2.20) sind der Ausgangspunkt fiir die Untersu-
chung von Transportprozessen durch Graphen-Quantenpunkte. Inwiefern das Ver-
nachléssigen der Streueffekte auch unter Einbezug des zeitabhéngigen Potentials

U (r,t) gerechtfertigt ist, wird sich an spéterer Stelle zeigen.
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3 Formale Beschreibung der
Elektronenstreuung an Graphen
Quantenpunkten

Im Folgenden wollen wir die Streuung eines masselosen Dirac-Elektrons an einem
Quantenpunkt in Graphen beschreiben. Das einfallende Elektron soll sich im Lei-
tungsband befinden und hat geméf Gleichung (2.16) die Energie £ = k > 0.
Der Quantenpunkt werde durch ein schwingendes, kreisformiges Stufenpotential
der Form (2.19) beschrieben. Wir werden mit Hilfe der Dirac-Gleichung (2.20)
die Wellenfunktionen in denen durch das Potential (2.19) abgegrenzten Raum-
bereichen formulieren, auf Stetigkeit untersuchen und schliefslich die das Streu-
problem charakterisierenden Reflexions- und Transmissionskoeffizienten bestim-
men [29-33,42].

3.1 Losungen der Dirac-Gleichung

Bevor wir die Wellenfunktionen formulieren konnen, miissen zunéchst die Lo-
sungen der Dirac-Gleichung (2.20) in den jeweiligen Raumbereichen gefunden

werden.

3.1.1 Losung der zeitabhangigen Dirac-Gleichung
Seperationsansatz

Wir beschrinken uns zunéchst auf den Raumbereich » < R. Die zeitabhéngige
Dirac-Gleichung (2.20) lautet hier unter Beriicksichtigung des Potentials (2.19)

i%w = opY + Vip + V cos (wt + 6) . (3.1)

13



3 Formale Beschreibung der Elektronenstreuung an Graphen Quantenpunkten

Diese Differentialgleichung lésst sich mit einem Separationsansatz
Y (r,t) = ¢ (r)x (t) losen [5,29,42]. Es folgt nach Einsetzen

ix’ (1) apo (r)
x (1) ¢ (r)

Da beide Seiten dieser Gleichung von verschiedenen Variablen abhédngen, gelten

— Vcos (wt +06) = + V. (3.2)

die beiden separaten Differentialgleichungen

'X/(t>—~cosw =c
lX 0 Vv (wt +6) 1 (3.3)
und
ops (r) .
& (r) +V=c (3.4)
———

kinetischer Anteil E);,

mit ¢; = const. Wir kénnen Gleichung (3.4) als zeitunabhéngige Dirac-Gleichung
auffassen und identifizieren demnach ¢; = E. Die Integration von Gleichung (3.3)

liefert uns den zeitabhéngigen Anteil der Wellenfunktion

X (t) = ¢ - exp (—iEt) - exp (—ig sin (wt + 5)) (3.5)

mit ¢o = const. Wir setzen im Folgenden ohne Beschrankung der Allgemeinheit
¢2 = 1. Im Raumbereich r > R gelten die Gleichungen (3.4) und (3.5) in analoger
Art und Weise, in denen lediglich V =V = 0 zu setzen ist.

Superpositionsprinzip

Wihrend im schwingungsfreien Fall der Zeitanteil von 1 durch (3.5) mit V =0
gegeben ist und der Eigenwert E von Gleichung (3.4) wegen 0H/0t = 0 eine
Erhaltungsgrofe darstellt, wird im Fall V' # 0 aufgrund der Zeitabhéngigkeit
des Hamilton-Operators aus Gleichung (3.1) die Energie nicht erhalten sein. Aus
diesem Grund ist es notwendig die Wellenfunktion als Superposition von Energie-
cigenfunktionen darzustellen, was wegen der Linearitit der Dirac-Gleichung (2.1)
stets moglich ist. Bei Beschriankung auf diskrete Energieeigenwerte schreibt sich

dann die Wellenfunktion als

P~ Z On (1) exp (—1E,t) . (3.6)
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3.1 Losungen der Dirac-Gleichung

Damit konnen wir die Losung der zeitabhéngigen Dirac-Gleichung fiir r > R
(Raumbereich I) angeben als

V) =D on ()X (D), X (1) = exp (—iEyt) (3.7)

mit der zeitunabhéngigen Dirac-Gleichung

apo, (r) = Endy (). (3.8)

Fiir r < R (Raumbereich II) schreiben wir

Pt () = Z O (r) XX (1), X (t) = exp (—iE,t) exp <—ig sin (wt + 5))

n

(3.9)
mit der zeitunabhéngigen Dirac-Gleichung
opoy, (r) = (B, = V)¢, (r). (3.10)

Der abseparierte Zeitanteil in Gleichung (3.9) ist offensichtlich von V' unabhéngig.
Wie wir jedoch anhand von Gleichung (3.10) sehen konnen, wird sich in den
Wellenzahlen ¢ ~ Ej;, das Potential V' wegen E,, i, = E,—V bemerkbar machen.

3.1.2 Losung der zeitunabhangigen Dirac-Gleichung

Um die Losung der Dirac-Gleichung (2.20) fiir das Streuproblem angeben zu kén-
nen, miissen noch die Losungen der Gleichungen (3.8) und (3.10) gefunden wer-
den [22,43|. Dazu betrachten wir zunéchst die zeitunabhéngige Dirac-Gleichung

eines freien Elektrons

He(r,0) = E¢(r,¢), (3.11)

die wir wegen der Symmetrie des Streuproblems (siche Abbildung 2.4) in Polar-

koordinaten angegeben haben. Der Hamilton-Operator ist gegeben durch

0 exp (—ip) (—i% - %%)

. (3.12)
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3 Formale Beschreibung der Elektronenstreuung an Graphen Quantenpunkten

Hierbei wurden die Pauli-Matrizen aus Gleichung (2.5) und p = —iV benutzt.
Zum Auffinden der Losung von Gleichung (3.11) bendtigen wir einen vollstdndigen
Satz kommutierender Observablen. Dieser ist fiir ein zweidimensionales Zentral-
feldproblem eines relativistischen Elektrons gegeben durch die Energie £ und dem
Gesamtdrehimpuls J = L, + %O‘z, da beide Grofen Erhaltungsgrofen darstellen
(siche Abschnitt 2.1). Da H und J aufgrund von Gleichung (2.14) ein gemein-
sames Eigenfunktionensystem besitzen, kénnen wir die Eigenfunktionen ¢ (7, ¢)
von Gleichung (3.11) in einen Radial- und Winkelanteil separieren. Dazu miissen

zundchst die Eigenfunktionen des Gesamtdrehimpulses J bestimmt werden.

Eigenfunktionen von J

Es gilt [J, L,] = [J,0.] = 0, sodass sich die Eigenfunktionen von J als Produktzu-
stdnde aus den Eigenfunktionen von L, und o, bilden lassen. Die entsprechenden

Eigenwertgleichungen lauten

S =51, L () = mxm (9), (3.13)

wobei L, = —i%. Die normierten Eigenfunktionen und Eigenwerte von Gleichung
(3.13) ergeben sich zu

\T>=<(1)>> !¢>=<(1)> (3.14)

mit s = £1/2 und

Xm () = (P[Xm) = me' (3.15)

mit m € Z. Das Produkt der Zusténde |x,,) und |1]) ist nun Eigenfunktion von
J zur Gesamtdrehimpuls-Quantenzahl j,

1 3

Thm) (1) = (m +8) [xm) 1), mit j =45, %5, (3.16)

=j
Unter Beachtung der Tatsache, dass sich die Quantenzahl 7 auf zwei verschiedene
Arten realisieren lésst, ergibt sich der allgemeinste Eigenzustand von J aus der
Linearkombination der Produktzusténde [£f) = |xm) [1) und £, 1) = |[Xm+1) 1)
mit komplexen Koeffizienten f,! und f,, ;. Die Eigenwertgleichung von J lautet
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3.1 Losungen der Dirac-Gleichung

schliellich

Ty = T (16 + fa ) =31}, mit j=5, %5 (3.17)

Eigenfunktionen von H

Wegen Gleichung (2.14) ist der Eigenzustand von J aus Gleichung (3.17) gleich-
zeitig auch Eigenzustand von H. Da die Produktzustinde (r|¢X) = &5 (o) nur
eine Winkelabhéingigkeit besitzen, identifizieren wir f;} und f, ,, als Radialan-
teile der Eigenfunktionen von H, die mit der zeitunabhéngigen Dirac-Gleichung
(3.11) bestimmt werden kénnen. Das Einsetzen der Eigenfunktion

(rlj) = o (r,0) (3.18)
in Gleichung (3.11) liefert unter Ausnutzung von
.0 im
HE 060 = (S0 2 0) 6 (3.19)

und der Orthogonalitiit der Winkelanteile &£ (¢) die Bestimmungsgleichungen der
Radialanteile f;} (r) und f, . (7):

S ) ) = Bl (1), (3.20)
A ()~ (1) = BES (). (3.21)

Die Substitutionen f,,; (2) = aZp41(2), if}(2) = Zn (2) und 2z = kr = aEr
mit a = sgn (F) als Bandindex (siehe Abschnitt 2.2), fithren schlieklich auf die
Rekursionsbeziehungen der Bessel-Funktionen Z,, (z) |44]

P o (2) = 22 (2) = Zunan (2), (322
%Zm—i—l (Z) + mTHZm-H (Z) = Zm (Z) ) (323)

sodass die Eigenfunktionen von H letztlich durch

b (1, ) = —iZn (kr) jQ_Wm(é)mzm (kr) j2_7r<m><(j> (3.24)

gegeben sind.
Es gibt vier linear unabhéngige Arten der Bessel-Funktionen Z,, (kr) [44]. Die

17



3 Formale Beschreibung der Elektronenstreuung an Graphen Quantenpunkten

Bessel-Funktionen erster Art werden wir mit J,, (kr) bezeichnen, die Bessel-Funktionen
zweiter Art (Neumann-Funktionen) mit Y,, (kr). Die letzten beiden Arten stel-
len die Hankel-Funktionen H." (kr) und HY? (kr) dar, die sich aus den Bessel-
Funktionen erster und zweiter Art gemif HS"/ (kr) = J, (kr) £1Y,, (kr) erge-

ben.

3.2 Aufstellen der Wellenfunktionen

Nachdem wir die Losungen (3.24) der Dirac-Gleichung gefunden haben (siche
Abschnitt 3.1.2), sind wir in der Lage, die Wellenfunktionen in denen durch das
Potential (2.19) abgegrenzten Raumbereichen I (r > R) und II (r < R) aufzu-
stellen (siche Abbildung 3.1). Uber die Stetigkeit der Wellenfunktionen an den
Grenzflichen des Potentials kénnen dann die in den Wellenfunktionen enthalte-

nen komplexen Streuamplituden bestimmt werden.

ref
l,b n Abbildung 3.1: Schematische
Darstellung  von  einfallender
(blau), reflektierter (griin) und
transmittierter Welle (rot) am
Quantenpunkt.
R

Einfallende Wellenfunktion

Wir suchen zunéchst die Wellenfunktion eines aus unendlicher Entfernung einfal-
lenden Elektrons der Energie £ > 0. Bei dieser Préparation konnen wir anneh-
men, dass der Wellenzahlvektor des Elektrons nur eine z-Komponente besitzt,
also k = ke, (siehe Abbildung 3.1). Dann schreibt sich die freie, zeitunabhéngige
Dirac-Gleichung als

0 k
( - ) ¢ = Eo. (3.25)
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3.2 Aufstellen der Wellenfunktionen

Der Ansatz einer ebenen, harmonischen Welle ¢ = exp (ikz)-(u, v)" liefert schlief-
lich den normierten Eigenzustand des einfallenden Elektrons

in_#ikx 1
0 —\/ﬂe <1> (3.26)

Im Folgenden wird A = 1 gesetzt, da wir die Normierung der Wellenfunktionen
auf ein Einheitsgebiet vornehmen. Unter Verwendung von Polarkoordinaten x =

rcosyp und der Jacobi-Anger-Identitat [44]

[e.e]

eiacosb _ Z lme ((l) eimb (327>

lasst sich Gleichung (3.26) nach kurzer Rechnung umschreiben zu
o™ (r, ) Z VTG (r o) (3.28)

mit

O (1, ) = —iJ,, (kr) \/12_7Teim%” ( (1) ) + T (kr) \/12_7Tei<m+1>¢ ( ? ) . (3.29)

Obwohl die einfallende Wellenfunktion einen praparierten Zustand darstellt, wer-
den wir im Hinblick auf spdtere Rechnungen eine Superposition von Energieei-
genfunktionen ¢,, vornehmen. Mit E,_, = E folgt

Y () = Y o (r, @) exp (—iEyt)

n

=D, Z VAR L (1, ) exp (—iEnt) (3.30)

n m=—0o0

mit der zur Drehimpulsquantenzahl m und Energiequantenzahl n zugehorigen

Eigenfunktion

Orn (1) = Gon [—um (hr) el ( ; ) T (k) el 707 ( : )] |
(3.31)

Dabei ist die Streuamplitude der einfallenden Welle gegeben durch a,, , = d,0. Im

Folgenden bezeichnet in ¢, ,, der erste Index m stets die Drehimpulsquantenzahl,
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3 Formale Beschreibung der Elektronenstreuung an Graphen Quantenpunkten

der zweite Index n die Energiequantenzahl.

Die Gleichungen (3.28) und (3.29) zeigen, dass '™ als Partialwellenentwicklung
verstanden werden kann [45]. Wir werden die reflektierte und transmittierte Wel-
lenfunktion analog durch eine Linearkombination aller moglichen Partialwellen-
beitrdge mit komplexen Streuamplituden ansetzen. Das asymptotische Verhal-
ten der Bessel-Funktionen entscheidet dabei dariiber, welche Art der Bessel-
Funktionen in der jeweiligen Wellenfunktion verwendet wird.

Reflektierte Wellenfunktion

Die reflektierte Wellenfunktion 1" schreibt sich als

¢ref (T7 @) = Z ¢;ef (T, 90> CeXp (_iEnt)

= D D VAT (re) exp (—iE.t) (3.32)

n m=—0o0

wobei gemif Gleichung (3.8) die ¢! (r, ¢) die Eigenwertgleichung

opdiet (r, ) = B¢t (1, ) (3.33)

erfiillen. Bei der Wahl der Bessel-Funktionen in den ¢/, (r,¢) ist zu beachten,
dass nur die Hankel-Funktionen A (kr) fiir r — oo das fiir eine auslaufende
Welle charakteristische asymptotische Verhalten ~ e**" besitzen [45]. Dement-
sprechend lauten die Partialwellenbeitrage mit den komplexen Reflexionskoeffizi-

enten 7, ,

V2r

1 .
+  anHpyrr (kar) ellm+Le ( 0 )] (3.34)

1 . 1
Qﬁsfn (r,p) = Tmn | —1Hn (knr) e < )

mit
a, =sgn(E,), k,=a,F,. (3.35)

Schon bei der Diskussion des Streuprozesses eines Dirac-Elektrons der Masse m
und Energie F an einer Potentialstufe der Héhe V' muss beachtet werden, dass
fir E —V < —m der Wellenzahlvektor ¢ des Elektrons seiner Gruppengeschwin-
digkeit entgegengesetzt ist (sieche Abschnitt 2.2). Ignoriert man diese Tatsache
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3.2 Aufstellen der Wellenfunktionen

und setzt die Wellenfunktion eines in positiver z-Achse propagierendes Elektron
naiv mit 1) ~ exp (igz) an, resultiert ein unphysikalischer Reflexionskoeffizient
R > 1 [1,3]. Aus diesem Grund wurden in Gleichung (3.34) die oberen Indizes
(1) und (2) an den Hankel-Funktionen weggelassen, da die Wahl der Hankel-
Funktion von dem Vorzeichen der Energie F),, abhéngt: Fiir negative Energien ist
der Wellenzahlvektor des Dirac-Elektrons seiner Gruppengeschwindigkeit (und
damit auch seiner Wahrscheinlichkeitsstromdichte) entgegengesetzt. Damit die
reflektierte Wellenfunktion stets eine auslaufende Welle beschreibt, sollte fiir ne-
gative Energien F, < 0 die Hankel-Funktion [44]

2 .
H® (k) ~ 4 ——e ko .

verwendet werden, wihrend die Verwendung von H (knr) = HY (knr) nur fiir

positive Energien gerechtfertigt ist. Wir haben also

HY (ko) fiir B, >0

H,, (knr) = ) (3.37)
HY (k,r)  fir B, <0
Wegen H,, = J,, £1Y,, ldsst sich Gleichung (3.37) auch schreiben als
H,, (kyr) = Jo (kpr) 4+ 100, Yy, (k) (3.38)

Transmittierte Wellenfunktion

Die transmittierte Wellenfunktion schreibt sich als
V' (r,p) = Zqﬁt (7, ) exp (—iE,t) exp —iE sin (wt + 9)
) - n ) w

= Z Z Vet (r, @) exp (—iE,t) exp (—iK sin (wt + 5)) ,
—— 00 ' w

(3.39)

wobei gemif Gleichung (3.10) die ¢!, (r, ) die Eigenwertgleichung

opd,, (r,¢) = (B, = V), (r,¢) (3.40)

erfiillen. Da fiir 7 — 0 nur die Bessel-Funktionen erster Art J,, (kr) wohldefiniert
sind, schreiben sich die Partialwellenbeitriage mit den komplexen Transmissions-
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3 Formale Beschreibung der Elektronenstreuung an Graphen Quantenpunkten

koeffizienten t,, ,, als

3 1 im 1
:n,n (Ta 90) = tm,n —iJpy, (an) \/ﬁe # ( 0 )

+  al T e
-‘rl(q )\/ﬁ

(1) )] (3.41)

a,=sgn(E,-V), q.=a,(E,—V). (3.42)

mit

3.3 Stetigkeitsbedingung und Berechnung der

Streukoeffizienten

Bevor wir die Streukoeffizienten r,, ,, und ¢,, ,, iiber die Stetigkeit der Wellenfunk-
tionen an der Ubergangsstelle r = R berechnen, schreiben wir die transmittierte
Wellenfunktion aus Gleichung (3.39) um. Mit Hilfe der Jacobi-Anger-Identitét
(3.27) ergibt sich der zeitabhéngige Phasenfaktor unter Ausnutzung der Relati-
on [44]

"7y =17, (3.43)

als
‘N/ [e%¢) ‘ ~ .
—1—q] — ipd (__1)\P ipwt
exp ( i—sin (wt + 5)> p:E_ooe (=1)"J, (V/w> et (3.44)

sodass die transmittierte Wellenfunktion

U =30 D 6 () e (<1)7 J, (V/w) exp(—i (EBy — pw)t) (3.45)

n p=—00

lautet. Das Einsetzen der Wellenfunktionen (3.30), (3.32) und (3.45) in die Ste-
tigkeitsbedingung

77ZJin|r:R + ¢ref|r:R = 77bt|r:R (346)

zeigt, dass wegen Gleichung (3.44) die zeitabhéngigen Phasenfaktoren nur tiber-
einstimmen, wenn F, = Ej + pw mit p € Z gilt. Wegen F,—y = F ist dies erfiillt,
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3.3 Stetigkeitsbedingung und Berechnung der Streukoeffizienten

Abbildung 3.2: Schematische Darstellung der Energieverhéltnisse bei der Streu-
ung am oszillierenden Quantenpunkt nach Gleichung (2.19). Eingezeichnet sind
die Wellenzahlen in den jeweiligen Raumbereichen. Wahrend das einfallende Elek-
tron (blau) mit k = ke, einen préparierten Zustand darstellt, sind die Wellen-
zahlen der reflektierten (griin) und der transmittierten Wellenfunktion (rot) ge-
méfk Gleichung (3.47) in ganzzahligen Vielfachen von w quantisiert und besitzen
Komponenten in jede Raumrichtung. Dargestellt sind exemplarisch die ersten
Wellenzahlen ¢, und k,, mit n = 0, 1.

wenn
E,=FE+nw Vn € Z. (3.47)

Die Stetigkeitsbedingung der Wellenfunktionen fiihrt auf die Quantisierung der
Energien und Wellenzahlen in Form ganzzahliger Vielfache der Kreisfrequenz w.
Zur besseren Veranschaulichung sind die Energieverhéltnisse bei der Streuung am
Quantenpunkt in Abbildung 3.2 dargestellt.

An dieser Stelle wird auch die Notwendigkeit der Superposition von Energieeigen-
funktionen bei Formulierung der Wellenfunktionen (siche Abschnitt 3.2) deutlich:
Hétten wir diese nicht vorgenommen, wiirden die zeitabhéngigen Phasenfaktoren
lediglich fiir das Energieniveau FEj iibereinstimmen. Diese Einschrankung wiir-
de jedoch die durch Abseparation erhaltene Zeitabhéngigkeit der transmittierten
Welle 1" ~ exp (—i% sin (wt + 5)) zerstoren.

Aus Gleichung (3.46) folgen unter Ausnutzung der Orthogonalitéat von Drehimpuls-
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3 Formale Beschreibung der Elektronenstreuung an Graphen Quantenpunkten

und Energieeigenfunktionen die beiden Gleichungen
510Tm (knR) + T Hon (knR) = >t (@) P9, (V/w) (3.48)
p=—00

und

0o Sm+1 (knR)+0nTmnHpnir (K R) = Z o tmp m+1 () e - ”‘p)5Jn—p (‘N//w>

p=—00

(3.49)

zur Bestimmung der Streukoeffizienten. Die Gleichungen (3.48) und (3.49) lassen
sich in Form einer Matrixgleichung schreiben. Dazu multiplizieren wir Gleichung
(3.48) mit a, Hpy1 (kpR) und Gleichung (3.49) mit H,, (k,R) und subtrahieren
beide Gleichungen voneinander:

- —i(n— f/
Z tpe ( p)ﬁjn_p (;) {anJm (gpR) Hppia (k:nR)—oz;’DJmH (¢pR) Hp, (knR) }

p=—00

- 5n0{anJm (knR) Hyir (knR) — Joir (knR) Hy, (knR) } (3.50)
Mit den Abkiirzungen

fgl’p) = Hppi1 (kpR) I (gpR) — ano‘;;Hm (knR) 1 (gpR) (3.51)

9" = Jo (kyR) Hypyy (knR) — an it (EnR) Hy, (knR) (3.52)
ergibt sich schliefslich die Gleichung zur Bestimmung der Transmissionskoeffizi-
enten t,, ,:

3 e PO, (V/w) FO) = 5,090 . (3.53)

p=—00

In Matrixform lautet Gleichung (3.53)
Myt = gm (3.54)

mit

) Gm = (0,99, . 0)" (3.55)

(tm,—oov L) tm,Oa SE3) tm,oo
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3.3 Stetigkeitsbedingung und Berechnung der Streukoeffizienten

und der quadratischen, unendlich-dimensionalen Matrix

Joﬁsb—l,—l) ei‘sJ_lf;{l’O) e215J_2f7sL—1,1)
My = | oo e g0 00 sy gon L g5
e 20 I fi D e g £iH0) Jofi

wobei wir der Ubersichtlichkeit wegen in der Matrix M,, ab sofort Jk(f/ Jw) = Jj

setzen werden. Die Reflexionskoeffizienten ergeben sich nach Gleichung (3.48) zu

- Im, (QPR) —i(n—p)é ~ k
o = tmp——e '\ ?) e |V — 0= 3.57
T'm, Z vam(knR)e J, P( /w> OHm<k'nR) ( )

p=—00

Zur Berechnung der Streukoeffizienten muss das lineare Gleichungssystem (3.54)
numerisch gelost werden. Dazu ist eine Abbruchbedingung notwendig, die ei-
ne ausreichende Konvergenz der Streukoeffizienten fiir endliche Dimensionen der
Matrix M, garantiert. Wie wir Abbildung 3.3 entnehmen kénnen, wird diese Ab-
bruchbedingung im Wesentlichen durch das Verhéltnis V /w bestimmt: Fiir kleine
Werte von V /w wird die Matrix durch die niedrigsten Ordnungen von J,(V /w)
dominiert, wiahrend mit groferer werdenden Werten von V/w die hoheren Ord-
nungen von Ji,(V /w) hinzukommen. Fiir grofere Werte von V bzw. kleinere Werte
von w werden wir dementsprechend die numerische Auswertung fiir grofere Di-
mensionen der Matrix M,, vornehmen miissen. In der numerischen Umsetzung
wird dabei die Dimension der Matrix sukzessive erhoht, bis die gewiinschte Kon-
vergenz der Streukoeffizienten erreicht ist. In Abschnitt 5, in dem wir die Streuung
des Elektrons am Quantenpunkt diskutieren wollen, werden wir die Parameter V

und w variieren. Dabei wird w nur bis zu einem unteren Grenzwert aufgetragen, da

—
T

0.8

WN—=O

3333/

0.6
0.4F -

E T 1 Abbildung 3.3: Bessel-

I J Funktionen I () fiir

o 1 m=0,1,2,3.

021 e

-0.4 .

25



3 Formale Beschreibung der Elektronenstreuung an Graphen Quantenpunkten

fiir kleine Werte von w der Quotient V Jw grof wird und somit die Matrix M, aus
Gleichung (3.56) fiir grofte Dimensionen ausgewertet werden muss. Problematisch
ist dabei, dass fiir grofe Werte von V /w alle Ordnungen der Bessel-Funktionen in
M,,, einen wesentlichen Beitrag leisten, sich andererseits jedoch dem Wert 0 anné-
hern, wie man Abbildung 3.3 entnehmen kann. Zusammen mit denen in der Matrix
eingehenden Funktionen f?) aus Gleichung (3.51) kénnen dabei wiederholt Zah-
len entstehen, die sich aufierhalb des in der numerischen Umsetzung genutzten
Zahlenbereichs der Gleitkommazahlen double precision befinden. Deshalb ist es
schwierig fiir groke Werte von V/w Konvergenz in den Streukoeffizienten zu er-
reichen.

Die Losung des linearen Gleichungssystems (3.54) geschieht mittels einer Losungs-
routine aus Lapack95. Die Berechnung der Bessel-Funktionen erfolgt wie in [46]
beschrieben.

3.4 Analyse der Streukoeffizienten

In diesem Abschnitt wollen wir die Bestimmungsgleichungen der Streukoeffizi-
enten und ihre Figenschaften genauer analysieren. Dazu werden wir zunéchst
stationdre Grenzfille untersuchen, fiir die sich die Bestimmungsgleichungen der
Streukoeffizienten auf eine besonders einfache Form reduzieren (unter bestimmten
Bedingungen konnen sogar explizite Ausdriicke angegeben werden). Im Anschluss

werden wir die analytische Struktur der Streukoeffizienten diskutieren.

3.4.1 Stationare Grenzfalle

Entwicklung fiir kleine V

Fiir kleine Argumente x < 1 folgt fiir die Bessel-Funktion 1. Art die Asymptotik
In (x) ~ ﬁ (£)" mit n > 0 [44]. Im stationdren Grenzfall V — 0 werden
daher bei der Bestimmung der Streukoeffizienten nur die niedrigsten Ordnungen
der Bessel-Funktion .J,(V /w) eine Rolle spielen. Um eine explizite Losung der
Streukoeffizienten fiir kleine V' angeben zu kénnen, werden wir im Folgenden die
Bessel-Funktionen .J,(V /w) mit n > 2 vernachlissigen.

Die Matrix aus Gleichung (3.56) schreibt sich unter den oben genannten Voraus-
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setzungen als

Jofs Y e”J_lf?S:LO) 0
My =| - ey 0D 00 gy pOD (3.58)
0 R I A L Y )

Die Losung des entsprechenden Gleichungssystems (3.54) fithrt auf die Transmis-

sionskoeflizienten
‘7 —1 i / fm:tl ) 1
tmo = Jo (z) m s tma1 = FeT°J; <w> PSS (3.59)
mit
N\ 2 N\ 2
Vv (=1,0) (1,0) V
&n =gmor | L[ — ] [ £V Jm a———i SR N FOO L (3.60)
“ for 7Y o

Dabei haben wir die Relation (3.43) genutzt. Fiir die Reflexionskoeffizienten er-
geben sich nach Gleichung (3.57) die Ausdriicke (kg = k, qo = q)

~\ 2
_ & v S fon”
Tm’o = m Jl E Jm (qflR) m + Jm (qu> W

m m

En' i 14 v fri 0
=™ (5) 4 (5) {emom e e i}

(3.61)

Wir sehen anhand der Gleichungen (3.59)-(3.61), dass die Streukoeffizienten fiir
n=1 von der Phasenverschiebung § abhéngen. Fiir die Betragsquadrate der Streu-
koeffizienten verschwindet diese Phasenabhéngigkeit. Selbiges Verhalten sollte
sich auch fiir héhere Ordnungen in V ergeben.

Im stationdren Grenzfall V = 0 gilt .J, (0) = 6,0 und die Streukoeffizienten (3.59)
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und (3.61) reduzieren sich auf

m

HY (kR) J (qR) — o/ HY (kR) Jymy1 (qR)

m

« _ Jm (RR)HY\ (kR) = Jpsy (kR) HY (kR)

tmn =0 Yn#0 (3.62)

m

und

Hy' (kR) Jys1 (qRR) — o' Hy oy (KR) Jin (qR)

m

Quasistatischer Grenzfall

Der quasistatische Grenzfall entspricht dem Fall w — oo, fiir den J,(V /w) = dn0
gilt (siche Abbildung 3.3). Die Funktionen fi) aus Gleichung (3.51) verschwin-
den dabei fir n # 0 und/oder p # 0, da fiir groke w auch die Wellenzahlen
k, und ¢, geméf Gleichung (3.47) sehr grofs werden und die Bessel-Funktionen
H,, (k,R) und J,, (g,R) schliefslich asymptotisch gegen 0 konvergieren, siche Glei-
chung (3.36) und (3.73). Die Matrix aus Gleichung (3.56) schreibt sich im quasi-

statischen Grenzfall als
0
M,=1 - 0 fg),o) 0 --- (3.64)
0

und reproduziert somit die Streukoeffizienten (3.62) und (3.63) des stationéren
Grenzfalls V = 0. Die unendlich schnelle Bewegung des Potentials wirkt offen-
sichtlich wie ein statischer Quantenpunkt mit Mittelwert V', da die Zustdnde nicht
mehr auf die Anderungen des Potentials reagieren konnen.

Statischer Grenzfall

Wir untersuchen jetzt den statischen Grenzfall w — 0. Anhand von Gleichung
(2.19) sehen wir, dass fiir w = 0 das konstante Potential V' eine Verschiebung
um V cos § erfahrt. Dementsprechend erwarten wir zunéchst, dass sich fiir w — 0
die Streukoeffizienten analog dem stationiren Grenzfall V — 0 auf die Gleichun-
gen (3.62) und (3.63) reduzieren, wobei die Wellenzahl ¢ durch die Verschiebung
V cos & modifiziert wird.

Fiir w — 0 wird V /w sehr groR, sodass alle Bessel-Funktionen .J,(V /w) in der
Matrix (3.56) berticksichtigt werden miissen. Es gilt E,, = E und die Wellen-
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zahlen reduzieren sich auf k, = kg = F und ¢, = qo = o (£ — V). Weiter gilt

7(;3 P) = f,g? ’O), sodass sich die Matrix M, schreiben lasst als

JO eiéj_l e2i6J_2
My (w—0) = fOO0 oo e™@g Jy ey e | (3.65)
87216J2 efiét]l JO

Wegen der Struktur dieser Matrix ist klar, dass neben ¢, auch andere Koeffizi-
enten t,, , ungleich von 0 sein werden, da sonst nur triviale Losungen resultieren
wiirden. Die Streukoeffizienten reduzieren sich damit nicht auf die Gleichungen
(3.62) und (3.63), wie wir eingangs erwartet haben. Damit dennoch das stationére
Streuproblem reproduziert wird, sollten sich wenigstens die Wellenfunktionen auf
die des stationdren Falls reduzieren.

Die stationére transmittierte Wellenfunktion lautet

Y ()= Y VEimel o (rp)e (3.66)

m=—0Q

mit

- 1 1
t T, — tSt _IJm TR —— "%
m,st( 90) m [ (q ) /_271' < 0 )

1 . 0
+ @' Jpaq (GR) ——=e'(m ¥ , 3.67
+1 (q >\/ﬂ 1 ( )

wobei & = sgn(E — V — V cos §) den modifizierten Bandindex und

§ = &(E —V — Vcosd) die modifizierte Wellenzahl darstellen. In Gleichung
(3.66) wurde keine Superposition von Energieeigenfunktionen vorgenommen, da
bei Zeitunabhéngigkeit des Hamilton-Operators die Energie eine Erhaltungsgro-
fe ist. Dementsprechend existiert auch nur ein Transmissionskoeffizient £, der
durch Gleichung (3.62) mit ¢ — ¢ und o — & gegeben ist. Die transmittierte
Wellenfunktion aus Gleichung (3.45) schreibt sich als

o0

Wre)= > L VAL ne) e (<), (%) e (3.68)
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mit

;En,n (Ta 90) = tm,n —iJp, (qu) me ® < 0 )

1. 0
+  dJ, R) ——=¢l(mtl¢ , 3.69
+1 (qO )\/ﬁ 1 ( )

wobei es sich hier um die Wellenfunktionen und Streukoeffizienten fiir w — 0
handelt. Die Forderung ot (r, @) = Y* (r, @) fihrt schlieklich auf die beiden Glei-
chungen

~ VY 1 o Im(@R)
tmme? (=) J, | — | = 858 22 3.70

~ -, B
Z tm’neipé (_1)17 Jp (K) ; Est 2 Jm+1 (qR) (371>
n,p

w e Jm+1 ((]OR) '

Fiir den Spezialfall § = —7, d.h. U =V, gilt ¢ = gp und die Gleichungen (3.70)
und (3.71) reduzieren sich auf die Bedingung

. AR
D i, <;> =15 (3.72)
n,p

Beweis von Gleichung (3.72):

Fiir w — 0 kénnen wir die asymptotische Darstellung der Bessel-Funktionen

1% [ 2w 1% T T
Jk <;> wf:o ﬁ COS (; — ]{5 — Z) (373)

benutzen [44]. Aus ihr folgt die Rekursionsrelation

Tk (g) = (=1)" Jy <g> Tk (g) = (-1)"J, (g) : (3.74)

die wir an spéterer Stelle noch gebrauchen werden. Wir wiahlen die Dimension
der Matrix aus Gleichung (3.65) als dimM,,, = 2s+ 1 mit s — oo und bekommen

schlieflich das lineare Gleichungssystem

Jotm—s +1 T atm g1+ e +1 5 st + oo+ 12T astyn s = 0,
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(0)

5 Tt s + 1 1t sr1 oo+ Jotmo e 1T it = %’
1% Jostm s + 12  og 1tm i1 + oo + 15 Tstimo + oo + Jotm,s = 0. (3.75)

Die Addition aller Gleichungen aus diesem Gleichungssystem ergibt

0
o)

f(ovo)

m

= toms (Jot . F1%J05) + oo o (s + o +1°J,) +
b (T2 + o+ o) (3.76)

Wegen der Rekursionsformel (3.74), der Relation (3.43) und unter Beachtung der
Tatsache, dass s in jeder Klammer aus Gleichung (3.76) den gleichen Wert besitzt,

konnen wir uns fiir die Klammern folgendes Schema denken:

(0)
t—s (Jo +1iJ1 + Jo + ... + i) F s (1 + Jo +ii + o4+ o) ... = g(’(’;o),

(3.77)

Wir erhalten demnach fiir s — oo fiir jede Klammer die Summe > " Jo(V Jw).
Identifizieren wir schlieflich noch die rechte Seite von Gleichung (3.77) mit dem
Transmissionskoeffizienten (3.62) des stationsren Grenzfalls V' — 0, ist Gleichung
(3.72) bewiesen.

3.4.2 Analytische Eigenschaften

Im Folgenden diskutieren wir einige analytische Eigenschaften der Streukoeffi-
zienten, wobei wir unter anderem auf die Ergebnisse des stationdren Grenzfalls
V — 0 (siche Abschnitt 3.4.1) zuriickgreifen werden.

Wellenfunktionen

Wir substituieren in den Bestimmungsgleichungen der Streukoeffizienten (3.48)
und (3.49) n — n — 1 und erhalten

am—l,nJm—l (knR) +Tm—1,nHm—1 (knR) = Z tm—l,nJm—l (qu) e_i(n_p)(sjn—pa

p=—00

(3.78)
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am—l,nJm (knR) + O‘nrm—l,nHm (knR) = Z a;tm—l,nJm (qu) e_l(n P 6Jn —p»

p=—00

(3.79)

wobei wir Jy(V /w) = Ji verwendet haben. Die Substitution n — —n in den
Gleichungen (3.48) und (3.49) fiihrt unter Verwendung von Gleichung (3.43) auf

s (knR) + 1 Ho (knR) = > i (qpR) €772 1, (3.80)

p=—00

a—m,nJm—l (k:nR)+anr—mn m— 1 k R Z al t_mn m— 1(qu) ~in= pdjn —-p-

p=—00

(3.81)

Der Vergleich von Gleichung (3.78) mit (3.81) und (3.79) mit (3.80) zeigt uns die
Giiltigkeit der Relationen

/
'—mmn = OnTm—1n, t—m,n = antm—l,n' (382)

Damit sind wir in der Lage, die Wellenfunktionen in eine fiir spatere Rechnungen
zweckmaéfigere Form zu bringen. Wir betrachten zunéchst den zeitunabhéngigen
Anteil der reflektierten Wellenfunktion ¢! (r, ¢) aus Gleichung (3.32)

> . 1
ref _ sm+1 —iH. (k imep
o (1, 0) E ™ m [ iH,, (k,r)e ( 0 )

m=—0Q

+  apHpg (kor) lmtDe ( (1) )] (3.83)

und zerlegen diesen in zwei Anteile gbff’f(l) (r, ) und qb;ef@) (r, ). Dazu lauft der
Summationsindex m in ¢§f§1) (r,) von 0 nach oo und in ¢§f’f(2) (r,) von —oo
nach 0. Der 2. Anteil lédsst sich nach Substitution n — —n mit den Gleichungen
(3.82) und (3.43) umschreiben zu

: —im 1
¢ref Z m+105n7'm 1,n [_1Hm (knr)e v < 0 )

—  apHp (k,r) eCmtDe ( (1) )] (3.84)
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bzw. nach Erniedrigung des Summationsindizes

re - m : —im 0
an,f@) (Tu 90) = Z 1 +1rm,n [_le (k?nT’) e L < 1 )
m=0

+ ap Hppiy (k) e 10D ( é )] : (3.85)

Die Addition beider Anteile ergibt schliefslich fiir die reflektierte Wellenfunktion

oo

1/Jref (7" _ E :m—+1 —H k’ eimv
’ 90) - 1 rm,n L, ( n’l“) —imep
(§]

n,m=—o0
ei(m+1)99

e_i(m""l)‘ﬂ
+on Hppi1 (k) exp (—iE,t) . (3.86)

Da die transmittierte Wellenfunktion die gleiche Struktur besitzt, fiihrt eine ana-
loge Rechnung auf

= . eime
W (T7 90) = Z 1 +1tm,n [_1‘]771 (knr) ( o—ime )
/ ei(mt1)p ‘ v
+a, I (knr) i1 exp | —iE,t — i-—sin (wt+9) | .

(3.87)

Fall symmetrischer Streukoeffizienten

Im Folgenden untersuchen wir die Streukoeffizienten fiir den speziellen Fall, dass
die Energie F und das Potential V' verschwindend klein sind. Dabei werden wir auf
die in Abschnitt 3.4.1 entwickelten Streukoeffizienten fiir V' — 0 zuriickgreifen.
Wir nehmen an, dass £ — 0%, V = 0. Dies entspricht einer symmetriesierten
Situation, in der sich die Energien als E,, = nw = E,, — V schreiben, woraus sich
fiir die Wellenzahlen

kn = k—n =4n = (4q—n = |n| w, kO =qo = 0 (388>

ergibt. Unter Ausnutzung der asymptotischen Entwicklungen der Bessel-Funktionen
fiir kgR — 0 lassen sich die Funktionen fr(,? #) und gﬁg) aus den Gleichungen (3.51)
und (3.52) entwickeln (siche Anhang). Durch die daraus resultierenden Beziehun-
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gen (A.6) gilt fiir die Transmissionskoeffizienten ¢,, +1 aus Gleichung (3.59)

brne1 = —tm 1, tmal = tm,—1] - (3.89)

Fiir die Reflexionskoeffizienten aus Gleichung (3.61) bekommen wir analog

Fms1 = —TmFls Tmil = 7,1l (3.90)

Offensichtlich unterscheiden sich die Streukoeffizienten mit entgegengesetzten FEn-
ergieindizes lediglich in einem Phasenfaktor. Es ist klar, dass sich diese Ergebnisse
auch fiir hohere Entwicklungen in V weiterfithren lassen, da dann dieselbe sym-
metrische Situation vorliegt. Demnach geben wir allgemein die Beziehung

[tmnl = ltm—nls  [Tmnl = [Pm—nl, fir E,V =0 (3.91)

an.

Ferner lassen sich fiir die Streukoeffizienten mit Hilfe der Entwicklungen der
Bessel-Funktionen fiir kg R — 0 explizite Ausdriicke finden (siche Anhang). Dabei
zeigt sich anhand der Gleichungen (A.9) und (A.10), dass

700 =0, Tonzo# 0, Tmzon =0, (3.92)

wobei wir auch hier die Verallgemeinerung fiir hohere Entwicklungen in V' vor-
genommen haben. Offenbar sind im symmetrischen Fall £, V' — 0 nur die Refle-
xionskoeffizienten mit Drehimpulsquantenzahl m = 0 und Energiekanélen n # 0

verschieden von Null. Fiir die Transmissionskoeffizienten ergibt sich

ton 70, tmzoo # 0,  tmzonzo = 0. (3.93)

Fiir die Transmissionskoeffizienten existieren im Gegensatz zu den Reflexionsko-
effizienten auch Anteile mit m # 0.
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Nachdem wir in Abschnitt 3 die Wellenfunktionen des Streuproblems gefunden
haben, konnen wir nun die Berechnung der das Streuverhalten charakterisieren-
den Streugréfsen vornehmen. Den Ausgangspunkt unserer Berechnungen werden
dabei die Wahrscheinlichkeitsstromdichte 3 und die Wahrscheinlichkeitsdichte p
darstellen, welche die Kontinuitétsgleichung (2.10) erfiillen.

4.1 Wahrscheinlichkeitsstromdichte und

Streueflizienz

Aufgrund der Beschaffenheit unseres Streuproblems (siche Abbildung 3.1) ist die
Beschreibung des Streuverhaltens wie an ebenen Stufenpotentialen mit Hilfe von
Transmissions- und Reflexionskoeffizienten nicht moglich. Stattdessen wenden wir
uns zundchst der Berechnung der Wahrscheinlichkeitsstromdichte 7 zu, mit der
wir schlieflich die wichtigen Streugrofen radiale Wahrscheinlichkeitsstromdichte
der reflektierten Welle j™f und Streueffizienz Q einfithren kénnen.

4.1.1 Wahrscheinlichkeitsstromdichte

Die Wahrscheinlichkeitsstromdichte berechnet sich geméf Gleichung (2.11), wobei
wir die beiden Raumbereiche r > R (I) und » < R (II) mit den entsprechenden
Wellenfunktionen (3.7) und (3.9) gesondert untersuchen miissen. Am einfachs-
ten gelingt dies, indem das Skalarprodukt von o1 und %' in beiden Raumbe-
reichen numerisch ausgewertet wird. Fiir die zeitgemittelte Wahrscheinlichkeits-
stromdichte werden jedoch explizite Ausdriicke benétigt, die wir im Folgenden
herleiten.

Raumbereich I

Wir beschranken uns zunéchst auf den Raumbereich I, in dem die Wellenfunktion
durch ¥ = '™ + 9™ gegeben ist. Fiir die i-te Komponente des Wahrscheinlich-
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keitsstromes ergibt sich
_ (winT X wref}‘) o, (wm _'_wref) _ JzI in +j§’ ref_i_le int (4.1)
mit
]ZI i _ 5o jZI ref _ prefto el jI int _ opg {¢1nTO_“/}ref} (4.2)

wobei wir Gleichung (3.26) genutzt haben und jZI ™ den Interferenzanteil dar-
stellt. Anwenden von o; auf ¢ ergibt unter Verwendung der Gleichung (3.86)

ort = 32 5 e, [ (007

n= Om——oo
19ie71(m+1) .
+ anHpir (knr) Peimt 1 exp (—iFE,t) (4.3)

mit ¥; = &;p — id;1. Nach Multiplikation von Gleichung (4.3) mit ¢™T, anschlie-
fsender Ausmultiplikation und Zeitmittelung erhalten wir schliefslich fiir die z-

Komponente der zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsstromdichte

=1, ref =1, ref =1, ref

Je = Ja) T a2 (4.4)
mit
B = 30 Xt { 1 () cos (2
n=—oo m=0
+ [ Hypgy (k) [* cos (2 (m + 1) )
+2[Y,n (knr) Jng1 (knr) = Yoy (knt) T (Knt) ] Coscp} (4.5)
und

=1, ref o .
Ja(2) = { Z Z T [H (knr) Hy, (knr) cos (L +m) @)

n=—oo m<I

+Hy (kpr) Hopga (Kpr) cos ((L+m +2) @)
+io, H) (kyr) Hpypiq (kpr) cos (L—m — 1) @)

—io H}\y (knr) Hy (k) cos ((1—m + 1) ¢)] } (4.6)
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Dabei haben wir genutzt, dass bei einer Zeitmittelung

= 1 :
]—T/jdt (4.7)
¢

tiber die Periode T' = 27 /w die Relation

t+T

% / exp( —i(E, — E,)t) dt = 0y, (4.8)

gilt. In analoger Art und Weise folgt fiir die y-Komponente

gy =T ) (4.9)
mit
B = X Il { 1 () sin )
n=—00 m=0
+ | Hppyy (kr) P sin (2 (m 4 1) @)
+2 [Ym (knr) a1 (knr) — Yoiq (knr) I (k;nr)} sin cp} (4.10)
und

=1, ref em— " .
Ja2) = { Z Z by Tmn [—H] (knr) Hy (knr) sin (14 m) o)

n=—oo m<I|

+Hy (kpr) Hopr (k) sin ((L+m +2) )
—ia, H} (kpr) Hypyq (kpr)sin (I —m — 1) ¢)

—io Hf\y (kpr) Hy (Kpr)sin (1 —m+ 1) ¢)] } (4.11)

Fiir die Interferenzterme bekommen wir nach Ausmultiplikation und anschliefsen-
der Zeitmittelung (ko = k)

Foim 2Re{exp (—ikr cos ) Z ity

m=0

X [ iHD (kr) cos (meg) + HL | (kr) cos ((m + 1) gp)} } (4.12)
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und
3; R 2Re{exp (—ikr cos ) Z "o
m=0
X {iHﬁ;) (kr) sin (mep) + HT(,Brl (kr)sin ((m+ 1) gp)] } (4.13)

Raumbereich I1

Nach einer analogen Rechnung wie in Raumbereich I gelangen wir mit der trans-
mittierten Wellenfunktion (3.87) auf die Komponenten des zeitgemittelten Wahr-
scheinlichkeitsstromes

=11 =11 ~II
Ji = Ji) T Ji2): (4.14)

Die z-Komponenten lauten

=II = > 2 2
T = D0 S Ml { i (@ur)? cos (2me)

n=—oo m=0

+ Tt (qur)* cos (2(m +1) @) } (4.15)

und

=11 > el %
Jo2) = QRG{ SO Mt [ (qnr) T (gar) cos (1 +m) @)

n=—oo m<l

+ 141 (knr) g1 (gar) cos (I +m +2) p)
+ial, J; (qnr) Jms1 (qur) cos (I —m — 1) )

—ia), Ji1 (qnr) Jm (qur) cos (I —m + 1) )] } (4.16)

Die y-Komponenten lauten

11 S '
Jy,) = Z Z |tm,n|2 { — Jm (qm“)2 sin (2my)

n=—oo m=0

S Tir (qur)?sin (2 (m 4+ 1) ) } (4.17)
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und

Sl o sm—lyx .
Jy2) = QRQ{ Z Zl ltlmtm,n [J1 (gn1) T (qur) sin ((1+m) )

n=-—o0o0 m<l

i (k) T (gur) sin ((L+m +2) @)
+Hiad, Jy (gnr) Jma1 (gur) sin ([ —m — 1) @)

—ial Ji1 (gnr) Jon (@) sin (I —m + 1) )] } (4.18)

4.1.2 Radiale Wahrscheinlichkeitsstromdichte der
reflektierten Welle

Als néchstes wollen wir die radiale Wahrscheinlichkeitsstromdichte der reflek-
tierten Welle jf berechnen. Mit ihr werden wir schlieflich in der Lage sein, in
Abschnitt 4.1.3 die Streueffizienz als weitere Streugrofe einzufiihren.

-ref

Um zu 5, zu gelangen, bendtigen wir zunachst den Operator der radialen Wahr-
scheinlichkeitsstromdichte j, = je,.. Fiir diesen ergibt sich

~

Jr = 04 COS @ + 0, sin @, (4.19)

sodass wir nach Anwenden von j, auf 1" aus Gleichung (3.86) und anschlieken-
der Skalarmultiplikation mit ¢"*T die radiale Wahrscheinlichkeitsstromdichte der
reflektierten Welle

o

S e =B — B

X { loa, Hyy (knr) Hy, oy (kypr) + Hy (kor) Hy, (kpr) ] cos (m+ 1+ 1) @)
ety [y Hiy (kur) H, (kyr) = Hi () Hy oy ()] cos ((m = D) ) |
(4.20)

erhalten. Es bietet sich an, Gleichung (4.20) in Fernfeldndherung auszuwerten.

Dazu setzen wir die asymptotische Entwicklung der Hankel-Funktionen [44]

2 . T T
H,, (k,r) kn:m \/ 7Tknrexp <ozn1 (k‘nr — mE — Z>> (4.21)

ein und erhalten nach einigen Umformungen

i =0r i (422)
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4 Berechnung von Streugrofsen

mit
J = Z Z exp( (Bn = Bp) (r=1) ) (1= aad) (1 + )
n,p=—00 m= 0
><7"m7n7“7wgl(ap’a")m [cos ((2m + 1) ¢) + 1] (4.23)
und

ity = ZZ exp(<E B,) (r=1) ) (1= au) (1 + o)

n,p=—00 m<l
xRe {it*7n) 1(%’1) Pl p} [ €08 (1 —m) @) 4 cos (I+m+1)¢)].
(4.24)

Die Bedeutung der radialen, fernfeldgendherten Wahrscheinlichkeitsstromdichte
wird klarer, wenn wir auch fiir die reflektierte Wellenfunktion (3.86) die asym-
ptotische Entwicklung (4.21) verwenden. Dies ergibt

1—a.i eim(p T e—i(m+1)<p
ref iEn(r—t):(1—an)m n
e )i Trn ) . . (4.25
>y Vs ™ ( eime 4 ity | - (429)

n=—oo m=0

ref _ ref

Anwenden von j, auf Yref fithrt auf jﬂﬁ , sodass im Fernfeld offenbar

j;ef wreffjr,gbref — ¢refT¢ref — pref (426)

gilt. Im Fernfeld stimmen radiale Wahrscheinlichkeitsstromdichte und Wahrschein-

lichkeitsdichte der reflektierten Welle iiberein.

Wir berechnen schliefslich noch die zeitgemittelte, fernfeldgendherte Stromdichte
gt Mit den Gleichungen (4.7) und (4.8) folgt

—ref —ref —ref

Jr = Irn tine (4.27)
mit
—ref
Ir 1) = Z Z 7rk \rmn\ cos ((2m + 1) ¢) + 1] (4.28)
n=—oo m=0
und

T = 03 S Re it )

n=—oo m<l|

x [cos((l —m) @) +cos((l+m+1)p)]. (4.29)
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4.1 Wahrscheinlichkeitsstromdichte und Streueffizienz

4.1.3 Streueffizienz

Mit Hilfe der in Abschnitt 4.1.2 gefundenen Wahrscheinlichkeitsstromdichten der
reflektierten Welle kénnen wir nun die Streueffizienz berechnen.
Eine charakteristische Grofe zur Beschreibung des Streuverhaltens ist der Streu-

querschnitt o [45], der geméf

]ref

o= m (4.30)

das Verhaltnis von reflektiertem zu einfallenden totalem Wahrscheinlichkeits-
strom pro Einheitsflache darstellt. Der totale Wahrscheinlichkeitsstrom der re-
flektierten Welle berechnet sich zu

27

et = / j*fds = / jetr de, (4.31)

0

wahrend wir fiir den einfallen Strom pro Einheitsfliche unter Verwendung von
Gleichung (3.26) den konstanten Wert I™/A = 1 erhalten. Um das Streuverhalten
an Quantenpunkten unterschiedlicher Ausdehnung zu beschreiben, bietet sich die

Einfiihrung der Streueffizienz an, die wir definieren als

g
Q=55 (4.32)

Mit der radialen Wahrscheinlichkeitsstromdichte der gestreuten Welle aus Glei-
chung (4.20) ergibt sich unter Ausnutzung von Gleichung (3.82) und der Relation

2w
/cos (Il =m) ) dp = 2wy, (4.33)
0

nach einigen Umformungen der Ausdruck

Q(r,t) = Z Z 47rrirm7nr:n,pexp< —i(E, — E)) t)

n,p=—o00 m=0

X [ Hui1 (knr) Hy, (kyr) — apHy (kpr) Hy oy (Kpr) ] (4.34)
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4 Berechnung von Streugrofsen

Fiir die zeitgemittelte Streueffizienz erhalten wir

oo oo
Z Z 4A7ri ]rm7n\2 s

n=—oco m=0

X [Hpir (k) Hy, (knr) — Hp (k) Hy g (Kar) ] (4.35)

Im stationiren Grenzfall V' — 0 reduziert sich die Streueffizienz (4.34) wegen
Gleichung (3.63) auf (kg = k > 0)

Q* (r }{:4qu|r“aq kr) HO* (kr) — HSY (kr) HOZ (kr) ] (4.36)

Unter Verwendung der Rekursionsbeziehungen der Besselfunktionen (3.22) und
(3.23) zeigt sich nach einer kurzen Rechnung, dass die Streueffizienz Q@ unab-

héngig von r ist, also

0 .
QN () =0 (4.37)

gilt. Dementsprechend kénnen wir in Gleichung (4.36) fiir die Hankel-Funktionen
die asymptotische Darstellung (4.21) einsetzen, ohne das Ergebnis zu veréndern.
Wir erhalten

Qst o kR Z | stat (438)

Es zeigt sich nach einer analogen Rechnung, dass Gleichung (4.37) auch fiir Q ()
erfiillt ist. Obwohl dies wegen der Zeitabhéngigkeit des Streuproblems jedoch
nicht fiir die Streueffizienz @ (r,t) aus Gleichung (4.34) zutrifft, ist es dennoch
sinnvoll auch @ (r,t) fiir 7 — oo auszudriicken. Es ergibt sich schlieklich die
Streueffizienz in Fernfeldnédherung

Q(r,t) = Q(r) +Q(r,1) (4.39)

mit dem zeitabhidngigen Anteil

@(T,t) = ZZR\/W

n<p m=0

% Re{exp(i (B, — F,) (r — 1) )™ (1= i) (1+ 1) Pyt |
(4.40)
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4.2 Wahrscheinlichkeitsdichte

und der zeitgemittelten Streueffizienz in Fernfeldnaherung

Q0= 3 Y bl (.41

n=—oco m=0

Die Streueffizienz in Fernfeldnéherung (4.39)-(4.41) wird bei der Diskussion des
Streuverhaltens eine zentrale Rolle spielen.

4.2 Wahrscheinlichkeitsdichte

Die Wahrscheinlichkeitsdichte berechnet sich geméfs der Formel

p =iy, (4.42)

wobei wir die beiden Raumbereiche I und II wie schon bei der Berechnung der
Wahrscheinlichkeitsstromdichte (sieche Abschnitt 4.1) gesondert untersuchen. Die
nicht-zeitgemittelte Wahrscheinlichkeitsdichte wird dabei wieder durch numeri-
sche Auswertung des Skalarproduktes von ' und 1) berechnet. Fiir die zeitge-
mittelte Wahrscheinlichkeitsdichte werden wir explizite Ausdriicke angeben.

Raumbereich I

In Raumbereich I lautet die Wellenfunktion ¢! = 9™ + ¢"f und die Wahrschein-
lichkeitsdichte ergibt sich zu

pI — pI, in +pI, ref+pl, int (443)

mit
pI, in _ winTwin — 17 pI, ref _ wref’[ﬂjref’ pI, int _ 2Re {77Z)in'rwref} 7 (444)

wobei wir Gleichung (3.26) genutzt haben und pb™* den Interferenzanteil be-
schreibt. Fiir den reflektierten Anteil erhalten wir nach Ausfiihren des Skalarpro-
duktes mit der reflektierten Wellenfunktion (3.86) und anschliefender Zeitmitte-
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4 Berechnung von Streugrofsen

lung

oo oo
—I, ref __ m—1 *
P = E E 1 Tl gy

X { [Hon (knr) Hy (knr) + Huy (ko) Hiyy (k) ] cos (1 —m) )

i [Hongr (knr) Hy (knr) — Ho, (kr) Hyy (kur) ] cos (L+m + 1) ) }
(4.45)

Fiir den Interferenzanteil bekommen wir nach Zeitmittelung den Ausdruck

phint = 2Re{exp(—ikx)21m+1rm,0

m=0

X [—in,}) (kr) cos (me) + H,(ill (kr)cos ((m+1) go)} } (4.46)

Raumbereich 11

In Raumbereich 1T bekommen wir mit der transmittierten Wellenfunktion (3.87)
nach Zeitmittelung

0.) [o.¢]
pII _ Z Z im_ltm,ntzn

n=—oo m,l=0

{ [ (k) Jy (k) + s (k) o (k)] cos (1= m) )

i [ Jmst (kar) Iy (kpr) = Ty (k) Jiga (knr) | cos (L4 m+ 1) @) }

(4.47)
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5 Diskussion der Ergebnisse

In Abschnitt 3 haben wir die einfallende, reflektierte und transmittierte Wel-
lenfunktion aufgestellt und iiber deren Stetigkeit an der Ubergangstelle r = R
die Bestimmungsgleichung der Streukoeffizienten r,,,, und t,,, abgeleitet. An-
schlieftend fithrten wir in Abschnitt 4 diverse Streugréfsen ein, wobei wir fiir die
radiale, fernfeldgeniiherte Wahrscheinlichkeitsstromdichte j', die Streueffizienz
Q, sowie die zeitgemittelten Grofen p und 7 explizite Ausdriicke hergeleitet ha-
ben. Mit diesen Ergebnissen kénnen wir nun das Streuverhalten des Elektrons am
Quantenpunkt diskutieren. Die dabei zu variierenden Parameter sind die Energie
E. der Radius R und die Hohe V' des Quantenpunkts, sowie die Parameter des
Schwingungsanteils V, w, ¢t und 4.

5.1 Ergebnisse im stationaren Grenzfall

Um eine Vorstellung iiber das Streuverhalten an einem Quantenpunkt zu bekom-
men, untersuchen wir zunéchst das zeitunabhéngige Streuverhalten des Elektrons
im stationdren Grenzfall V = 0. Die zu variierenden Parameter reduzieren sich

damit auf £, R und V.

5.1.1 Streueffizienz und Resonanzstruktur
Ubersicht auftretender Streueffekte

Die zentrale Grofie zur Beschreibung des Streuverhaltens am Quantenpunkt ist
die Streueffizienz, die im stationdren Fall gegeben ist durch Gleichung (4.38) mit
den dazugehérigen stationdren Reflexionskoeffizienten nach Gleichung (3.63). Wir
werden diese im Folgenden in Abhéngigkeit der Parameter £ und R untersuchen
und setzen zunachst V' = 1.

In Abbildung 5.1 ist die stationire Streueffizienz Q*' in Abhéngigkeit von der
Energie £ und dem Radius R des Quantenpunkts fiir V' = 1 dargestellt. Um
die auftretenden Strukturen besser zu veranschaulichen, wurde die Streueffizi-
enz logarithmisch zur Basis 10 iiber der Energie aufgetragen. Wir sehen, dass
die Streueflizienz entsprechend unser Erwartung fiir R = 0 verschwindet. Weiter
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5 Diskussion der Ergebnisse
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0
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Abbildung 5.1: Stationire Streueffizienz Q* (E, R) fiir V = 1. Um den Einfluss
einzelner Partialwellenbeitrige sichtbar zu machen, verwenden wir die logarith-
mische Darstellung {iber E.

zeigt sie eine reichhaltige Struktur in Form von Resonanzen fiir bestimmte Werte
von R und E auf, wobei diese in ihrer Breite stark variieren kénnen. Fiir kleine
Energien liegt fiir die breiteren Resonanzen eine periodische Wiederkehr in R vor.
Erst fiir hohere Energien E beobachten wir das Hinzukommen schmalerer Reso-
nanzen und ihre periodische Wiederkehr in R. Allgemein ist festzuhalten, dass
mit steigendem F oder R die Resonanzen stark verbreitern und aufweichen. Des
Weiteren lésst sich erkennen, dass sich die auftretenden Resonanzen fiir grofere
Werte von E in Richtung groferer Radien R verschieben, was auf eine direk-
te Korrelation zwischen der Wellenldnge des Elektrons und der Ausdehnung des
Quantenpunks schliefsen 14sst.

Zur genaueren Auflosung und Lokalisierung der Resonanzen betrachten wir Ab-
bildung 5.2, in der Q' (R) fiir verschiedene Werte von £ < V und F > V (obere
Diagramme) dargestellt ist. Da sich die stationére Streueffizienz geméf Gleichung
(4.36) im Wesentlichen durch die stationiiren Reflexionskoeffizienten [rst|* zu-
sammensetzt, sind zudem die ersten vier Reflexionskoeffizienten |rf ? bis |75 2
fiir ausgewéhlte Energien dargestellt (untere Diagramme). Die Farbe der Kurven
kennzeichnet dabei die Zugehérigkeit zu der Energie. Wir betrachten zunéchst
den Fall & = —1, bei dem fiir kleinere Energien (siehe schwarze und rote Kur-
ve) eine ausgeprigte Detailstruktur in Form eines oszillierenden Verhaltens mit
Ausbildung schmaler Peaks zu erkennen ist. Der Vergleich mit den Reflexionskoef-

46
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Abbildung 5.2: Oben: Stationire Streueffizienz Q" (R) fiir verschiedene Werte
von £ < V (links) und £ > V (rechts) mit V' = 1. Unten: Die ersten vier
stationiren Partialwellenbeitrige |1t (R)|” fiir £ = 0.2 (links) und E = 2 (rechts)

mit V = 1. Auf die mit D gekennzeichneten Stellen wird im Weiteren Bezug
genomimen.

fizienten im unteren Diagramm beziiglich der Energie E' = 0.2 (rote Kurve) zeigt,
dass diese Peaks auf die Dominanz einzelner Partialwellenbeitrage |rf72|2 zurtick-
zufithren sind, die den wesentlichen Beitrag zur Streueffizienz leisten. Die Breite
dieser Resonanzen hingt dabei insbesondere von der angeregten Partialwelle ab:
Je hoher die Drehimpulsquantenzahl m der Partialwelle, desto schmalere Reso-
nanzen sind zu erwarten. Anhand von Abbildung 5.1 sehen wir, dass fiir grofsere
Energien mehrere, verbreiterte Partialwellenbeitriage einen gleichwertigen Beitrag
zur Streueffizienz leisten. Wie sich mit Hilfe der griinen Kurve in Abbildung 5.2
sehen lésst, resultiert dies in ein sanftes oszillierendes Verhalten ohne Ausbildung
von scharfen Resonanzen. Fiir den Fall o = 1 ist fiir alle Kurven ein homogenes
oszillierendes Verhalten ohne Ausbildung scharfer Resonanzen zu beobachten,
wobei die Amplitude dieser Oszillation mit der Energie F ansteigt. Wéhrend fiir
kleine Werte von R lediglich die unterste Partialwelle einen Beitrag zur Streueffi-
zienz leistet, werden mit steigendem R immer héhere Partialwellen angeregt. Die
homogene Oszillation ist daher wieder auf die gleichwertige Beteiligung mehrerer
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5 Diskussion der Ergebnisse

Partialwellenbeitrage an der Streueffizienz zuriickzufiihren, wie sich auch im unte-
ren Diagramm am Beispiel der orangen Kurve (E = 2) erkennen lésst: Die Refle-
xionskoeffizienten |rt|* weisen fiir grokere Energien einen harmonischen Verlauf
auf, wobei sich die einzelnen Partialwellenbeitrage mit Drehimpulsquantenzahl
m fiir grofsere R einander anndhern. Besser verstehen lésst sich dieses Verhalten,
wenn wir die stationdren Reflexionskoeffizienten fiir R — oo entwickeln. Unter
Benutzung der asymptotischen Naherungsformeln der Bessel-Funktionen [44] und

der Additionstheoreme fiir trigonometrische Funktionen, ergibt sich

[ ~ sin’ ((k +a'g) ). (5.1)
also ein von der Drehimpulsquantenzahl m unabhangiger Ausdruck. Es sei an-
gemerkt, dass Gleichung (5.1) auch fiir den Grenzfall E — oo giiltig ist. In den
Diagrammen eingezeichnet ist ein spezieller Punkt D mit £ = 2 und R = 8, auf
den an spéterer Stelle eingegangen wird.

Zur weiteren Untersuchung der auftretenden Resonanzen ist in Abbildung 5.3 die
stationére Streueffizienz Q™ (E) fiir verschiedene Werte von R (obere Diagram-
me) dargestellt. Auch in dieser Abbildung sind wieder die ersten vier Partialwel-
lenbeitriige |r=t|* fiir verschiedene Werte von R dargestellt (untere Diagramme),
wobei jede Farbe einem Wert von R zugeordnet ist. Wir sehen, dass fir £ — 0
die Streueffizienz verschwindet, so wie es zu erwarten ist. Mit zunehmender En-
ergie sinkt die Wellenldnge des Elektrons und es werden nach und nach mehr
Partialwellen im Quantenpunkt angeregt (siehe untere Diagramme), was letztlich
in einem stetigen Anstieg der Streueffizienz resultiert. Fiir bestimmte Werte der
Energie konnen jedoch scharfe Resonanzen ausgebildet werden. An den Maxima
der Resonanzen in Q' in den oberen Diagrammen sind die Partialwellenbeitriage
eingezeichnet, die fiir die Ausbildung der Resonanz verantwortlich sind. In den
Diagrammen sind bestimmte Resonanzstellen mit den Buchstaben A (E = 0.07,
R=3),B (F=0.02813, R=4) und C (E = 0.1432, R = 6.25) gekennzeichnet,
auf die an spéterer Stelle Bezug genommen wird. Wir sehen wie schon in Abbil-
dung 5.2, dass die Breite der Resonanzkurven von der Drehimpulsquantenzahl m
der angeregten Partialwelle, sowie der Resonanzstelle abhéangt.

Weiterhin ist es von Interesse - insbesondere in Hinblick auf die Analyse des
zeitabhéngigen Streuverhaltens am oszillierenden Quantenpunkt - die stationére
Streueffizienz in Abhéngigkeit vom Potential V' zu untersuchen. In Abbildung 5.4
ist die stationare Streueffizienz Q** in Abhéngigkeit von R und V fiir £ = 0.1
(links) und in Abhéngigkeit von E und V fiir R = 6.25 (rechts) dargestellt. Wir

sehen anhand der linken Abbildung, dass fiir ein verschwindendes Potential V' = 0
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Abbildung 5.3: Oben: Stationére Streueffizienz Q** (F) fiir verschiedene Werte

von R mit V' = 1; eingezeichnet sind die stationdren Partialwellenbeitrage r5¢. die

den grokten Beitrag an Q' leisten. Unten: Die ersten vier stationdren Partialwel-
lenbeitrage |r*t (E)|? fiir verschiedene Werte von R; jede Farbe ist einem Wert
von R zugeordnet. Auf die mit den Buchstaben gekennzeichneten Resonanzstellen
wird im Weiteren Bezug genommen.

auch die Streueffizienz verschwindet, so wie man es erwartet. Fiir Werte V' > 0
konnen jedoch fiir bestimmte Werte von R Resonanzen auftreten, die periodisch
in R wiederkehren. Die Breite dieser Resonanzen nimmt dabei mit steigendem V'
ab, sodass fiir grofse Werte von V' die Resonanzen in kleineren Absténden von R
wiederkehren. Dieses Verhalten ist darauf zuriickzufiihren, dass mit steigendem V'
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Abbildung 5.4: Stationdre Streueffizienz Q** (R,V) fir £ = 0.1 (links) und
Q™ (E,V) fiir R = 6.25 (rechts). Um den Einfluss einzelner Partialwellenbeitrige
sichtbar zu machen, verwenden wir die logarithmische Darstellung zur Basis 10.

die kinetische Energie unterhalb des Quantenpunkts zunimmt und die Wellenlan-
ge des Elektrons entsprechend abnimmt. Die Folge ist, dass hohere Partialwellen
bereits fiir kleinere Werte von R angeregt werden konnen. In der rechten Ab-
bildung sehen wir, dass fiir grofsere Energien die Streueffizienz eine weitgehend
homogene Struktur aufweist, die jedoch von schmalen Resonanzen der héheren
Partialwellen gestort wird. Fiir kleine Werte von E erkennen wir hingegen die
Dominanz von Resonanzen der niedrigeren Partialwellen, wiahrend mit steigender
Energie weitere Resonanzen hoherer Partialwellen hinzukommen und verbreitern.
Fiir kleine Energien ist insbesondere eine periodische Wiederkehr der Resonanzen
erkennbar. Diese ist wieder darauf zuriickzufiihren, dass mit steigendem V' die ki-
netische Energie des Elektrons unterhalb des Quantenpunkts anwéchst und daher
fiir bestimmte Wellenldngen in wohldefinierten Abstédnden AV die Partialwellen
wiederholt angeregt werden.

Lokalisierung und Form der Resonanzen

Wir hatten mit Hilfe von Abbildung 5.1-5.4 gesehen, dass fiir kleine Energien und
Radien scharfe Resonanzen in der Streueffizienz auftreten konnen, fiir die be-
stimmte Partialwellenbeitrédge den Wert 1 annehmen. Es ist moglich, Naherungs-
formeln fiir die Reflexionskoeffizienten |t (E, R)|? fiir kleine Werte von ER zu
finden, um damit schlieflich die Resonanzstellen zu lokalisieren [43]. Dazu bringen
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wir die stationédren Reflexionskoeffizienten aus Gleichung (3.63) in die Form

T = —ﬁ (5.2)
mit

Fon = Jmi1 (qR) S (kR) = 0/ Ty (¢R) S i1 (KR) (5:3)
und

Gm = Jmi1 (qR) Yo (kR) — &' Jp, (qR) Yyt (KR) . (5.4)

Die Resonanzbedingung 5 = 1 st gleichbedeutend mit der Bedingung G/, = 0.
Unter Verwendung der asymptotischen Reihenentwicklungen der Bessel-Funktio-
nen fiir kleine Werte von ER [44] lassen sich die Nullstellen von G,, finden [43].
Wir erhalten schlieflich in 2. Ordnung die Bestimmungsgleichung

ER (*y—l— ln%) firm =0

1ER
m 2

qR = jm,s - (55>

firm >0

zur Lokalisierung der Resonanzstellen. Dabei stellen j,, s die Nullstellen der Bessel-
Funktion J,, und v =~ 0.577215 die Eulersche Zahl dar. Wir sehen, dass in 1. Ord-
nung die Resonanzstellen durch die Nullstellen der Bessel-Funktionen bestimmt
werden. Weiter konnen wir die Reflexionskoeffizienten |rst (E, R)|> um die Reso-
nanzstelle nach Gleichung (5.5) in 1. Ordnung entwickeln. Wir erhalten [43]

[t (R)] = {1 + (R;—;‘])} 71, "= (7; o (Efo)mﬂ (5.6)
bzw.
It (B)|* = [1 + %T, Vg = (mng (ESR>MH. (5.7)

Wie wir anhand der Gleichungen (5.6) und (5.7) sehen konnen, entspricht die
Form der Resonanzkurve die einer Lorentz-Kurve um die Resonanzstelle herum.
Die Halbwertsbreite der Kurve hingt dabei wesentlich von den Faktoren v bzw.
v ab. Sind diese Faktoren klein, erwarten wir schmale Resonanzkurven. Den
Gleichungen (5.6) oder (5.7) konnen wir entnehmen, dass diese Resonanzkurven
umso schmaler ausfallen, je kleiner die Energien F und Radien R sind, und je gro-
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Abbildung 5.5: Stationirer Reflexionskoeffizient |r5t|* nach numerischer Berech-
nung (schwarz) und nach Approximation in 1. Ordnung (rot) und 2. Ordnung
(blau) geméfs den Gleichungen (5.5)-(5.7). Links: V' = 1, E = 0.0625, rechts:
V=1R=175

fser die Drehimpulsquantenzahl m ist. Dies erklart die Form der Resonanzkurven
in Abbildung 5.1-5.4. Um die Giite unserer Approximationen zu iiberpriifen, ist in
Abbildung 5.5 der stationire Reflexionskoeffizient |r5*|* nach numerischer Berech-
nung (schwarze Kurve) und nach Approximation in 1. Ordnung (rote Kurve) und
2. Ordnung (blau) geméf den Gleichungen (5.5)-(5.7) dargestellt. Fiir die linke
Abbildung gilt V' =1, E = 0.0625 und fiir die rechte V' =1, R = 7.5. Wir sehen,
dass die Approximation in 2. Ordnung in exzellenter Ubereinstimmung mit dem
numerischen Resultat ist. Zur groben Lokalisierung der Resonanzstellen geniigt
die Approximation 1. Ordnung.

Als weiteres Anwendungsbeispiel der Gleichungen (5.5)-(5.7) betrachten wir nun
die stationdre Streueffizienz im Grenzfall eines unendlich hohen Potentials. Die
Wellenzahl ¢ wird in diesem Fall im Wesentlichen durch V' bestimmt. Unter Ver-
wendung der Reihenentwicklungen der Bessel-Funktionen fiir grofte Argumen-
te [44] und unter Beachtung von E < V schreiben sich die Reflexionskoeffizienten

als
F,
R T 55)
F,, +iG,,

mit

~ n T

Fr = Joir (KR) — J (kR) tan <qR —m - Z> (5.9)
und

Gy = Yinir (kR) — Yy (KR) tan (qR - mg . %) . (5.10)
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5.1 Ergebnisse im stationdren Grenzfall

0 0.01 1 100 20000

0
0.001 0.01 0.1 E 1 10

Abbildung 5.6: Stationire Streueffizienz Q** (F, R) unter Ausnutzung der ent-
wickelten stationdren Reflexionskoeffizienten nach den Gleichungen (5.8)-(5.10)
fiir V' = 1000. Um den Einfluss einzelner Partialwellenbeitriage sichtbar zu ma-
chen, verwenden wir die logarithmische Darstellung tiber E.

In Abbildung 5.6 ist die stationére Streueffizienz in Abhéngigkeit von £ und R
nach den Gleichungen (4.38) und (5.8)-(5.10) fur V' = 1000 dargestellt. Wir er-
kennen eine qualitativ &hnliche Struktur der Streueffizienz wie in Abbildung 5.1,
wobei die Resonanzstellen nun wegen V' = 1000 fiir viel kleinere Werte von R
auftreten, siehe dazu auch Abbildung 5.4. Das Hinzukommen von Resonanzen ho-
herer Partialwellen beobachten wir entsprechend erst fiir hohere Energien. Wir
konnen die Lokalisierung der Resonanzstellen in Abbildung 5.1 mit Hilfe von Glei-
chung (5.5) fiir V= 1000 vornehmen. In diesem Fall ist die Energie auf der linken
Seite der Gleichung vernachléssigbar und es gilt

R = jms/V. (5.11)

In Abbildung 3.3 sind die ersten vier Bessel-Funktionen J,, (z) dargestellt. Wir
lesen beispielsweise fiir die Bessel-Funktion Jy die Nullstellen ab, faktorisieren
diese mit 1/V und erhalten die Resonanzstellen R. Die Resonanzstellen héherer
Partialwellen konnen ebenso ermittelt werden, sind aber in Abbildung 5.6 wegen
des geringen Auflésungsvermogens nur zu erahnen. Zur weiteren Untersuchung
der Resonanzstruktur im Grenzfall V' — oo ist in Abbildung 5.7 die stationére
Streueffizienz in Abhéngigkeit von F fiir R = 4 und in Abhéngigkeit von R fiir
E =1 mit V = 1000 dargestellt (obere Diagramme). Zum Vergleich sind die ers-
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Abbildung 5.7: Oben: Stationire Streueffizienz Q (E) fir R = 4 (links) und
Q™ (R) fiir F =1 (rechts) mit V = 1; farblich eingezeichnet sind die stationédren
Partialwellenbeitrage r*t, die den groften Beitrag an @ leisten. Unten: Die ersten
vier stationéiren Partialwellenbeitriige |15t (E)|* fir R = 4 (links) und |t (R)|” fiir
E =1 (rechts) mit V = 1; die farblichen Markierungen in |5 (E)|* bzw. |5t (R)|?
korrespondieren zu den farblichen Kennzeichnungen in Q* (E) bzw. Q™ (R).

ten stationdren Reflexionskoeffizienten dargestellt (untere Diagramme). An den
Kurven der Streueffizienz sind die Reflexionskoeffizienten eingezeichnet, die fiir
die entsprechende Resonanz verantwortlich sind. Die farblichen Markierungen in
st (E)|” bzw. |t (R)|* korrespondieren dabei zu den farblichen Kennzeichnun-
gen in Q' (E) bzw. Q' (R). Wir sehen, dass die Streueffizienz in Abhéngigkeit
von der Energie (linkes Diagramm) ein periodisches Verhalten mit abklingender
Amplitude aufweist, wobei fiir bestimmte Energien scharfe Resonanzen auftreten.
An diesen Resonanzen sind die Partialwellen beteiligt, die entweder nur ungerade
oder gerade Werte von m aufweisen. Die Resonanzen werden dabei mit grofer
werdender Energie durch Partialwellen mit groferen Werten von m hervorgeru-
fen, da die Partialwellen mit niedrigeren Werten von m in einen harmonischen
Verlauf iibergehen (siehe Diagramm unten links). Im rechten, oberen Diagramm
ist zu sehen, dass die Streueffizienz in Abhéngigkeit vom Radius fiir bestimmte
Werte von R starke Resonanzen ausbildet, deren Lokalisation durch Gleichung
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5.1 Ergebnisse im stationdren Grenzfall

(5.11) vorgenommen werden kann. Aufgrund des begrenzten Auflésungsvermo-
gen sind dabei nur die Resonanzen der untersten Partialwellen m = 0 und m =1
dargestellt. Alle auftretenden Resonanzen in Abbildung 5.7 weisen die typische
Form einer Lorentz-Verteilung auf, deren Breite mit zunehmenden E und R, so-

wie groker werdenden Werten der Drehimpulsquantenzahl m zunimmt.

5.1.2 Winkelverteilung und Nahfeld

Um das Streuverhalten des Elektrons am Quantenpunkt weiter zu charakterisie-
ren, untersuchen wir nun die stationére, radiale, fernfeldgendherte Wahrschein-
lichkeitsstromdichte der reflektierten Welle jrts* nach den Gleichungen (4.22)-
(4.24) und das Nahfeld der stationdren Wahrscheinlichkeitsstromdichte 75 sowie
der stationdren Wahrscheinlichkeitsdichte p*f, wie sie in Abschnitt 4.1.1 und 4.2
eingefithrt wurden. Dabei ist zu beachten, dass in den entsprechenden Gleichun-
gen wegen V = 0 die Streukoeffizienten aus den Gleichungen (3.62) und (3.63) zu
benutzen sind.

In Abbildung 5.8 ist die stationére, radiale, fernfeldgenéherte Wahrscheinlichkeits-
stromdichte jrt () fiir die in Abbildung 5.2, 5.3 mit den Buchstaben A,B,C und
D gekennzeichneten Falle dargestellt. Wir haben dabei » = R gesetzt, da wir uns
lediglich fiir den qualitativen Verlauf der Kurven interessieren. In jedem Dia-
gramm verschwindet die radiale Wahrscheinlichkeitsstromdichte fiir ¢ = 7. Dies
ist auf den Effekt der Abwesenheit von Riickstreuung zuriickzufiihren, der stets
bei senkrechtem Einfall der Elektronenwelle auf ein beliebig geformtes Potenti-
al auftritt und auf die Erhaltung des Pseudospins ¢ zuriickzufiihren ist [8, 14].
In diesem Zusammenhang wurde bereits das Streuverhalten von Elektronen in
Graphen an ebenen Stufenpotentialen diskutiert, bei denen sich dieser auch als
Klein-Tunneln bezeichneter Effekt fiir senkrechten Einfall auf das Potential in
perfekter Transmission dufert und seine Ursache in der Existenz oszillierender
Wellenlosungen negativer Energie hat. Wir halten fest, dass die radiale Wahr-
scheinlichkeitsstromdichte stets einen Anteil in Vorwértsrichtung ¢ = 0 besitzen
wird. Weiter sehen wir, dass sich fiir den Fall A (Resonanz der r§’-Mode) ein
Stromdichteprofil mit der Vorzugsrichtung ¢ = 0 ausbildet, wéhrend sich im Fall
B (Resonanz der r5*-Mode) 3 Vorzugsrichtungen ¢ = 0 und ¢ = +3/27 aus-
bilden. Die Ausbildung dieser Vorzugsrichtungen lésst sich verstehen, wenn wir

annehmen, dass in den Féllen A und B lediglich die resonante Partialwelle |T;°‘fl|2
in j7tst () beriicksichtigt wird. Dann reduzieren sich die Gleichungen (4.22)-
(4.24) auf die einfache Form 77 () = 4/7kR - |rst|* [cos ((2m + 1) @) + 1], was
die Erkldrung fiir das charakteristische Profil in den Féllen A und B liefert. Wie

in Abbildung 5.3 zu sehen, liegt im Fall C keine alleinige Resonanz der Partial-
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Abbildung 5.8: Stationire radiale, fernfeldgendherte Wahrscheinlichkeitsstrom-
dichte der reflektierten Welle ;5! () fiir die Fille A, B, C und D mit V = 1
und r = R.

welle |r5f ? vor, da auch die Partialwelle st ? cinen entscheidenden Beitrag zur
Streueffizienz leistet. Die Interferenz beider Anteile sorgt schlieflich fiir die Ab-
weichung von dem zu erwartenden kosinusformigen Verlauf mit einer Ausbildung
von 5 Vorzugsrichtungen. Fiir die Winkelverteilung ;% () im Fall D, bei dem
die Energie des Elektrons im Vergleich zu den restlichen Féllen deutlich hoher ist,
erkennen wir eine ausgeprigte Streuung in Vorwartsrichtung, wéhrend die Streu-
ung in andere Raumbereiche vergleichsweise gering ausfillt. Wie wir in Abbildung
5.2 sehen konnen, ist dies auf die Interferenz mehrerer angeregter Partialwellen
zuriickzufiihren.

Um weitere Besonderheiten der Resonanzen zu untersuchen, betrachten wir die
Wahrscheinlichkeitsdichte p fiir die Falle A;B,C und D in Abbildung 5.9. Wir
sehen, dass im Resonanzfall (Fall A;B und C) eine starke Lokalisierung des Elek-
trons innerhalb des Quantenpunkts resultiert. Die resonante Anregung einzelner
Partialwellen hat offenbar quasi-gebundene Zusténde des Elektrons im Quan-
tenpunkt zur Folge, die sich entweder in einer Lokalisierung um r = 0 (Re-
sonanz der ri-Mode, Fall A) oder in Form einer Ringstruktur (Resonanz der
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Abbildung 5.9: Stationdre Wahrscheinlichkeitsdichte p™ (x,y) fiir die Fille A
(E =007, R=3),B (F =0.02813, R=4), C (F =0.1432, R = 6.25) und D
(EF'=2, R=8) mit V = 1. Der gelbe Kreis kennzeichnet den Quantenpunkt.

r{'-Mode, Fall B und C) dukern. Beriicksichtigen wir in Gleichung (4.47) le-
diglich die resonante Partialwelle 5 ergibt sich fiir r < R der einfache Aus-
druck p ~ [tt]? (Jim (qr)? + Tt (qR)Z), was in Verbindung mit Abbildung 3.3
die verschiedenen Formen der Wahrscheinlichkeitsdichte verstdndlich macht. Die
Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Fall D zeigt hingegen keine quasi-gebundenen
Zustande auf, da hier die Partialwellen miteinander interferieren und fiir eine Beu-
gung der einfallenden Elektronenwelle um den Quantenpunkt sorgen. Diese fiihrt
aukerdem zur Entstehung eines Schattenbereiches hinter dem Quantenpunkt, bei
dem das Elektron mit niedrigerer Wahrscheinlichkeit anzutreffen ist.

Als letztes untersuchen wir die Wahrscheinlichkeitsstromdichte 5% fiir die Falle
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Abbildung 5.10: Stationdre Wahrscheinlichkeitsstromdichte 75 (x,y) fiir die
Félle A (E = 0.07, R = 3) und B (F = 0.02813, R = 4) mit V' = 1. Der rote
Kreis kennzeichnet den Quantenpunkt.
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Abbildung 5.11: Verlauf der stationdren Wahrscheinlichkeitsstromdichtelinien
fir R=2, E = 0.1 und V = 1 bei alleiniger Beriicksichtigung der resonanten Par-
tialwelle |r5°|* (a) und bei Beriicksichtigung aller beteiligten Partialwellen (b). Die
Stromdichtelinien sind klassifiziert in Librationen (ungebundene Losungen), Ro-
tationen (gebundene Losungen) und der Separatrix, die die Grenzkurve zwischen
den beiden unterschiedlichen Losungstypen darstellt; der rote Kreis kennzeichnet
den Quantenpunkt.

A und B in Abbildung 5.10. Der senkrecht einfallende Anteil der Elektronenwelle
kann den Quantenpunkt ungehindert durchdringen, wobei dies wieder auf den Ef-
fekt der Abwesenheit von Riickstreuung zuriickzufiihren ist. Im Inneren des Quan-
tenpunkts erkennen wir starke Erhéhungen der Stromdichte und die Ausbildung
von Wirbelfeldern, die ihre Ursache in der resonanten Anregung einer Partialwelle
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5.2 Symmetrisch oszillierender Quantenpunkt

haben. Die Form der Wirbelstruktur korrespondiert dabei direkt mit dem Profil
der Winkelverteilung aus Abbildung 5.8: Fiir den Fall A (Resonanz der r§-Mode)
befindet sich das Wirbelzentrum bei ¢ = £7/2 und sorgt fiir die Streuung in Vor-
wiartsrichtung, wihrend sich im Fall B (Resonanz der r§*-Mode) die Wirbelzentren
bei p = +1/6,1/2,5/6 befinden und fiir die Ausbildung der drei Vorzugsrichtun-
gen ¢ = +0,2/3 verantwortlich sind. Im Wirbelzentrum selbst verschwindet die
Wahrscheinlichkeitsstromdichte. Bei alleiniger Berticksichtigung der resonanten
Partialwelle [¢t|* ermitteln wir ausgehend von der stationiren Wahrscheinlich-
keitsstromdichte 7 in den Gleichungen (4.14)-(4.18) mit V = 0 die Position des
I'ten Wirbelzentrums zu ¢, = (20 + 1) / (2m + 1) -7/2 mit [ = 0, ..., 2m. Wir kon-
nen das Stromdichteprofil und die Wirbel im Nahfeld weiter untersuchen, in dem
wir einzelne Wahrscheinlichkeitsstromdichtelinien verfolgen und in unterschiedli-
che Losungstypen klassifizieren. In Abbildung 5.11 ist der Verlauf der stationiren
Wahrscheinlichkeitsstromdichtelinien fiir R = 2, £ = 0.1 und V = 1 dargestellt.
Fiir diese Parameter-Wahl liegt eine Resonanz der rj’-Mode vor, wie man auch
der Abbildung 5.3 entnehmen kann. Im Bild (a) ist das Linienprofil bei alleiniger
Berticksichtigung der resonanten Partialwelle |rg 2 dargestellt. Wir erkennen die
unterschiedlichen Losungstypen der Librationen aufterhalb des Wirbels, der Rota-
tionen innerhalb des Wirbels und die Separatrix, die die Begrenzung des Wirbels
darstellt und zwischen den beiden Losungstypen unterscheidet. Im Bild (b) ist
das Linienprofil bei Beriicksichtigung aller beteiligten Partialwellen dargestellt.
Da nun neben der 75-Mode auch andere Partialwellen zur Stromdichte beitra-
gen, ist das Stromlinienbild im Gegensatz zum Bild (a) nicht mehr symmetrisch

zur y-Achse, wie sich anhand der Deformation der Losungstypen erkennen lésst.

5.2 Symmetrisch oszillierender Quantenpunkt

In diesem Abschnitt wollen wir das Streuverhalten des Elektrons an einem sym-
metrisch oszillierenden Quantenpunkt untersuchen. Dazu betrachten wir in Glei-
chung (2.19) nur den harmonischen Anteil Vcos (wt + &) der Schwingung, der von
der Kreisfrequenz w, dem Zeitparameter ¢t und der beliebigen Phasenverschiebung
0 abhéngt. Zudem wollen wir eine verschwindend kleine Energie E des einfallen-
den Elektrons annehmen, um eine noch héhere Symmetrie des Streuproblems zu
erreichen. In der folgenden Diskussion setzen wir daher £ = 1078 und V = 107°.
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5 Diskussion der Ergebnisse

Abbildung 5.12: Zeitgemittelte Streueffizienz Q(V, R) fiir w = 0.5 (links) und
w =1 (rechts) mit £ = 1078,V = 107°.

5.2.1 Streueffizienz und Resonanzstruktur

Grundlage unserer Untersuchungen stellt wieder die Streueffizienz () dar, die wir
in zeitgemittelter und nicht-zeitgemittelter Form geméf den Gleichungen (4.39)-
(4.41) vorliegen haben. Wir werden uns zunéchst auf die zeitgemittelte Streuef-
fizienz beschrinken und bemerken, dass in ) nach Gleichung (4.41) die Streuko-
effizienten lediglich in ihren Betragsquadraten erscheinen. Wie bereits erlautert
(sieche Abschnitt 3.4.1), wird dadurch die Abhéngigkeit der Phase § eliminiert.
In Abbildung 5.12 ist die zeitgemittelte Streueffizienz @ in Abhéngigkeit von V
und R fiir w = 0.5 (links) und w = 1 (rechts) dargestellt. Wir sehen, dass fur
V,R — 0 die Streueffizienz verschwindet, da dann das Elektron nicht mehr am
Quantenpunkt gestreut wird. Fiir endliche Werte von V > 0 bildet sich jedoch
eine Resonanzstruktur aus. Wihrend im stationéren Grenzfall V = 0 die Streu-
effizienz fiir £ — 0 verschwindet, finden wir hier aufgrund der Zeitabhingigkeit
des Quantenpunktes teilweise grofe Werte der Streueffizienz vor: Das einfallende
Elektron, welches zuvor eine verschwindend geringe Energie aufweist, wird durch
die Oszillation des Quantenpunktes auf héhere Energieniveaus in ganzzahligen
Vielfachen von nw gehoben, was letztlich zu der Ausbildung von groferen Wer-
ten der Streueffizienz fiihrt. Weiter erkennen wir im linken Bild fiir w = 0.5, dass
bei festem V die zeitgemittelte Streueffizienz eine Periodizitit in R aufweist, wo-
bei fiir bestimmte Werte von R starke Resonanzen auftreten kénnen, wahrend
fiir andere Werte von R die Streueflizienz sogar verschwindet. Im rechten Bild fiir
w = 1 ist diese periodische Struktur ebenfalls zu erkennen, wobei die Periode al-
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5.2 Symmetrisch oszillierender Quantenpunkt

lerdings halbiert ist. Offenbar hangt die Periode des oszillierenden Verhaltens von
Q (R) invers mit der Kreisfrequenz w zusammen. Zum besseren Verstindnis sind
in Abbildung 5.15 die Reflexionskoeffizienten |7“m=0,n=1|2 bis |7*m:0’n:5]2 in Abhan-
gigkeit von R dargestellt, siehe Bild (a). Dabei haben wir w = 1 und V = 2.32
festgelegt, da fiir diese Parameter in Abbildung 5.12 (a) eine starke Erhohung
der Streueffizienz vorzufinden ist. Wie in Abschnitt 3.4.2 erlautert, liegen bei der
Streuung am symmetrisch oszillierenden Quantenpunkt lediglich Reflexionskoef-
fizienten mit Drehimpulsquantenzahl m = 0 und Energiequantenzahlen n # 0
vor. Aukerdem gilt wegen der Symmetrie des Streuproblems |7,—0.n| = |"m=0.—nl,
weshalb in Abbildung 5.15 lediglich die Streukoeffizienten mit m = 0 und n > 0
dargestellt sind. Wir konnen der Abbildung 5.15 (a) entnehmen, dass das os-
zillierende Verhalten von Q (R) in Abbildung 5.12 direkt auf den periodischen
Verlauf der Reflexionskoeffizienten zuriickzufithren ist, wobei der Reflexionskoef-
fizient mit Energiequantenzahl n = 2 (rote Kurve) den dominierenden Beitrag
zur Streueffizienz leistet und in seiner Grofe mit steigendem R zunimmt. Wei-
terhin sehen wir, dass fiir R ~ nrm die Reflexionskoeffizienten gegen 0 gehen. In
Abbildung 5.12 (a) ist dies in Form einer starken Abschwéchung der Streueffizi-
enz zu erkennen. Diese Abschwéchung und die Periodizitéit des Verlaufs ldsst sich
folgendermafen erkléren: Durch die Oszillation des Quantenpunkts existieren in
den Wellenfunktionen, sowie auch in der Streueffizienz, Beitrage mit verschie-
denen Energieniveaus in Form ganzzahliger Vielfache von w. Fir w = 1 und
E =V = 0 liegen daher inner- und aufserhalb des Quantenpunkts quantisierte
Wellenzahlen ¢, = 27/, = n vor. Die Elektronenwelle interferiert innerhalb des
Quantenpunkts mit sich selbst und kann aufgrund der resonanten Anregung der
Partialwelle 7,,,—¢ >0 fiir eine Erhéhung der Streueffizienz sorgen. Fiir die Radien
R = km mit k£ = 1,2, 3... bilden sich jedoch unterhalb des Quantenpunktes ste-
hende Wellen aus und sorgen fiir das Verschwinden der Streueffizienz. Ein ganz
analoger Effekt tritt beim Tunneleffekt eines Elektrons in Graphen an ebenen Po-
tentialbarrieren auf, bei dem fiir bestimmte Abmessungen der Barriere stehende
Wellen in Form von Fabry-Pérot-Resonanzen entstehen konnen und zur perfekten
Transmission des Elektrons fithren [14]. Da das Verhiltnis V /w entscheidend fiir
die Anzahl der eingehenden Energieniveaus n ist (siche Abschnitt 3.3), wéchst
die Anzahl der in der reflektierten Wellenfunktion und Streueffizienz beteiligten
Energicanteile mit steigendem V. Dies hat das gleichzeitige Auftreten mehrerer
quantisierter Wellenzahlen ¢, und die Anregung von Partialwellen mit héherer
Energiequantenzahl n innerhalb der Quantenpunkts zur Folge. Da mit steigen-
der Wellenzahl die Wellenlénge des Elektrons sinkt, kann es daher fiir Radien
zwischen den Fabry-Pérot-Stellen RE"™" = kr/w und RET"=! = (k4 1)1 /w zu
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neuen stehenden Wellen der oberen Energiebeitrédge kommen. Bei der Beteiligung
von n Energieanteilen zur Streueffizienz entstehen so n — 1 Zwischenstellen mit
Abstand ARE = 7w/ (w-n), bei denen der Wert der Streueffizienz absinkt. Die
Folge ist, dass fiir grofere Werte von V' die resonante Anregung der Partialwelle
Tm=0n>0 i immer kleineren Absténden von R wahrgenommen wird, wéhrend zu
Beginn zwischen den Fabry-Pérot-Stellen lediglich eine resonante Anregung vor-
liegt, siehe dazu Abbildung 5.12 (links). Wir erkennen weiter durch den Vergleich
der beiden Bilder in Abbildung 5.12, dass fiir grofere Kreisfrequenzen w auch erst
fiir grokere V' die resonante Anregung der Partialwellen auftritt. Dies ist wieder
darauf zuriickzufiihren, dass das Verhéltnis V /w entscheidend fiir die Anzahl der
eingehenden Energieniveaus n ist und fiir V — 0 lediglich der veschwindend klei-
ne Partialwellenbeitrag r,,—,—o vorhanden ist. Wir stellen jedoch fest, dass die
maximalen Werte, die die zeitgemittelte Streueffizienz erreichen kann, fir w = 1
grofser sind als fiir w = 0.5. Der Grund hierfiir liegt in der Beschaffenheit des
Streuproblems: Im statischen Grenzfall w — 0 (siche Abschnitt 3.4) gehen die
Wellenfunktionen in die des stationiren Problems iiber. Da wir E = 10~% gesetzt
haben und fiir solch kleine Energien die stationdre Streueffizienz verschwindet
(sieche Abschnitt 5.1.1), erwarten wir umso kleinere Maxima der zeitgemittelten
Streueffizienz, je kleiner der Wert von w ist. Aus dem Gleichen Grund kénnen wir
festhalten, dass auch im quasistationéren Grenzfall w — oo (siche Abschnitt 3.4)
die Streueflizienz verschwindet, ohne dass dies in Abbildung 5.12 ersichtlich ist.

Zur weiteren Untersuchung ist in Abbildung 5.13 die zeitgemittelte Streueffizi-
enz in Abhingigkeit von w und V fiir R = 1.5 (links) und R = 2.75 (rechts)
mit £ = 1078, V = 107? dargestellt. Dabei wurde w nur bis zu einem unte-
ren Grenzwert aufgetragen, da fiir schr kleine Werte von w das Verhéltnis V Jw
sehr grof wird und schlieflich fiir die Streukoeffizienten keine Konvergenz mehr
erreicht werden konnte. Fiir kleine Werte von V oder groke Werte von w ver-
schwindet die zeitgemittelte Streueffizienz geméaft dem stationdren bzw. quasi-
statischen Grenzfall. Wir sehen auch, dass bei festem w die Streueffizienz mit
steigendem V zunéichst zunimmt, solange wir nicht eine Fabry-Pérot-Stelle be-
trachten. Die Ursache hierfiir liegt in der Zunahme der beteiligten Partialwellen
hoherer Energiequantenzahlen n. Im Bereich niedriger Kreisfrequenzen w unter-
halb der ersten Fabry-Pérot-Stelle konnen wir jedoch erkennen, dass die Zunahme
der Streueffizienz mit V nicht andauernd ist: Fiir einige Werte von V entstehen
Abschwéchungen und Verstarkungen in der Streueffizienz, die wieder durch die
Fabry-Pérot-Resonanzen einzelner Oberschwingungen zu erkléren sind. Diese Ab-
schwéchungen und Verstiarkungen treten dabei mit sinkendem w fiir immer klei-

nere Werte und in kleineren Abstinden von V auf. Die Ursache hierfiir ist das
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Abbildung 5.13: Zeitgemittelte Streueffizienz Q(w, V) fiir R = 1.5 (links) und
R = 2.75 (rechts) mit £ = 1078, V = 1077,

o
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Abbildung 5.14: Zeitgemittelte Streueffizienz @Q (w, R) fiir V =1 (links) und
V = 2.32 (rechts) mit £ =108, V = 107°.

Verhéltnis V Jw, dass bei Anregung einer bestimmten Anzahl an Energieniveaus
als anndhernd konstant zu betrachten ist (siche Abschnitt 3.3). In Abbildung 5.15
(b) ist zum Vergleich noch einmal der Verlauf der Reflexionskoeffizienten in Ab-
héngigkeit von V fiir R = 2.75 und w = 1 gezeigt, wobei die Wahl der Parameter
durch die in Abbildung 5.13 (b) markante Resonanz motiviert wurde.

Auch in Abbildung 5.14, in der die zeitgemittelte Streueffizienz in Abhéngig-
keit von R und w fiir V = 1 (links) und V = 2.32 (rechts) dargestellt ist,
zeigen sich die bereits diskutierten Effekte. Die Bedingung fiir die Fabry-Pérot-
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Abbildung 5.15: Reflexionskoeffizienten rm—o.nsol” (R) fiir V = 2.32, R=2.75
(a), |Fmeomso® (V) fir w = 1, R = 2.75 (b) und |rm_onso|” (w) fiir V = 2.32,
R =275 (c) mit E =105, V = 10~°.

Resonanz aller Partialwellenbeitriage ist Rw = const., was den typischen Verlauf
der Verstarkungs- und Abschwichungskurven der Streueffizienz erklart. Weiter
sehen wir, dass fiir w &~ 1 die auftretenden Resonanzen in der Streueffizienz am
grofsten sind, wihrend sie fiir grofsere oder kleinere Werte von w schwécher aus-
fallen. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass fiir w ~ 1 das Elektron durch den
Quantenpunkt am stéarksten gestreut wird, wihrend fiir grofere w der quasistati-
sche Grenzfall und fiir kleinere w der statische Grenzfall eintritt. Dieses Verhalten
wird auch durch die Abhéngigkeit der Reflexionskoeffizienten von w fiir V = 2.32
und R = 2.75 verdeutlicht, siche Abbildung 5.15 (c). Fiir grofere Werte von w
nahern wir uns dem quasistatischen Grenzfall, was dazu fiihrt, dass lediglich die
Partialwelle mit n = 1 einen entscheidenden Beitrag zur Streueffizienz leistet,
wahrend die restlichen Partialwellenbeitrage verschwindend klein sind.

Abschliefsend untersuchen wir das zeitabhéngige Verhalten der Streueffizienz, in-
dem wir den Zeitanteil Q) aus Gleichung (4.40) in der Streueffizienz beriicksichti-
gen. Es sei angemerkt, dass die zeitabhéngige Streueffizienz wegen 0Q) /0r # 0 eine
vom Ort r abhéngige Grofe ist, auch wenn wir die Grofen in Fernfeldndherung
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Abbildung 5.16: Links: Zeitabhingige Streueffizienz Q(V,r — t) fiir R = 2.75,
w=1mit £ =108 V = 107% und § = 0; die Zeitachsen sind in ganzzahligen
Vielfachen der halben Periode T/2 = 7 skaliert. Rechts: Zeitabhéingige Streuef-
fizienz Q (cos (r —t)) mit R = 2.75, w =1, V =232, E =108, V = 107 und
d=0fur (r—t¢) € [0,n] und (r —t) € [m, 27]

ausdriicken, siche Abschnitt 4.1.3. Der Grund hierfiir liegt in der endlichen Aus-
breitungsgeschwindigkeit des Elektrons und der der Potentialdnderungen durch
die es beeinflusst wird (¢ = vgp = 1): Wahrend bei = 0 das Potential instantan
auf die Elektronenwelle einwirkt, wird im Abstand r vom Zentrum des Quanten-
punktes diese Information erst zur Zeit ¢ durch das retardierte Potential U (r — t)
vermittelt. Aufgrund der Periodizitdt der Bewegung des Quantenpunktes erwar-
ten wir daher ein in r — ¢ periodisches Verhalten der Streueffizienz, das sich auch
anhand von Gleichung (4.40) erkennen lésst. In Abbildung 5.16 ist die zeitab-
héngige Streueffizienz @ (r — t) in Abhéingigkeit von V fiir R = 2.75, w = 1 mit
E =108V = 1079 dargestellt (links). Wir werden im Folgenden ohne Beschriin-
kung der Allgemeinheit die Phase § = 0 setzen, da diese lediglich eine konstante
raum-zeitliche Verschiebung in r» —¢ zur Folge hat. In Abbildung 5.16 ist im linken
Bild das erwartete periodische Verhalten in r — ¢ zu beobachten. Da sich die Pe-
riodizitat des Quantenpunktes direkt auf die Elektronenwelle auswirkt, erwarten
wir in der zeitabhingigen Streueffizienz die Periode von T' = 27/w. Wir lesen
jedoch in Abbildung 5.16 eine Periode von T' = 7 ab, also genau die Hélfte des er-
warteten Wertes. Der Grund hierfiir liegt in der Symmetrie der Streukoeffizienten
bzgl. der Energiequantenzahlen n (siche Abschnitt 3.4.2): Aufgrund der Symme-
trie des Streuproblems ist der Einfluss des Potentials auf die Zeitabhéngigkeit der
Streueffizienz fiir (r — t) € [0, 7] dieselbe wie fur (r — t) € [, 27], da in den jewei-
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ligen Halften der Periode dieselbe Bewegung des Potentials mit nur umgekehrten
Vorzeichen vorliegt. Die Umkehrung der Vorzeichen wirkt sich jedoch wegen der
Symmetrie der Wellenzahlen geméfs Gleichung (3.88) nicht auf die Streueffizienz
aus. Zum besseren Verstdndnis ist dieser Sachverhalt nochmals im rechten Bild
von Abbildung 5.16 verdeutlicht. Hier ist die zeitliche Verédnderung der Streuef-
fizienz in Abhéngigkeit von cos (r —t) fir R = 2.75, w = 1, V mit E = 1078,
V = 107? dargestellt und mit entsprechenden Zeitpfeilen gekennzeichnet. Wir
sehen, dass die Streueffizienz nach einer halben Periode (rote Kurve) dasselbe
oszillierende Verhalten aufweist wie zuvor (schwarze Kurve). Im Gegensatz dazu
kénnen wir feststellen, dass innerhalb einer halben Periode das Vorzeichen des
Potentials unterschiedliche Ergebnisse der Streueffizienz zur Folge hat, wie sich
beispielsweise anhand der schwarzen Kurve mit (r —t) € [0, 7] sehen l&sst.

5.2.2 Winkelverteilung und Nahfeld

Fiir die weitere Beschreibung des Streuverhaltens untersuchen wir die radia-
le, fernfeldgeniherte Wahrscheinlichkeitsstromdichte jf nach den Gleichungen
(4.22)-(4.24) und (4.27)-(4.29). In Abbildung 5.17 ist die zeitgemittelte Wahr-
scheinlichkeitsstromdichte j:°f () fiir die Parameter der starken Resonanz kurz
vor der ersten Fabry-Pérot-Stelle R = 2.75, w = 1, V = 2.32 jeweils in Abhén-
gigkeit von R, w und V fir £ = 1078, V = 107 dargestellt, siche die Bilder
(a)-(c). Allen Bildern kénnen wir entnehmen, dass das Elektron im Wesentlichen
eine Streuung in Vorwartsrichtung ¢ = 0 erfahrt. Dies war zu erwarten, da nach
Gleichung (3.93) nur die Partialwellen mit Drehimpulsquantenzahl m = 0 ange-
regt sind. Wie wir in Abschnitt 5.1.2 gesehen haben, bewirkt dies die Ausbildung
einer Vorzugsrichtung ¢ = 0. Da sich die Streueffizienz im Wesentlichen aus dem
Integral der radialen Wahrscheinlichkeitsstromdichte {iber den Raumwinkel ¢ er-
rechnet, siehe die Gleichungen (4.30) und (4.31), lassen sich die Bilder (a)-(c) aus
Abbildung 5.17 mit denen aus Abbildung 5.12-5.14, sowie der Darstellung der Re-
flexionskoeffizienten in Abbildung 5.15, in Einklang bringen. Selbiges gilt fiir die in
Abbildung 5.17 dargestellte zeitabhidngige Wahrscheinlichkeitsstromdichte (unten
rechts), die zu der in Abbildung 5.16 dargestellten Streueffizienz korrespondiert.
Die Besonderheiten der zeitabhéngigen Streuung des Elektrons zeigen sich auch
im Nahfeld des symmetrisch oszillierenden Quantenpunkts. In Abbildung 5.19 ist
die zeitabhéngige Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die erste halbe Periode ¢ € [0, 7]
von (1) bis (6) in Zeitschritten ¢ = 7/6 fiir die starke Resonanz kurz vor der
ersten Fabry-Pérot-Stelle R = 2.75, V = 2.32, w = 1 mit £ = 1078, V = 107°
und § = 0 dargestellt. Wir erkennen, dass zu Beginn (1) eine Lokalisierung des
Elektrons um r = 0 vorliegt, die sich in den néchsten Zeitschritten (2)-(4) in

66



5.2 Symmetrisch oszillierender Quantenpunkt

Abbildung 5.17: Zeitgemittelte radiale, fernfeldgendherte Wahrscheinlichkeits-

stromdichte der reflektierten Welle j'*f (p, R) fiir V = 2.32, w = 1 (a), j*(p, V)
fiir R = 2.75, w = 1 (b) und j*f (¢, w) fiir R = 2.75, V = 2.32 (c). Unten rechts:
Zeitabhangige radiale, fernfeldgendherte Wahrscheinlichkeitsstromdichte der re-

flektierten Welle 5™ (¢, r —t) fiir R = 2.75, V = 2.32, w = 1 und 6 = 0. In allen
Bildern ist £ = 1078, V = 107°.

eine ringformige Struktur, und schlieflich in den Zeitschritten (5) und (6) wieder
in eine Lokalisierung um r» = 0 umwandelt. In den darauf folgenden Zeitschrit-
ten beginnt der Prozess von Neuem. Bei genauerer Betrachtung von Abbildung
5.19 ist zu sehen, dass sich im Bereich kurz hinter dem Quantenpunkt durch die
Umwandlung der Ringstruktur eine typische Abstrahlcharakteristik mit Vorzugs-
richtung ¢ = 0 ausbildet, siche insbesondere Bild (4) und (5). Das einfallende
Elektron wird durch den oszillierenden Quantenpunkt eingefangen und schliefs-
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Abbildung 5.18: Zeitgemittelte Wahrscheinlichkeitsdichte p(x,y) (links) und
zeitgemittelte Wahrscheinlichkeitsstromdichte j (z,y) (rechts) fir R = 2.75,
V=232, w=1 E=10%und V = 107°. Der gelbe Kreis kennzeichnet den
Quantenpunkt.

lich in Vorwértsrichtung gestreut, wobei die Intensitdt mit grofserer Entfernung
vom Quantenpunkt abnimmt. Zwischen den einzelnen Fronten befindet sich ein
Schattenbereich, der, wie in Bild (4) deutlich zu sehen ist, durch den Ubergang
der Ringstruktur in die Lokalisierung um r = 0 entsteht. Wir hatten in Ab-
schnitt 4.2 gesehen, dass im Fernfeld die Wahrscheinlichkeitsdichte und die radiale
Wahrscheinlichkeitsstromdichte der gestreuten Welle {ibereinstimmen, siche Glei-
chung (4.26). Diese Abstrahlcharakteristik spiegelt somit direkt die zeitabhéngi-
ge, fernfeldgeniiherte Wahrscheinlichkeitsstromdichte j*°f (o, r — t) aus Abbildung
5.17 wieder. In Abbildung 5.18 ist die zeitgemittelte Wahrscheinlichkeitsdichte
fiir den betrachteten Fall dargestellt (links). Im zeitgemittelten Fall liegt eine
Lokalisierung des Elektrons um r = 0 vor, wie sich auch mit Gleichung (4.47)
zeigen ldsst: Bei alleiniger Berticksichtigung der resonanten Partialwelle ¢,,—¢
ergibt sich der einfache Ausdruck g = 322 |tyonl’ [J2 (qur) + J? (gur)], der
zusammen mit Abbildung 3.3 die Lokalisierung erklart, siche auch Abbildung 5.9
A. Die Auswertung der Partialwellenbeitrége t,,~0,-0 zeigt, dass diese bei der
Berechnung der Wahrscheinlichkeitsdichte keine Rolle spielen.

Abschliefsend untersuchen wir fiir dieselben Parameter wie auch bei der Wahr-
scheinlichkeitsdichte in Abbildung 5.19 die zeitabhangige Wahrscheinlichkeitsstrom-
dichte fiir die erste halbe Periode t € [0, 7] von (1) bis (6) in Zeitschritten ¢ = 7/6,
siehe Abbildung 5.20. Zu Beginn, siehe Bild (1), ist im Zentrum des Quanten-
punkts eine starke Erhohung der Wahrscheinlichkeitsstromdichte zu erkennen,

68



5.2 Symmetrisch oszillierender Quantenpunkt

die mit der Wahrscheinlichkeitsdichte des Elektrons um r = 0 aus korrespon-
diert. Des Weiteren erkennen wir eine fortlaufende Wirbelbildung am Rand des
Quantenpunkts, die fiir den in Abbildung 5.19 (1) auftretenden Schattenbereich
verantwortlich ist. In den Bildern (2) und (3) dringt ein Teil dieser Wirbelfront
in den Quantenpunkt ein und resultiert schliefslich in zwei einzelne Wirbel. Die-
ser Prozess sorgt letztlich fiir das Ausbildung der Ringstruktur in Abbildung 5.19
(3). Durch das einfallende Elektron werden schliefslich die beiden Wirbel zum
Rand des Quantenpunktes transportiert, bis sie eine weitere Wirbelfront mit
verschwindender Wahrscheinlichkeitsstromdichte ausbilden, wihrend zugleich die
Lokalisation um r = 0 zunimmt, siehe die Bilder (4)-(6). Der Abstrahlungsprozess
beginnt von Neuem. In Abbildung 5.18 ist die zeitgemittelte Wahrscheinlichkeits-
stromdichte fiir den betrachteten Fall dargestellt (rechts). In Einklang mit der
zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsdichte (links) zeigt sie das typische Stromlini-
enprofil einer Resonanz der 7,,—¢ ,-Mode auf, wie wir es auch schon in Abschnitt
5.1 vorgefunden haben, siche Abbildung 5.10.
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1 500 1100 1 500 1100

Abbildung 5.19: Zeitabhéingige Wahrscheinlichkeitsdichte p (z, y, t) fiir eine hal-
be Periode t € [0,7] von (1) bis (6) in Zeitschritten ¢; = ¢ - 7/6 fir R = 2.75,
V=232 w=1E=10"%V =102 und § = 0. Der gelbe Kreis kennzeichnet
den Quantenpunkt.
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5.3 Asymmetrisch oszillierender Quantenpunkt

Wir untersuchen nun das Streuverhalten des Elektrons an einem asymmetrisch
oszillierenden Quantenpunkt. Dazu werden wir neben dem harmonischen Anteil
in Gleichung (2.19) das konstante Potential V' berticksichtigen und endliche Wer-
te der Energie E des Elektrons zulassen. Da unser Interesse hauptséchlich den
Modifikationen der Resonanzstrukturen des stationéiren Grenzfalls V' = 0 (siche
Abschnitt 5.1) gilt, setzen wir im Folgenden V' = 1.

5.3.1 Streueffizienz und Resonanzstruktur

Zunachst untersuchen wir die zeitgemittelte und nicht-zeitgemittelte Streuefhi-
zienz gemif den Gleichungen (4.39)-(4.41), um uns einen Uberblick iiber die
auftretenden Streueffekte zu verschaffen. Dazu betrachten wir als erstes die Mo-
difikation der Resonanzen infolge der Erhéhung von V. In Abbildung 5.21 ist die
zeitgemittelte Streueffizienz Q(V, R) fiir w = 0.75 (links) und w = 1.5 (rechts) fiir
E =0.1, V = 1 dargestellt. Fiir V = 0 ergeben sich mit Ausnahme der Resonanz
der Partialwelle mit m = 2 (begrenzte Auflosung) die Resonanzen, wie sie auch
in Abbildung 5.2 auftreten. In der Ndhe von R = 3.5 beginnt ein Schattenbereich,
der auf die erste Fabry-Pérot-Resonanz der Energie Fy = E mit der Fabry-Pérot-
Stelle RE—""=" = 75 zuriickzufiihren ist. Fiir Werte V > 0 beobachten wir
eine Verbreiterung und anschliefende Aufspaltung der Resonanzen der Partial-

wellen mit m = 0 (R ~ 3 und R ~ 6.5), wihrend die Resonanz der Partialwelle
mit m = 1 (R ~ 4.5) lediglich verbreitert und abgeschwécht wird. Daraus kén-
nen wir schlieRen, dass fiir groRer werdende Werte von V die Partialwellen mit
m = 0 den dominierenden Beitrag zur Streueffizienz leisten. Die entstehende Re-
sonanzstruktur ahnelt stark die der aus Abbildung 5.12, siehe Abschnitt 5.2.1. Die
dort auftretende Struktur konnten wir mit den hinzukommenden Fabry-Pérot-
Resonanzen der hoheren Energieniveaus erkldren.  Auch die hier auftretende
Resonanzstruktur lisst sich auf die mit wachsendem V hinzukommenden Fabry-
Pérot-Resonanzen mit den Fabry-Pérot-Stellen RY™ = kr /o, (E +nw — V) zu-
riickfiihren, wobei jedoch wegen V' = 1 und E = 0.1 keine symmetrische Anregung
von Energieniveaus vorliegt. Die Folge ist, dass bei den Fabry-Pérot-Stellen Rlli’"
die Streueffizienz nicht génzlich verschwindet, da andere Energieniveaus [ # n
nicht an der betrachteten Fabry-Pérot-Resonanz beteiligt sind und einen nicht-
verschwindenden Beitrag zur Streueffizienz leisten. Die Fabry-Pérot-Stellen des
ersten angeregten Energieniveaus sind Ry~ "~ = kr/a), (E+w—V) ~ 1.9k
und kénnen der Abbildung bei V & 1 fiir k = 1,2, 3 entnommen werden. Sie sind

unter anderem verantwortlich fiir die Aufspaltung der Resonanzen. Wie wir in
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Q =

Abbildung 5.21: Zeitgemittelte Streueffizienz Q(V, R) fiir w = 0.75 (links) und
w = 1.5 (rechts) mit £ =0.1, V = 1.

Abbildung 5.21 (rechts) sehen konnen, treten fiir grofere Werte von w die Fabry-
Pérot-Resonanzen hiherer Energieniveaus erst fiir grofere Werte von V ein, so
wie es zu erwarten ist. Wir erkennen neben der Aufspaltung der ersten Resonanz
das Hinzukommen weiterer Fabry-Pérot-Resonanzen fiir kleinere Werte von R,
die wir im Fall w = 0.75 nicht beobachten. Dies liegt daran, dass fiir w = 1.5 die
Fabry-Pérot-Stellen des ersten angeregten Energieniveaus Rfi":l ~ 1.26-k lauten.
Die erste auftretende Fabry-Pérot-Stelle mit £ = 1 liegt bei einem so kleinen Wert
von R, dass sie nicht fiir die Aufspaltung der ersten Resonanz verantwortlich sein
kann und fithrt schliefslich auf die neu hinzukommende Resonanzstruktur.

Zur weiteren Untersuchung ist in Abbildung 5.22 die zeitgemittelte Streueffizienz
Q(V,E) fir w = 0.5 (links) und w = 1.25 (rechts) mit R = 7.75 und V = 1
dargestellt. Fiir V = 0 ergibt sich ein Verlauf der Streueffizienz, wie wir ihn auch
in Abbildung 5.3 vorfinden, wobei die Resonanz der Partialwelle m = 3 wegen der
begrenzten Auflosung nur ansatzweise zu erkennen ist. Wir sehen, dass fir V > 0
die Resonanzen stark verbreitern, da eine Anregung von Partialwellen héherer
Energieniveaus erfolgt, die mit der resonanten Partialwelle interferieren. Diese
Interferenz tritt dabei fiir umso groRere Werte von V ein, je grofer w ist, wie sich
durch den Vergleich der beiden dargestellten Félle erkennen lasst. Wahrend fiir
V = 0 die Streueffizienz fir E — 0 verschwindet, kann fiir V > 0 aufgrund der
Anregung héherer Energieniveaus eine endliche Streueffizienz Q > 0 resultieren.
Diese zeigt ein periodisches Verhalten in E auf, wobei die Periode in V um so
grofer ist, je grofer w gewdhlt wird. Um dieses Verhalten besser zu verstehen,
sind in Abbildung 5.22 die Reflexionskoeffizienten |r,,—o.,|* (V) fiir die ersten an-
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Abbildung 5.22: Oben: Zeitgemittelte Streueffizienz Q(V, F) fiir w = 0.5 (links)
und w = 1.25 (rechts) mit R = 7.75, V' = 1. Unten: Reflexionskoeffizienten

[Pm=on|” ( ) fiir |n| = 1,2 (links) und |n| = 3,4 (rechts) mit £ = 107°, R = 7.75,
V=1 w=0.5.

geregten Energieniveaus mit £ = 107°, R = 7.75, V = 1, w = 0.5 dargestellt.
Der Reflexionskoeffizient |ry,—on—o|” ist nicht aufgefiihrt, da dieser fir E — 0
verschwindet. Des Weiteren sind nur die Reflexionskoeffizienten fiir m = 0 dar-
gestellt, da die Beitrdge mit m # 0 verschwindend gering sind. Wir sehen, dass
die Reflexionskoeffizienten nach einem anfanglichen Ansteigen in eine periodische
Oszillation mit abklingender Amplitude iibergehen, wobei die Reflexionskoeffizi-
enten hoherer Energieniveaus erst fiir grokere Werte von V einsetzen. Wir kénnen
die Ausbildung der Maxima in der Streueffizienz fiir £ — 0 auf die Dominanz
einzelner Streukoeffizienten zuriickfithren (siehe die Kurven mit n = 2, —2,4),
deren Uberlagerung den periodischen Verlauf der Streueffizienz erklirt. Fiir die
Reflexionskoeffizienten hoherer Energieniveaus sind dabei im Vergleich zu den
Reflexionskoeffizienten niedrigerer Energieniveaus hohere Werte zu erwarten, da
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Abbildung 5.23: Oben: Zeitabhéngige Streueffizienz @ (r — t, R) fiir w = 0.75
(links) und w = 10 (rechts) mit £ = 0.1, V =1, V = 1, § = 0. Unten: Refle-
xionskoeffizienten |7y, ,|* (R) fiir m = 0 (links) und m = 1 (rechts) mit w = 10,
E=01,V=1V=1.

gemif Gleichung (4.41) der Vorfaktor 1/k, den Beitrag der Streukoeffizienten
abschwiécht (Vgl. Kurven mit n = 2 und n = 4).

Als Néchstes wollen wir das Streuverhalten des Elektrons mit Hilfe der zeitab-
héngigen Streueffizienz fiir ein ausgewihltes Beispiel untersuchen. Dazu ist in
Abbildung 5.23 Q (r —t,R) fir w = 0.75 (oben links) mit £ = 0.1, V = 1,
V =1 und § = 0 dargestellt. Dieser Fall korrespondiert zu der zeitgemittelten
Streueffizienz aus Abbildung 5.21 fir V = 1, fiir die wir durch die Anregung des

ersten angeregten Energieniveaus eine Aufspaltung der Resonanzen beobachten.

Die Aufspaltung der Resonanz mit m 0 schlégt sich in der zeitabhidngigen
Streueffizienz in Form einer Oszillation nieder, die periodisch mit 7' = 27 /w wie-
derkehrt. Die Resonanz der Partialwelle mit m = 1 (R ~ 4.5) ist fir V = 1
stark verbreitert und abgeschwacht. Wir wollen zum Vergleich noch die zeitab-

héngige Streueffizienz fiir w = 10 diskutieren, siehe Abbildung 5.23 (oben rechts).
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Da fiir w = 10 der Quotient f//w klein wird, erwarten wir den Ubergang zum
quasistatischen Grenzfall. Die zeitabhéngige Streueffizienz sollte demnach die Re-
sonanzstruktur des stationdren Grenzfalls V = 0 aufweisen. Die Abbildung zeigt
das erwartete Verhalten auf, wobei jedoch leichte Modifikationen zu erkennen
sind. Um diese Modifikationen zu verstehen, sind in Abbildung 5.23 die zuge-
hérigen Reflexionskoeffizienten |r,, ,|* (R) fiir m = 0 (unten links) und m = 1
(unten rechts) dargestellt. Wegen der Wahl von w sind die Reflexionskoeffizi-
enten der Energieniveaus |n| > 1 verschwindend klein und daher nicht aufge-
fiihrt. Wir sehen, dass die Reflexionskoeffizienten zum Energieniveau n = 0 die
fiir die Resonanz typische Form einer Lorentz-Kurve aufweisen und ihren ma-
ximalen Wert 1 an der Resonanzstelle fast erreichen. Sie leisten den dominie-
renden Beitrag zur Streueffizienz und sorgen fiir die Ausbildung der Resonanz-
struktur des stationdren Grenzfalls. Die Reflexionskoeffizienten des ersten ange-
regten Energieniveaus |n| = 1 flihren lediglich zu leichten Abweichungen in der
Streueffizienz, da der Vorfaktor 1/k; in Gleichung (4.41) den Beitrag der Streu-
koeffizienten stark abschwécht. Wir erkennen fiir m = 0 Oszillationen in den
Reflexionskoeffizienten fiir [n| = 1, deren Maxima und Minima einen konstan-
ten Abstand ARJ=! zueinander besitzen. Die Ursache hierfiir sind Fabry-Pérot-
Resonanzen, die in kleinen Abstinden ARP=! auftreten, da wegen des hohen
Wertes von w die Wellenldngen der angeregten Zustidnde klein sind. Die erste
Fabry-Pérot-Resonanz tritt dabei fiir den Reflexionskoeffizient mit n = —1 auf,
da REZV ="M =7/ (V-—E+4w)~ 0288 < R =71/ (E+w—V) = 0.35.

Abschliefsend wollen wir die Modifikation der Resonanzstruktur des stationdren
Grenzfalls bei Variation der Kreisfrequenz w untersuchen. Dazu ist in Abbildung
5.24 die zeitgemittelte Streueffizienz Q (w, R) (oben links) mit £ = 0.0629 und
Q (w, E) (oben rechts) mit R = 7.75 fiir V = 0.75, V = 1 dargestellt. Wir erken-
nen fiir grofsere Werte von w bei R =~ 7.75 bzw. E ~ 0.0629 eine starke Erhéhung
der Streueffizienz. Diese Erhohung ist im quasistatischen Grenzfall w — oo auf
die Resonanz der Partialwelle mit m = 1 zuriickzufiihren, siehe auch Abbildung
5.3. Fiir endliche Werte von w treten jedoch Oszillationen in R bzw. E auf, die
mit sinkendem w immer stéirker werden. Die Erklarung hierfiir liefern uns die
Reflexionskoeffizienten |rp—1,|* (w), die in Abbildung 5.24 fiir w € [1,2] (unten
links) und w € [3,4] (unten rechts) mit R = 7.75, E = 0.0629, V =1, V = 0.75
dargestellt sind. Der Vergleich der Kurven zeigt, dass die Reflexionskoeffizien-
ten des ersten angeregten Energieniveaus |n| = 1 den wesentlichen Beitrag zur
Streueffizienz leisten. Sie zeigen einen periodischen Verlauf auf, wobei die Maxima
und Minima einen festen Abstand Aw zueinander einnehmen. Das Auftreten der
Minima hat stehende Wellen als Ursache, sodass sich der Abstand Aw iiber die
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Abbildung 5.24: Oben: Zeitgemittelte Streueffizienz Q (w, R) (links) fiir £ =
0.0629 und Q (w, F) (rechts) fiir R = 7.75 mit V = 0.75, V = 1. Unten: Refle-
xionskoeffizienten |rp,—1 .| (w) fir w € [1,2] (links) und w € [3,4] (rechts) mit
R=17.75 E=0.0629,V =1,V = 0.75.

Bedingung einer Fabry-Pérot-Resonanz bestimmen lisst zu Aw = £ =~ 0.405. Die
Fabry-Pérot-Stellen sind fiir n = 1 und n = —1 jedoch verschleden, sodass die
Kurven gegeneinander verschoben sind. Diese Verschiebung ist gerade so grofs,
dass die durch Uberlagerung der Kurven mit n = 1 und n = —1 entstehenden
Knotenpunkte etwa den Abstand Aw/2 zueinander besitzen. Die Dominanz des
Reflexionskoeffizienten mit n = 1 sorgt nun fiir eine Verschiebung der Resonanz
in Richtung positiver Radien bzw. negativer Energien, wihrend die Dominanz des
Energieniveaus n = —1 den umgekehrten Effekt hat. So entsteht die in der Streu-
effizienz auftretende Oszillation, die wegen der Verschiebung der Kurven n = 1
und 7 = —1 um etwa Aw/2 eine gerade Form besitzt. Die Verschiebung der
Resonanz ist umso grofer, je grofer der Einfluss der Reflexionskoeffizienten ist.
Unter Berticksichtigung des Vorfaktors 1/k,, in Gleichung (4.41) stellen wir fest,
dass der Einfluss der Reflexionskoeffizienten im Bereich w € [1,2] grofer ist als
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5 Diskussion der Ergebnisse

in w € [3,4]. Dies ist die Ursache fiir die Verstiarkung der Oszillation fiir kleinere
Werte von w. Wir erkennen weiter, dass im Bereich w € [1,2] der Einfluss des
Reflexionskoeffizienten mit n = —2 grofter wird, was die Verbiegung der Oszilla-
tion in () in Richtung negativer Radien bzw. positiver Energien erklirt. Fiir sehr
kleine Werte von w werden weitere Energieniveaus verschiedener Partialwellen

angeregt, die zum Verschwinden der Resonanz fiihren.

5.3.2 Winkelverteilung

Fiir die weitere Beschreibung des Streuverhaltens untersuchen wir die radia-
le, fernfeldgeniherte Wahrscheinlichkeitsstromdichte ;' nach den Gleichungen
(4.27)-(4.29). Wir betrachten zunéchst die Modifikation der Winkelverteilung des
stationdren Grenzfalls durch die Variation von V. Dazu ist in Abbildung 5.25
7*(p, V) fiir w = 0.3 (oben links) und w = 1.5 (oben rechts) mit £ = 0.0629,
R = 7.75, V = 1 dargestellt. Die Abbildungen korrespondieren zu der in Ab-
bildung 5.22 dargestellten Streueffizienz mit £ = 0.069. Obwohl wir dort ande-
re Werte fiir w verwendet haben, konnen wir einen qualitativen Vergleich bei-
der Abbildungen vornehmen. Fiir V = 0 weist die Streueffizienz eine Erhéhung
auf, die auf die Resonanz der Partialwelle mit Drehimpulsquantenzahl m = 1

zuriickzufiihren ist, siehe auch Abbildung 5.2. Dementsprechend finden wir fiir

ref

It (p, V = 0) die typische Winkelverteilung mit der Ausbildung von drei Vorzugs-
richtungen vor. Fiir Werte V > 0 werden Partialwellen hoherer Energieniveaus
angeregt, wobei die Interferenz der Partialwellen zu einer Abschwéchung der Re-
sonanz fiihrt. Die Folge ist die Auflosung der entsprechenden Winkelverteilung,
die schlieflich das Profil einer Resonanz der Partialwelle m = 0 mit Vorzugs-
richtung ¢ = 0 annimmt. Dieser Ubergang tritt dabei fiir umso kleinere Werte
von V. auf, je kleiner w gewéhlt wird. Wir sehen fiir den Fall w = 1.5 eine peri-
odische Erhchung der Wahrscheinlichkeitsstromdichte, die mit der periodischen
Erhohung der Streueffizienz in Abbildung 5.22 in Verbindung gebracht werden
kann. Zum besseren Verstandnis sind in Abbildung 5.25 die zugehorigen Reflexi-
onskoeffizienten |y, ,|* (V) mit m = 0 (unten links) und m = 1 (unten rechts)
dargestellt. Der Ubersichtlichkeit wegen sind fiir m = 0 nur die Reflexionsko-
effizienten der ersten angeregten Energieniveaus |n| < 2 aufgefithrt. Wir sehen,
dass fiir V = 0 die Resonanzbedingung \rmzlgn:0|2 = 1 erfillt ist, wahrend die
Reflexionskoeffizienten hoherer Energieniveaus |n| > 0 verschwinden. Fiir Wer-
te V > 0 werden hohere Energieniveaus angeregt, wobei dies vorrangig fiir die
Partialwellen mit m = 0 geschieht, wéhrend die Reflexionskoeffizienten 7,,—; ,
fiir grokere Werte von V' verschwindend klein sind. Dies erklart die Ausbildung
der Winkelverteilung fiir V' > 0. Die periodischen Erhéhungen in der Winkel-
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Abbildung 5.25: Oben: Zeitgemittelte radiale, fernfeldgenéherte Wahrschein-
lichkeitsstromdichte der reflektierten Welle j(p, V) fiir w = 0.3 (links) und
w = 1.5 (rechts) mit £ = 0.0629, R = 7.75, V = 1. Unten: Reflexionskoeffizien-
ten |rpm.p|” (V) fiir m = 0 (links) und m = 1 (rechts) mit R = 7.75, E = 0.0629,
V=1 w=03.

verteilung sind auf den periodischen Verlauf der Reflexionskoeffizienten |rp,—o |
zurlickzufiihren. Diese Oszillation geht zunehmend in einen homogenen Verlauf
{iber, da fiir steigende Werte von V stetig mehr Reflexionskoeffizienten héherer
Energieniveaus hinzukommen und sich in ihrer Amplitude angleichen.

Abschliefsend wollen wir die Modifikation der Winkelverteilung des stationéren
Grenzfalls bei Variation von w untersuchen. Dazu ist in Abbildung 5.26 die zeit-
gemittelte radiale Wahrscheinlichkeitsstromdichte ;' (p,w) mit V' = 0.1 (oben
links) und V = 0.5 (oben rechts) fiir F = 0.0283, R = 4, V = 1 dargestellt. Im
quasistatischen Grenzfall w — oo ergibt sich die Winkelverteilung einer Resonanz
der Partialwelle mit m = 1, siehe auch Abbildung 5.3. Fiir endliche Werte von
w treten jedoch Oszillationen auf, die fiir umso grofere Werte von w eintreten,
je groker der Wert von V ist. Das Auftreten der Oszillationen und ihre Ursache
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Abbildung 5.26: Oben: Zeitgemittelte radiale, fernfeldgendherte Wahrschein-
lichkeitsstromdichte der reflektierten Welle j*f (p,w) fiir V = 0.1 (links) und

V = 0.5 (rechts) mit £ =0.0283, R=4, V = 1.

wurde bereits anhand der zeitgemittelten Streueffizienz aus Abbildung 5.24 dis-
kutiert. Wir sehen weiter, dass fiir sehr kleine Werte von w die Winkelverteilung
im Fall V = 0.1 noch das charakteristische Profil einer Partialwellen-Resonanz
mit m = 1 aufzeigt, wihrend dies fir V = 0.75 nicht mehr der Fall ist. Die
durch den Ubergang zum statischen Grenzfall auftretenden Abweichungen von
der Resonanzstruktur des quasistatischen Grenzfalls sind offenbar umso grofer,
je groker der Wert von V ist. Eine Erklirung hierfiir liefert Abschnitt 5.3.3, in
der die zeitgemittelten Streugréfen fiir w — 0 ausgewertet werden.

5.3.3 Adiabatischer Grenzfall

Wie schon in Abschnitt 3.3 erldutert, wurden in einigen Abbildungen die zeitge-
mittelten Streugréfien nur bis zu einem unteren Grenzwert der Kreisfrequenz w
dargestellt, da fiir zu grofe Werte von V /w keine numerische Konvergenz in den
Streukoeffizienten erreicht werden konnte. Es stellt sich daher die Frage, wie sich
die Streugrofen fiir den Grenziibergang w — 0 verhalten.

Wir hatten in Abschnitt 3.4 gesehen, dass im statischen Grenzfall w = 0 die
Wellenfunktionen in die des stationéiren Grenzfalls V = 0 iibergehen. Unter Ver-
wendung dieser Wellenfunktionen erhalten wir schlieflich fiir die Streueffizienz
den stationéren Ausdruck nach Gleichung (4.38), fiir den es wegen der fehlenden
Zeitabhangigkeit unwesentlich ist, ob eine Zeitmittelung durchgefiihrt wird oder
nicht. Anders verhélt es sich, wenn wir erst eine Zeitmittelung der Streueffizienz
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vornehmen und anschliekend den Grenziibergang w — 0 durchfithren. Dies ist
darauf zuriickzufiihren, dass die Grenzwert- und Integralbildung im Allgemeinen
nicht vertauschbar sind:

t+T t+T

lim % / Q1) dt # / lim Q (1) d. (5.12)

Wir halten also fest, dass

Qw—0)#Q", (5.13)

wobei dies damit einhergeht, dass im statischen Grenzfall w — 0 nicht die sta-
tiondren Streukoeffizienten reproduziert werden (siehe Abschnitt 3.4). Die Streu-
ung des Elektrons am oszillierenden Quantenpunkt kann als ein adiabatischer
Prozess verstanden werden, bei dem wegen w — 0 die Streuvorgénge so ab-
laufen, als wenn zu jedem Zeitpunkt ¢ = ¢y ein statischer Quantenpunkt mit
U =V + V cos (wty + 6) vorliegt. Zur Berechnung von @ (w — 0) miissen dem-
nach alle Beitriage Q" () iiber eine Periode ¢ € [0,7] mit T'— oo beriicksichtigt
werden. Wir konnen also schreiben

. V4V
Qo= [ @ w (5.14)
V-V

Zur Uberpriifung dieses Resultats ist in Abbildung 5.27 die zeitgemittelte Streu-
effizienz Q (R,w) fir E = 0.1, V = 1, V = 2 bis zu einem unteren Grenzwert
w = 0.15 (oben links) und die zeitgemittelte Streueffizienz fiir w = 0.15 so-
wie im adiabatischen Grenzfall Q (w — 0, R) nach Gleichung (5.14) (oben rechts)
dargestellt. Wir sehen, dass mit sinkendem w durch die Anregung hoéherer En-
ergieniveaus die Resonanz der ro-Mode des stationdren Grenzfalls aufweicht, bis
in der zeitgemittelten Streueffizienz ab w < 1 ein neue Struktur entsteht. Diese
ist im Wesentlichen durch drei starke Erhohungen ausgezeichnet, die mit weiter
sinkendem w zu kleineren Werten von R wandern, in ihrer Breite abnehmen und
grofere Werte von () aufweisen. Dieser Verlauf stimmt qualitativ mit dem Verlauf
der Streueffizienz fiir w — 0 nach Gleichung (5.14) tiberein, siche Abbildung 5.27
oben rechts. Die Resonanzen wurden weiter verstarkt, in ihrer Breite vermindert
und sind zu kleineren Werten von R gewandert. Zu sehen sind noch weitere, stark
ausgepragte Resonanzen, die vorher nicht vorhanden waren. Um den Kurvenver-
lauf und das Auftreten der Resonanzen zu verstehen, sind in Abbildung 5.27 die

81



5 Diskussion der Ergebnisse

Q

3
— T y T T T y T —]
2.5 1oL —0—>0||
r — =0.15
I 0 |
2 ol
3 1o | ]
15 o
3_
0.5 I ]
% T2 3 4 5
0.15

0051152253354455 R

st 2
I
| 0 05 1 |r1

Iro
3

25

0.5

-0.5

Abbildung 5.27: Oben links: Zeitgemittelte Streueffizienz Q (R, w) fiir £ = 0.1,
V =1 und V = 2. Oben rechts: Zeitgemittelte Streueffizienz Q (R) fiir w = 0.15
(rot) und im adiabatischen Grenzfall w — 0 nach Gleichung (5.14) (schwarz) mit
E=0.1,V =1und V = 2; eingezeichnet sind die Reflexionskoeffizienten, die fiir
die entsprechende Resonanz verantwortlich sind. Unten: Stationére Reflexionsko-
effizienten |t (R, V)|> mit m = 0 (links) und m = 1 (rechts) fir £ = 0.1.

ersten beiden stationiéiren Reflexionskoeffizienten |t (R, V)|* mit m = 0 (unten
links) und m = 1 (unten rechts) fiir £ = 0.1 dargestellt. Die Kurvenverlaufe der
Reflexionskoeffizienten folgen der Bedingung V' R = const., die mit der Gleichung
zur Lokalisierung der Resonanzstellen (5.5) zu erkldren ist. Da sich die stationére
Streueffizienz in Gleichung (5.14) geméfs Gleichung (4.38) aus den Reflexionsko-
effizienten zusammensetzt, ist eine eindeutige Zuordnung der auftretenden Re-
sonanzen in Q (w — 0, R) mit dem Verlauf der Reflexionskoeffizienten moglich.
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Einige Resonanzen riihren dabei von Partialwellen mit Drehimpulsquantenzahlen
m > 1 her, die der Ubersichtlichkeit wegen nicht aufgefiihrt sind.

Um das Verhalten der Streueffizienz im adiabatischen Grenzfall weiter zu untersu-
chen, ist in Abbildung 5.28 die stationire Streueflizienz Q' (E, V) fir R = 6.25 der
Streueffizienz @ (E) in Abhingigkeit von V 4 V cos ((r — t)w 4 6) mit R = 6.25,
V =0.66,V = 0.04, w = 0.00333 und § = —7 gegeniibergestellt. Im adiabatischen
Grenzfall erwarten wir, dass fiir die Phase ro — to die zeitabhéngige Streueffizienz
den Wert der stationsren Streueffizienz fiir V + V cos ((rg — to) w + 6) aufweist.
Daher wurde die Phase (r —t) € [0,T] gewihlt, um einen Vergleich der beiden
Streueffizienzen anstellen zu kénnen. Das linke Bild entspricht einem Ausschnitt
von Abbildung 5.4, in dem die Resonanz der r1-Mode als schmale Linie zu erken-
nen ist, wahrend der homogene Bereich die Resonanz der ro-Mode représentiert.
Die Resonanzstruktur der zeitabhéngigen Streueffizienz weist wie erwartet ein
qualitativ dhnliches Verhalten auf, wobei jedoch wegen w > 0 eine Modifikati-
on der ri-Mode entsteht. Um das Auftreten der Nebenresonanzen zu verstehen,
sind in Abbildung 5.28 die zugehorigen Reflexionskoeffizienten |r,—1 ,, (F)|” fiir die
Energiequantenzahlen n = 0,1, —1 und n = 0,2, —2 dargestellt (mittlere Bilder).
Wir sehen, dass neben dem Energieniveau n = 0 auch Reflexionskoeffizienten ho-
herer Energieniveaus einen entscheidenden Beitrag zur Streueffizienz leisten, da w
sehr klein gewéhlt wurde. Im adiabatischen Grenzfall werden alle Energieniveaus
n € [—oo, 00] gleichermafen beteiligt sein, da dann der Quotient V /w divergiert.
Die Kurven weisen ein oszillierendes Verhalten auf. Wir stellen dabei fest, dass die
Maxima und Minima der einzelnen Kurven in einem bestimmten Energiebereich
am groften sind und zudem einen konstanten Abstand zueinander besitzen. Nach
Ablesen konnen wir diesen Abstand zu AE = w bestimmen. Weiter stellt sich her-
aus, dass die Kurven zu entgegengesetzten Energieniveaus n <+ —n ein qualitativ
ahnlichen Verlauf zeigen und gegeneinander um AE™ ~ nw verschoben sind,
wobei jedoch kleine Abweichungen zu kleineren Werten der Energie auftreten.
Diese Abweichungen sind umso grofer, je grofer das betrachtete Energieniveau
|n| ist. Zum besseren Versténdnis sind in Abbildung 5.28 die Reflexionskoeffizien-
ten |Fp_1n (E)|” fiir die Werte V = 0.08, w = 0.00666 dargestellt (untere Bilder).
Da der Quotient f// w gleich geblieben ist, ist etwa die gleiche Anzahl an Ener-
gieniveaus im gleichen Ausmaf an der Ausbildung der Resonanzen beteiligt. Wir
konnen den oben beschriebenen Verlauf der Reflexionskoeffizienten auch in die-
sem Fall wiederfinden. Durch die Verdopplung der Kreisfrequenz wurde jedoch
der Abstand der Maxima und Minima einer Kurve, sowie die Verschiebung der
Reflexionskoeffizienten entgegengesetzter Energieniveaus verdoppelt. Aufserdem

ist der dominante Bereich der Reflexionskoeffizienten im Vergleich zu den oben
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5 Diskussion der Ergebnisse
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Abbildung 5.28: Oben: Stationire Streueffizienz @ (V, E) (links) und zeitab-
héngige Streueffizienz @Q (E) in Abhéngigkeit von V 4 V cos ((r — ) w + ) mit
6 = —n (rechts) fiir R = 6.25. Mitte: Reflexionskoeffizienten |ry,—1., (E)|* fiir En-
ergiequantenzahlen n = 0,1, —1 (links) und n = 0,2, —2 (rechts) mit R = 6.25,
V =0.66, V = 0.04 und w = 0.00333. Unten: Reflexionskoeffizienten [r,,,—y ,, (E)|*
fir Energiequantenzahlen n = 0,1,—1 (links) und n = 0,2,—2 (rechts) mit
R =6.25,V =0.66, V = 0.08 und w = 0.00666.

betrachteten Fall zu hoheren Energien verschoben, da ein groferer Wert fiir V'
vorliegt. Die Verschiebung der Resonanzkurven entgegengesetzter Energieniveaus
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5.3 Asymmetrisch oszillierender Quantenpunkt

kénnen wir mit Hilfe der Gleichung zur Lokalisierung der Resonanzstellen (5.5)
verstehen. Aus ihr folgt bei vorgegebenem Radius R und Potential V fiir die Reso-
nanz der Partialwelle mit m = 1 in 2. Ordnung fiir die erste Nullstelle der Bessel-
Funktion s = 0 die Gleichung Eﬁt" = % (V Fnw — %’) Diese Gleichung liefert
uns nicht die Resonanzstellen der Reflexionskoeffizienten aus Abbildung 5.28, da
diese wegen der Oszillation des Quantenpunktes zu verschiedenen Potentialen
korrespondieren. Allerdings kann mit ihr die Verschiebung der Resonanzstellen
AEIL? = ‘Eﬁ — E§"| ermittelt werden. Es ergibt sich AEI‘{1 = 3nw, was uns eine
Erklarung fiir den Abstand der Maxima der Reflexionskoeffizienten entgegenge-
setzter Energieniveaus liefert. Die sich bei der Uberlagerung der Streukoeffizi-
enten ausbildenden gréberen und feineren Nebenresonanzen in @ konnen damit
direkt mit der Quantisierung der Energie in Verbindung gebracht werden. Im
adiabatischen Grenzfall w — 0 ist AE‘P? | = 0 und die Maxima der Kurven riicken
so weit zusammen, dass ein kontinuierlicher Verlauf fiir die Reflexionskoeffizien-
ten resultiert. Dies entspricht dem Ubergang von quantisierten Energieniveaus
in ein Energiekontinuum, der fiir die Reproduktion der stationiren Streueffizienz
sorgt.
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6 Zusammenfassung

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die theoretische Beschreibung von Streu-
ung und Transmission relativistischer Elektronen durch statische und oszillierende
Quantenpunkte in Graphen.

Aufgrund der besonderen Gitter- und Bandstruktur weisen Leitungs-Elektronen
in Graphen in der Nihe eines Dirac-Punktes eine lineare Dispersion auf, die zu
einer verschwindenden effektiven Masse fiithrt. Zudem besitzt das m-Bindungs-
Elektroneine Pseudospin-Quantenzahl, die die Zugehorigkeit zu einem der Unter-
gitter des zweidimensionalen Bienenwabengitters angibt. Aufgrund dieses pseu-
dorelativistischne Verhaltens kénnen die niederenergetischen Elektronen durch
eine masselose Dirac-Gleichung (Weyl-Gleichung) beschrieben werden, wobei der
reale Spin des Elektrons zunéchst vernachlissigt wird. Sommit bildet die Weyl-
Gleichung unter Einbezug eines (oszillierenden) kreisformigen Stufenpotentials
die Grundlage zur Beschreibung von Transportprozessen durch Graphen Quan-
tenpunkte.

Fiir die Analyse der Streuung einer einfallenden ebenen Elektronenwelle am Quan-
tenpunkt wurden die Wellenfunktionen in denen durch das Potential abgegrenzten
Raumbereichen formuliert. Dazu 16sten wir die zeitunabhéngige Dirac-Gleichung
in Polarkoordinaten und entwickelten einfallende, reflektierte und transmittierte
Wellenfunktion in Partialwellen. Da die Streuung am oszillierenden Quanten-
punkt inelastisch ist, fiihrten wir nach Abseparation des Zeitanteils der zeitab-
héngigen Dirac-Gleichung eine Superposition von Energieeigenzustinden durch.
Die Forderung nach Stetigkeit der zeitabhéngigen Wellenfunktionen lieferte uns
schlieklich die Bestimmungsgleichung der in den Wellenfunktionen enthaltenen
komplexen Streuamplituden und hat zudem eine Quantisierung der Energien zur
Folge. Die zentralen Grofen zur Charakterisierung des Streuverhaltens sind die
Streueffizienz und die Winkelverteilung der radialen Wahrscheinlichkeitsstrom-
dichte der reflektierten Welle, die wir ausgehend von der Kontinuititsgleichung
berechneten.

Bei der Streuung am statischen Quantenpunkt kann es wegen der Zustédnde ne-
gativer Energie zur resonanten Anregung einzelner Partialwellen kommen, die

zu starken Erhoéhungen in der Streueffizienz fithren. Die Lokalisierung der Reso-
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nanzstellen gelingt mit der Entwicklung der Streukoeffizienten fiir kleine Ener-
gien und Radien, wobei die Streukoeffizienten um die Resonanzstelle herum die
Form einer Lorentz-Kurve aufweisen. Resonanzen einzelner Partialwellen haben
quasigebundene Zustidnde im Quantenpunkt zur Folge und zeigen sich in einer
kosinusférmigen Abstrahlcharakteristik, die mit einer Wirbelbildung der Wahr-
scheinlichkeitsstromdichte im Quantenpunkt korreliert. Bei Uberlagerung mehre-
rer Partialwellen sind keine quasigebundenen Zustédnde zu beobachten. Senkrecht
einfallende Anteile der Elektronenwelle kénnen den Quantenpunkt ungehindert
durchdringen (Klein-Tunneln).

Die Oszillation des Quantenpunkts fiithrt zur periodischen Zeitabhéngigkeit der
Streugréfsen und hat die Anregung von Partialwellen hoherer Energieniveaus in
Form ganzzahliger Vielfache der Kreisfrequenz zur Folge. Die Anzahl beteiligter
Energieniveaus wird dabei im Wesentlichen durch das Verhéltnis von Schwin-
gungsamplitude zu Kreisfrequenz bestimmt. Wahrend fiir sehr kleine Energien
und Potentialhéhen die Streueffizienz am statischen Quantenpunkt verschwin-
det, kann ein zum Dirac-Punkt symmetrisch oszillierender Quantenpunkt durch
Anregung hoherer Energieniveaus endliche Werte der Streueffizienz verursachen.
Dabei ist stets eine Vorwértsstreuung mit Ausbildung quasigebundener Zusténde
im Quantenpunkt vorzufinden, da nur die Partialwelle des niedrigsten Drehim-
pulseigenwertes m = 0 resonant ist. Weiter treten fiir bestimmte Kreisfrequenzen
Fabry-Pérot-Resonanzen auf, die auf stehende Wellen angeregter Energieniveaus
zurlickzufiihren sind und zum Verschwinden der Streueffizienz fiihren. Die Reso-
nanzstrukturen der Streugréfien, die fiir den statischen Quantenpunkt vorzufinden
sind, werden fiir geniigend kleine Schwingungsamplituden (stationédrer Grenzfall)
oder gentigend grofe Kreisfrequenzen (quasistatischer Grenzfall) des Quanten-
punkts reproduziert. Auferhalb dieser Grenzfalle findet durch die Interferenz von
Partialwellen hoherer Energieniveaus eine Modifikation der Resonanzstrukturen
statt, die sich in einer Verbreiterung und Abschwéichung der Resonanzen, sowie
der Auflosung der kosinusformigen Abstrahlcharakteristik duftert. Die Streuung
an einem oszillierenden Quantenpunkt mit verschwindender Kreisfrequenz kann
als ein adiabatischer Prozess verstanden werden, bei dem zu jedem Zeitschritt die
Streuvorgdnge wie an einem statischen Quantenpunkt ablaufen. Klein-Tunneln ist
auch fiir oszillierende Quantenpunkte préasent.

Die Annahme des Kontinuumsmodells mit linearer Dispersion ist fiir hohe Ener-
gien bzw. hohe Anregungsenergien durch den Quantenpunkt nicht mehr gerecht-
fertigt. Der Einbezug der Streueffekte zwischen den Dirac-Punkten (intervalley-
scattering) in das theoretische Modell ist daher notwendig. Des Weiteren wurde

der intrinsische Spin des Elektrons bisher vernachlassigt. Fiir kleine Energien soll-

87



6 Zusammenfassung

te jedoch die Spin-Bahn-Kopplung einen merklichen Effekt auf das Streuverhalten
haben und daher mitberiicksichtigt werden. In diesem Zusammenhang ist auch ei-
ne Ausweitung der Problemstellung auf doppelschichtiges Graphen naheliegend.
Hinsichtlich der Bedeutung fiir Graphen-basierte Nano-Elektronik, Plasmonen

und Photonik ist eine Fortfiihrung dieser Arbeit lohnenswert.
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Anhang - Fall symmetrischer

Streukoeffizienten

Wir werden im Folgenden mit Hilfe der asymptotischen Darstellungen der Bessel-

Funktionen (Referenz)

1 [kR\™ 2 [In (E8) + ~ m =0
Jm (kR) M:JO % (7) ) Ym (kR) LR0 ﬂ_[(m(l)? () 2 )m} (A]')
- - —  \&R m >0

die Streukoeffizienten des stationdren Grenzfalls (3.59) und (3.61) fir £ — 0,V —
0 entwickeln.

Fiir die Funktionen fr(,? ?) und gﬁ,?) aus Abschnitt 3.3 bekommen wir wegen Glei-
chung (3.88)

fr(r?’p) = Hpi1 (knR) Jin (kpR) — ano‘;Hm (knR) It (kpR), (A.2)

G = I (koR) Hy1 (ko R) = @Jmy1 (ko R) Hyn (o RR) (A-3)
Nach Einsetzen der Asymptotik aus Gleichung (A.1) in Gleichung (A.3) und (A.2)
ergibt sich in fiihrender Ordnung

i 2
O _sgn (ko) —— Ad
Im om0 sgn ( 0)7T/{30R (A.4)

und

! 9 m+1 1 koR\™
0p) ~, _ Sl (n0) = [ Fofv
fm P Sgn (ko) 1 T (kOR) Jm (kpR> bl fm m—+1 (knR) m' ( 2 ) °

(A.5)

fiir p # 0 bzw. n # 0. Die Funktionen j}(,? ) erfiillen wegen den Gleichungen (A.2)
und (A.5) die Eigenschaften

f(—n,O) — f(ﬂ,O)*7 f(—n,—n) _ f(n,n)* vn, ?é 0 (A6)

m m m m
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Anhang - Fall symmetrischer Streukoeffizienten

und

f(O,fp) — f(pr) Vp. (A7)

m m

Die Funktion &, aus Gleichung (3.60) schreibt sich nach Ausnutzen der Gleichun-
gen (A.4) und (A.5) als

~ 2 ~ 2
£m = 2Re {Hm;%(ﬁlm} Jin (k1 R) Jy (g) +Jo (g) . (A.8)

Mit den Gleichungen (A.5) und (A.8) haben wir schlieklich die Streukoeffizienten

entwickelt. Wir erkennen, dass

koR\™
Lm0 ~ fr:Ll b1 ™~ (07) 57:11 (AQ)
und
r I (FoRR) [In (*4%) +ﬂ_1 firm =0 . (M)mgl
™0 H,, (koR) (@)ﬁn femso | 5 o
(A.10)
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