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1 Einleitung

Bei der Beschreibung von Festkorpern und Atomen in optischen Gittern werden
quantenmechanische Gittermodelle verwendet. Eine wesentliche Schwierigkeit bei ih-
rer numerischen Untersuchung ist das exponentielle Wachstum des Hilbert-Raums
mit der Anzahl der Gitterplitze L, was dazu fiihrt, dass hdufig nur unrealistisch
kleine Systeme direkt berechenbar sind. Aus diesem Grund wird iiblicherweise eine
Reihe von Systemen mit unterschiedlichen L betrachtet, um dann eine Extrapola-
tion zum thermodynamischen Limes durchzufithren. An Phaseniibergédngen kénnen
im Rahmen eines Finite-Size-Scalings aus der Systemgréflenabhéngigkeit bestimmter
Observablen zudem die entsprechenden kritischen Exponenten ermittelt werden. Fiir
beide Zwecke ist es allerdings wiinschenswert, Ergebnisse zu moglichst groflen L zur
Verfiigung zu haben.

Bei ausreichend niedriger Temperatur wird das System nédherungsweise durch seinen
Grundzustand beschrieben, d.h. es geniigt sich auf den Eigenvektor zum kleinsten
Eigenwert der Matrix des Hamilton-Operators zu beschranken. Mit exakter Dia-
gonalisierung ist z.B. im Hubbard-Modell eine Berechnung nur fiir Systeme der
Groflenordnung L < 25 moglich. In einer Dimension bietet die im Jahr 1992 von
Steven R. White eingefiihrte Dichtematrixrenormierungsgruppe [3] (DMRG) eine
Moglichkeit, auch Grundzustéinde fiir deutlich héhere L sehr genau zu bestimmen.
Die Rechnung ist dabei auf Unterrdume mit handhabbarer Dimension eingeschrénkt,
die im Lauf des Algorithmus auf den gesuchten Zustand abgestimmt werden. In-
zwischen wurde die DMRG in viele Richtungen weiterentwickelt, z.B. um dynami-
sche Eigenschaften und endliche Temperaturen zu behandeln, sodass sie zur Zeit
die wahrscheinlich méchtigste numerische Methode fiir eindimensionale Quanten-
systeme darstellt. Insbesondere wurde erkannt, dass sich die berechneten Zustidnde
als sogenannte Matrixproduktzustinde (MPS) schreiben lassen, was eine kompak-
te Darstellung unabhéngig von einer bestimmten reduzierten Basis ermdoglicht. Der
MPS-Formalismus ist vorteilhaft, wenn mehrere Zusténde gleichzeitig betrachtet
werden, wie bei der Berechnung von Anregungen oder bei der Lanczos-Methode fiir
dynamische Grofien [4]. Zudem konnen translationsinvariante Zusténde als MPS aus-
gedriickt durch eine sich wiederholende Einheitszelle beschrieben und damit effektiv
parametrisiert werden. Der Infinite-System-Algorithmus, welcher in der klassischen
Formulierung in erster Linie als Bestandteil der Berechnung endlicher Systeme dient,
ldsst sich modifizieren, um eine solche Einheitszelle zu bestimmen und Ergebnisse
direkt fiir den thermodynamischen Limes zu liefern [5].

DMRG-Techniken sind u.a. zur Behandlung von Modellen geeignet, die bei der Be-
schreibung ultrakalter Atome in optischen Gittern auftauchen. Als Ausgangspunkt
fiir diese Systeme konnen bosonische und fermionische Hubbard-Modelle verwendet
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werden. Der experimentell beobachtbare Ubergang zwischen suprafluider und Mott-
Isolator-Phase wird bereits durch das einfache Bose-Hubbard-Modell erklart [6],
generell sind die Systeme jedoch komplizierter und fiir eine korrekte Beschreibung
miissen z.B. Terme zum Hamilton-Operatoren hinzugefiigt oder zusétzliche Béander
einbezogen werden [7]. Solche Modelle sind analytisch und numerisch eventuell
schwieriger zu handhaben, konnen aber interessante neue Phasen aufweisen.

Fiir den Fall einer Dimension ist mit der DMRG eine umfassende Untersuchung auch
komplizierter Modelle moglich. In dieser Arbeit werden unterschiedliche DMRG-
und MPS-Methoden auf verallgemeinerte Hubbbard-Ketten mit Nichste-Nachbar-
Wechselwirkungen angewendet. Die zusétzlichen Wechselwirkungsterme fithren da-
bei zu stark verdnderten Phasendiagrammen mit symmetriegeschiitzten topologi-
schen (SPT) Zusténden. Diese sind bei Anwesenheit bestimmter Symmetrien durch
Phaseniibergéinge voneinander getrennt, obwohl die entsprechenden Symmetrien
nicht spontan gebrochen werden, und weisen héaufig besondere Eigenschaften wie
Randzusténde oder nichtlokale Ordnungsparameter auf. In einer Dimension wurde
eine Klassifikation solcher Phasen im MPS-Formalismus durchgefiihrt [8, 9], welche
durch die Verbindung zur DMRG leicht in praktischen Rechnungen benutzt werden
kann.

[Tensor [10] ist eine C+-+-Tensorbibliothek, die speziell auf MPS-gestiitzte Verfah-
ren ausgelegt ist. Wir benutzen die in [Tensor enthaltenen Standard-DMRG- und
-iDMRG-Programme und implementieren zusétzlich neuere Anwendungen, z.B. zur
Berechnung zeitabhégiger Groflen oder zur Analyse und Klassifikation symmetrie-
geschiitzter topologischer Zustande.
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Lange Zeit wurde angenommen, dass sich alle Phasen physikalischer Systeme durch
die Landau-Theorie fiir spontan gebrochene Symmetrien beschreiben lassen. Es
stellte sich jedoch heraus, dass bei verschwindender Temperatur 7' Phasen existie-
ren, die beziiglich der Symmetrie nicht unterscheiden und trotzdem durch schar-
fe Uberginge voneinander getrennt sind. Hierfiir wurde der Begriff topologische
Ordnung eingefiihrt [11]. Eine Unterkategorie sind die symmetriegeschiitzten to-
pologischen Zustidnde, welche z.B. in den in dieser Arbeit betrachteten erweiterten
Hubbard-Modellen auftreten. Fiir eindimensionale Systeme ist eine Kennzeichnung
von SPT-Zustdnden im Matrixproduktformalismus moglich (siehe Abschnitt 3.1.4).
Zunichst wird im Folgenden die Stellung der SPT-Zustédnde innerhalb einer all-
gemeinen Klassifikation der Phasen bei T" = 0 besprochen. Anschlieend wird die
Haldane-Phase von Spin-1-Ketten als Beispiel symmetriegeschiitzter topologischer
Ordnung in einer Dimension vorgestellt. Diese dhnelt den SPT-Zustéinden der un-
tersuchten Hubbard-Modelle und kann daher als Ausgangspunkt fiir deren Beschrei-
bung genommen werden.

2.1 Kilassifikation von Phasen mit Energieliicke

Es werden quantenmechanische Gittersysteme untersucht, deren Zustandsraume die
Tensorprodukte identischer lokaler Hilbert-Réume sind:

=M. (2.1)

Die Elemente von H kénnen im Allgemeinen in verschiedene Phasen eingeteilt wer-
den. Hier wird die in Ref. [12] beschriebene Klassifikation fiir Grundzusténde lokaler
Hamilton-Operatoren H mit Energieliicke verwendet. Zwei solche Zusténde |t;) und
|th9) sollen zur selben Phase gehoren, wenn es einen glatten Pfad

H(g), 0<g<1, (2.2)

H(0)=H,, H(1)=H, (2.3)

zwischen den dazugehorigen Hamilton-Operatoren H, und H, gibt, entlang dessen
kein Phaseniibergang auftritt. Eventuell werden dabei noch bestimmte Symmetrien
des Systems gefordert, die H (g) fur alle 0 < g < 1 zu erfiillen hat. Mit einen
Phaseniibergang ist ein Punkt gemeint, an dem der Erwartungswert eines lokalen
Operators als Funktion von ¢ eine Singularitdt aufweist, was ein Schlieflen der Ener-
gieliicke impliziert [12].
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Nicht alle so definierten Phasen weichen durch spontan gebrochene Symmetrien von-
einander ab, in diesen Féllen spricht man von topologischer Ordnung. Zusténde die
sich in derselben Phase wie ein Produktzustand beziiglich der Gitterpléitze, z.B.

|77Z)triv.> = ® |Ui>a |UZ> € Hi? (24)

befinden, werden dabei topologisch trivial genannt. Wenn die Unterscheidung nur
moglich ist, solange das System bestimmte Symmetrien erfiillt, liegt symmetrie-
geschiitzte, ansonsten intrinsische topologische Ordnung vor.

2.2 Haldane-Phase

Die Haldane-Phase von Spin-S-Ketten mit ungeradem ganzzahligen .S ist eine SPT-
Phase, die durch eine oder mehrere der folgenden Symmetrien geschiitzt wird:

all 1 Gl
S; — Sy
Al T Al
— =5
v . l=xvy,z, (2.5)
/
Al Rl’ Si7 :l
Si ’ QU /
Vetwuzy | =57, [ #,

d.h. rdumliche Inversion Z, Zeitumkehrung 7 und w-Rotation der Spins um die z-
,y- und z-Achsen R, , .. Letztgenannte besitzt die Gruppenstruktur Zy x Zs = D,
und wird daher auch D,-Symmetrie genannt. Zs wird durch die Zahlen 1 und —1
repréasentiert, mit der Multiplikation als Gruppenoperation. Im Folgenden wird nur
der Fall S = 1 betrachtet.

2.2.1 Affleck-Kennedy-Lieb-Tasaki-Zustand

Die speziellen Eigenschaften der Haldane-Phase kénnen am einfachsten anhand des
Grundzustands von

X . 1 - .
H= Z [Sisiﬂ + g(SiSiH)Q ; (2.6)

der als AKLT-Zustand (Affleck-Kennedy-Lieb-Tasaki [13]) bekannt ist, gezeigt wer-
den. Er lasst sich exakt konstruieren, indem man die Spin-1- durch jeweils zwei Spin-
1/2-Momente ersetzt und annimmt, dass benachbarte Spins, die zu unterschiedlichen
Gitterplatzen gehoren, Singulettzusténde

L (119 — 141) (2.7)

S

2
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bilden. Innerhalb der Gitterpléitze werden hingegen nur Tripletts
+) = [11), (2.8)

1
0) = E(m +41), (2.9)

=) =1 (2.10)

beriicksichtigt, sodass der resultierende, noch nicht normierte Zustand eine Spin-1-
Kette beschreibt. Bei periodischen Randbedingungen wird der Zustand hierdurch
eindeutig festgelegt, wihrend bei offenen Randbedinungen die dufleren halbzahli-
gen Spins unbestimmt bleiben. Diese Spin-1/2-Freiheitsgrade, oder Randzustéande,
fithren zu einer vierfachen Entartung des Grundzustands von (2.6). Da der AKLT-
Zustand, von den Réndern abgesehen, keine Symmetrie des Hamilton-Operators
(2.6) bricht, kann er nicht durch einen lokalen Ordnungsparameter gekennzeichnet
werden. Stattdessen gibt es eine nichtlokale Stringordnung, die sich folgendermaflen
erkléaren ldsst. In den einzelnen Komponenten des Zustands beziiglich der S*-Basis
der Spin-1/2-Momente folgt auf ein Paar mit S* = £1 wegen der Einschréinkung,
dass zwischen den Gitterplatzen Singuletts gebildet werden, zwangsléufig eines mit
S% =0 oder S* = F1. Im Fall 5% = 0 ist der nichste Zustand wieder 5% = 0 oder
S# = F1. Zuriick in der Spin-1-Basis bedeutet dies, dass |+) und |—) abwechseld
auftauchen, falls man Gitterpldatze mit |0) ignoriert. Der dazugehorige Stringord-
nungsparameter lautet

O, = lim (|87 Zi=1 57 §2|)). (2.11)
r—00
Im AKLT-Zustand ist Oy = —4/9, wihrend in einem topologisch trivialen Zustand
mit Do-Symmetrie O, = 0 gilt.
2.2.2 Heisenberg-Modell

Wenn der Vorfaktor im zweiten Term von Gl. (2.6) kontinuierlich von 1/3 auf 0 her-
abgesetzt wird, geht der Hamilton-Operator in den des Heisenberg-Modells iiber, oh-
ne dass ein Phaseniibergang stattfindet [14]. Demnach gehort der Grundzustand des

Spi.n_l Spin-1/2
o o o o o o °
Q N N
Spin-0
pin-

Abb. 2.1: AKLT-Zustand bei offenen Randbedingungen. Die Punkte représentie-
ren Spin-1/2-Teilchen, die, wenn sie durch eine Linie verbunden sind,
Singulett-Paare bilden. Innerhalb der der physikalischen Gitterplétze (El-
lipsen) werden die Singuletts herausprojiziert.
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antiferromagnetischen Heisenberg-Modells zur selben Phase wie der AKLT-Zustand.
Die Randzustdnde bleiben erhalten, allerdings ist ihr Einfluss nicht mehr auf die
auflersten Gitterpldatze beschriankt, sondern nimmt exponentiell mit dem Abstand
zum Rand ab, wodurch die vierfache Entartung erst im thermodynamischen Limes
exakt wird. Im Heisenberg-Modell ist die Stringordnung zwar nicht streng erfiillt,
O bleibt jedoch endlich.

Es konnen weitere Terme zum Hamilton-Operator hinzugefiigt werden, die in Gl.
(2.5) definierte Symmetrien brechen. Wenn nur die Inversionssymmetrie iibrig ist,
lasst sich die Haldane-Phase nicht mehr notwendigerweise durch Randzusténde oder
den Stringordnungsparameter charakterisieren. Um die Haldane-Phase weiterhin von
topologisch trivialen Zustdnden zu unterscheiden, kann das Eigenwertspektrum w,,
der reduzierten Dichtematrix eines Untersystems herangezogen werden [15]. In der
Regel wird dabei der Logarithmus genommen, was das Verschriankungsspektrum
€a = — In(w,) definiert. Im thermodynamischen Limes sind die Eigenwerte des Spek-
trums fiir einen Schnitt durch das Systems mindestens zwei- bzw. vierfach entartet,
je nachdem ob offene oder periodische Randbedingungen vorliegen. Dies ist eine all-
gemeine Figenschaft der Haldane-Phase mit ungeradem Spin und gilt unabhéngig
davon, welche der Symmetrien in Gl. (2.5) den Zustand schiitzen.
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Es sollen die Grundzustandseigenschaften erweiterter Hubbard-Modelle untersucht
werden. Da die Dimension des Hilbert-Raums exponentiell mit der Anzahl der Git-
terplédtze zunimmt, ist eine exakte Diagonalisierung jedoch nur fiir so kleine Systeme
moglich, die keine verlésslichen Schliisse auf den thermodynamischen Limes zulas-
sen. Um groflere L zu behandeln, miissen Néherungen durchgefithrt werden. Wir
benutzen die Dichtematrixrenormierungsgruppe, in der der Grundzustand in Form
eines Matrixproduktzustands approximiert wird. Dieses Kapitel folgt grofitenteils
Ref. [16].

3.1 Matrixproduktzustdnde

Der allgemeine Zustand eines Systems aus L Gitterpldtzen mit einem lokalen, durch
die Basisvektoren |o) aufgespannten Hilbert-Raum der Dimension d lautet

) = Z Coroop| 015, OL) - (3.1)

01,--0L

Es ldasst sich immer eine Darstellung als MPS finden, in der sich die Koeffizienten
Coy ..o, aus einer Reihe von Matrixprodukten ergeben:

|'¢)> = Z Aal...AaL|O'1,..‘,O'L>, (32)
01,...,0,
wobei A% Matrizen der Dimension y;_1 X x; mit xo = xr = 1 sind. Um den

Zustand (3.1) exakt wiederzugeben, werden maximal Dimensionen y; = d™®(L=7)
mit ¢ = 1, ..., L — 1 benotigt, sodass die Gesamtzahl der Parameter exponentiell mit
der SystemgroBe L steigt. Der Nutzen von Matrixproduktzustéinden besteht darin,
dass in bestimmten Féllen, wie dem Grundzustand eines eindimensionalen Systems
mit Energieliicke, eine gute Néherung bereits fiir deutlich kleinere x; moglich ist,
und diese z.B. mit der DMRG effektiv berechnet werden kann.

o a;—1 a;

aij—1,05

(24
c . al a2 ar—2 ar—1
01500 —
g1 g2 o1, —1 or,

Abb. 3.1: Graphische Tensorschreibweise. Uber verbundene Indizes wird summiert.
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Héufig wird fiir MPS eine graphische Schreibweise verwendet (Abb. 3.1), wodurch
sich viele Operationen iibersichtlicher darstellen lassen. Die Gesamtheit der Matrizen
an einem Gitterplatz i wird dabei als Tensor Al mit einem physikalischen Index o;
und zwei Bindungsindizes a;_1, a; aufgefasst.

3.1.1 Normierung

Die Matrizen A% sind durch GIl. (3.1) noch nicht eindeutig festgelegt, z.B. sind
folgende Ersetzungen moglich, ohne den Zustand zu verdndern:

A% 5 AT, (3.3)
A%+t — U_1A0j+l, VO’j, Oj+1,

wobei U eine beliebige invertierbare x; x x;-Matrix ist. Es ist giinstig, die Matrizen
so zu wahlen, dass sie bestimmte Normierungen erfiillen:

Z A°TA% = ] linksnormiert, (3.5)
Z A% A% =T rechtsnormiert, (3.6)

)

mit der Identitdtsmatrix . Insbesondere verwendet man im DMRG-Verfahren Zu-
stinde, bei denen alle Gitterpliatze i in {1,...,j} linksnormiert und solche in
{j + 1,..., L} rechtsnormiert sind, fiir ein 1 < j < L. Dafiir ist es notig, eine
zusétzliche x; X x;-Diagonalmatrix A zwischen den Plétzen j und j+ 1 einzufiihren.
Es handelt sich dann um eine Schmidt-Zerlegung des Systems, deren Koeffizienten
die Eintrdge der Matrix A sind:

X3

) =) Ao, |05 )]05 ), (3.7)
a;j=1

iy = > (A7 A7), o1, 05), (3.8)

)= > (A"J’+1_..A"L)aj]UjJrl,...,UL). (3.9)
Oj+15--0L

Den Werten des Indexes a; lassen sich also Basisvektoren der beiden Blécke zuord-
nen. Dass diese Vektoren tatsdchlich orthonormal zueinander sind ergibt sich aus
der Links- bzw. Rechtsnormierung:

Whlik) = 30 (A% am) (A7 47), (3.10)
= > (AW ATiAT A
N—— aja]
T1yeeny gj (3:5)]_
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= > (AT ATTAT A7)
N——

02,...,0; (3'5)

=1

vy
aj;a;

= (5a;- a;-

Der Beweis fiir den rechten Block erfolgt analog unter Ausnutzung von Gl. (3.6).
Eine haufig bendtigte Operation ist die Verschiebung der A-Matrix um einen Gitter-
platz, z.B. j — j+ 1. Hierfiir berechnet man den Tensor (AA%+1), 4., und fasst ihn
als dx x x-Matrix mit Indizes (0;41a;) und a;4; auf. Durch Singulérwertzerlegung
ergeben sich eine Diagonalmatrix A’ und zwei Matrizen U, 1a5)al und V,
mit orthonormalen Spalten, sodass (AA%") 4., = (UNVT)(5, 10,)a,., - Aufgrund
der Unitaritit kann V1 an A%+2 heranmultipliziert werden, ohne die Rechtsnormie-
rung an diesem Gitterplatz zu zerstoren. U liefert nach Trennung der Indizes die
neue Matrix A%+, die jetzt linksnormiert ist, da 3, A%iniT A%+ = U = 1.
Demnach liegt wieder eine Schmidt-Zerlegung vor, allerdings um einen Gitterplatz
verschoben und mit neuen Koeffizienten A’. Eine dhnliche Operation kann auch fiir
die andere Richtung durchgefiihrt werden.

Indem man die Zerlegung an jedem Bindungsindex berechnet, ergibt sich folgende
alternative Form eines MPS:

i /
J+1%541

‘w> — Z FJIA[l]FUZA[Q]... A[Lil]FO'L‘O'l, "'70L>7 (311)

O1,-0L

mit linksnormierten A=YT? und rechtsnormierten ' All. Ein solcher Zustand wird
kanonischer MPS genannt.

3.1.2 Unendliche Systeme

Fiir einen translationsinvarianten Zustand im thermodynamischen Limes kann an
jedem Bindungsindex dieselbe Schmidt-Zerlegung gewihlt werden. Daher bietet es
sich an, als Ansatz einen MPS der Form (3.11) zu verwenden, dessen Tensoren
unabhéngig vom Gitterplatz sind (iMPS). Besteht die Einheitszelle aus L > 1 Git-
terpldatzen, muss die Anzahl der Tensoren entsprechend erhoht werden:

F[z] _ F[i—i—nL]7
Al — piensl [ €D (3.12)

Aufgrund der Normierung der Tensoren lassen sich Erwartungswerte von Operato-
ren, die auf ein beliebig grofies endliches Teilsystem wirken, berechnen, indem nur
die betroffenen Tensoren explizit kontrahiert werden. Beispielsweise gilt fiir Korre-
lationsfunktionen eines translationsinvarianten Zustands:

(W|0:0|¢) = LTV "' R, (3.13)
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f’dﬂé - Z 6%71(1@71 {Z <<Uz‘ézlai>A A ® A 1_‘Cri*A) :| )

! !
a;—1a;_4,0;a;

e o (3.14)
Raj_la;_l - Z 5aja,;. |:Z <<O-J|OA]|O-;>F03A X FUj*A) :| ’
T=> (IA®T™A), (3.15)

wobei O; und O, lokale Operatoren sind. Die Tensoren L und R werden in Gl. (3.13)
als Vektoren der Linge x? aufgefasst. Mit endlichen Matrixdimensionen y kann
ein Zustand in der Regel nicht exakt wiedergegeben werden. Um die Auswirkung
des Ansatzes auf Korrelationsfunktionen (3.13) zu verstehen, betrachtet man die
Eigenwertzerlegung der Transfermatrix 7":

X2

Vo = AUq, i:Zlava, (3.16)
a=1

(1| 0;0;1b) = Zz Vo, R)NTITL, (3.17)

d.h. es ergibt sich eine Uberlagerung exponentieller Terme. Nach Voraussetzung hat
T einen Eigenwert A\; = 1 mit der Identitdtsmatrix als rechten Eigenvektor. Alle
tibrigen Eigenwerte sind ebenfalls kleiner gleich 1 [16], sodass die mit Gl. (3.13)
berechnete Korrelationsfunktion fiir |j — i| — oo konvergiert. Insbesondere Potenz-
gesetze konnen durch eine endliche Summe von Exponentialfunktionen jedoch nur
bedingt wiedergegeben werden. Dem System wird gewissermaflen eine kiinstliche,

Abb. 3.2: (a) Einheitszelle eines iMPS. (b) Transfermatrix. (c) Berechnung von Kor-
relationsfunktionen.
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3.1 Matrixproduktzustédnde

durch den grofiten Eigenwert A\; < 1 bestimmte Korrelationslinge & auferlegt:

1
gz_m@@

Gegen welchen Wert &, z.B. in einer DMRG-Rechnung, konvergiert hangt im Allge-
meinen von der gewédhlten Matrixdimension y ab. Durch den Vergleich der Ergeb-
nisse mehrerer Rechnungen mit unterschiedlichen x und &, := £(x) ist so, analog
zum Finite-Size-Scaling, ein Finite-Entanglement-Scaling moglich [17].

. (3.18)

3.1.3 Matrixproduktoperatoren

Operatoren konnen analog zu Matrixproduktzustdnden zerlegt werden:

~ ! /
W= > wilstow ...oL)(0f, ... 0% (3.19)
oY,y 0h
01,0y OL
kSt L B (3.20)

wobei es im Unterschied zu Gl. (3.2) pro Gitterplatz einen zuséitzlichen physikali-
schen Index o] gibt. Ein Vorteil solcher Matrixproduktoperatoren (MPO) ist, dass
sie effektiv auf einen MPS angewendet werden kénnen und dessen Struktur erhalten:

W) = W) = > (W9 WoL)(A% . A7)0y, ... o)

/ !
Ol O
01, 0L

lo1, ..y or) (3.21)

S (et o 47)

d.h. eine MPS-Darstellung des neuen Zustands ergibt sich, indem man die Bin-
dungsindizes vom Ausgangszustand mit denen des MPOs kombiniert, wobei sich die
Matrixdimensionen entsprechend vergrofiern: x;(¢') = x;(W)x; ().

DMRG-Algorithmen lassen sich iibersichtlicher formulieren, wenn der Hamilton-
Operator als MPO vorliegt. Fiir die iiblichen Modelle ist eine direkte Konstruktion
mit niedrigen Matrixdimensionen y; (W) moglich. So wird das Hubbard-Modell (5.1)
bei offenen Randbedingungen durch folgenden MPO représentiert:

A

I 0 0 0 0 0
tal. 0 0 0 0 0
<l —~tay 0 0 0 0 0
i) = 2 - -
W thal 0 0o o o o | ‘TFoLoL
—tFa, 0 0 0 0 0
Unyy aF alF o, a1
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3 Numerische Methoden

~

I
~T
taT
A —ta
Wl = “t
tFal
—tFay
Unyny

, W{l]z(Umm af aF a a f), (3.22)

wobei W;flla = <0i|W£}71ai ;') ist. Wenn man die Matrixmultiplikationen von i = 1
bis 7 und von ¢ = L bis j + 1 ausfiihrt, ergeben sich zwei Vektoren aus Operatoren
auf dem Hilbert-Raum des linken bzw. rechten Blocks. Durch Ausfiihren des Skalar-
produkts werden die Blockoperatoren zum Hamilton-Operator des Gesamtsystems
kombiniert.

Die aM-Operatoren an verschiedenen Gitterplitzen kommutieren miteinander, wir-
ken ansonsten aber wie Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Fermionen.
Zur Erfiillung der Antikommutatorrelationen miissen an den Hiipftermen zusétzliche
Operatoren F' eingefiigt werden, die abhingig von der Anzahl der Fermionen an ei-
nem Gitterplatz einen Phasenfaktor +1 bewirken:

nlo) =nlo) = Flo) = (—=1)"|0). (3.23)

Die iibrigen Summanden des Hamilton-Operators enthalten eine gerade Anzahl von
Fermionen-Operatoren pro Gitterplatz, sodass keine Modifikationen nétig sind. In
Gl. (3.22) wird die Konvention benutzt, dass in den Basiszustdnden die Erzeugungs-
operatoren mit hoherem Index zuerst stehen. Bei Doppelbesetzung wird der Spin-
Unten- vor dem Spin-Hoch-Operator angewendet, wodurch sich insgesamt z.B. fol-
gende Definition ergibt:

14 10) = E1]18],¢]5]0). (3.24)

Dabei sind ¢' die eigentlichen fermionischen Erzeugungsoperatoren und |0) ist der
Vakuumzustand.

3.1.4 Symmetrieeigenschaften

Der MPS-Formalismus kann dazu verwendet werden, die Phasen eindimensionaler
Systeme mit Energieliicke zu klassifizieren [8, 18]. insbesondere lassen sich fiir SPT-
Zusténde topologische Ordnungsparameter herleiten, welche durch MPS-basierte
Verfahren wie DMRG numerisch zugénglich sind [9]. Es wird vorausgesetzt, dass
ein translationsinvarianter kanonischer MPS

|,¢> _ Z BTFUIAFU2.-. AFULBl(J'l, e O-L>7 (325)
01,...,0L

BB =1 (3.26)
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3.1 Matrixproduktzustédnde

mit endlicher Matrixdimension y vorliegt, wobei B eine y x 1 Matrix ist, die die
Randbedingungen festlegt. Zudem soll die Transfermatrix nur einen Eigenwert mit
Betrag 1 besitzen, was z.B. Superpositionen der beiden symmetriegebrochenen Zu-
stdnde in der CDW-Phase ausschliefit.

In Ref. [9] wurden folgende Arten von Symmetrien betrachtet:

I7 =) S0l (3.27)

[

wobei I fiir I'T, T'* oder I steht, was Inversions-, Zeitumkehr- oder interner Symme-
trie entspricht. 3 ist eine unitdre Matrix, die fiir Zeitumkehr- und Inversionssym-
metrie zusitzlich Y¥* = I bzw. £2 = I erfiillt. Wenn der Zustand invariant unter
einer solchen Operation ist, diirfen sich die Koeffizienten in Gl. (3.26) nur um einem
globalen Phasenfaktor &ndern, was bedeutet, dass fiir die transformierten Tensoren

Y 817 = U, (3.28)

gelten muss [15], wobei 6 eine Phase und U eine unitéire, mit A kommutierende Ma-
trix ist. Dies kann als Ausgangspunkt fiir die Kennzeichnung der SPT-Ordnung von
Matrixproduktzustinden benutzt werden.

Durch Gl. (3.27) werden alle Symmetrien abgedeckt, die fiir die Haldane-Phase von
Bedeutung sind. Dy- und Zeitumkehrsymmetrie schiitzen jedoch nicht die verallge-
meinerten Haldane-Zusténde der erweiterten bosonischen und fermionischen Hub-
bard-Modelle (4.9) und (5.8), weshalb hier nur Inversionssymmetrie Z behandelt
wird. ¥ dient u.a. dazu, die Antikommutatorrelationen im Fermionen-Modell zu
beriicksichtigen. Fiir die Operation ¢; — ¢p,1_; miissen nach der in Abschnitt 3.1.3
beschriebenen Konvention die Reihenfolge aller Erzeugungsoperatoren umgedreht
und anschliefend innerhalb der Gitterplatze die Spin-Oben- und Spin-Unten-Opera-
toren vertauscht werden. Bei fester Teilchenzahl wird dies durch

ot = {_ acts |7 =T) (3.29)

0o’y SONSE

erreicht.

Falls der grofite Eigenwert der Transfermatrix nicht entartet ist, ldsst sich zeigen,
dass in Gl. (3.28) 6 = 0 oder 7 sein muss und die Matrix U entweder symmetrisch
oder antisymmetrisch ist:

Ul =e?U (3.30)

mit ¢ = 0 oder 7. Eine Anderung von ¢ oder @ ist nur durch einem Phaseniibergang
moglich, indem sich entweder der Zustand diskontinierlich &ndert (Ubergang erster
Ordnung) oder die anfangs gestellten Bedingungen, dass ein endliches x ausreicht

13



3 Numerische Methoden

und nur ein Eigenwert der Transfermatrix gleich 1 ist, zusammenbrechen (kontinuier-
licher Ubergang). Durch ¢ und # werden demnach vier verschiedene Phasen definiert,
die alle symmetrisch unter Z sind. Im Haldane-Zustand ist ¢ = 6 = 7, im topologisch
trivialen Zustand ¢ = # = 0. Die doppelte Entartung im Verschrénkungsspektrum
kann auf die Phase ¢ = 7 zuriickgefiithrt werden [15]. In einem Zustand mit einer
Einheitszelle aus zwei Gitterplitzen gibt es zwei Parameter ¢/, sodass insgesamt
8 Phasen moglich sind [19].

Wendet man das Transformationsgesetz auf Gl. (3.26) fiir gerade L an, so ergibt
sich:

W) =Zjp)= > BI'AI”. AI""“Bloy, ..., o) (3.31)
O y5eeey or,
P/Ui _ Z EUWQFU;T~ (332)

Falls der Zustand invariant unter Inversion ist, folgt

(') = (B ® B™) - ]:[ [Z (F"”A ® F‘”*A)

=1 o
NS >
~~

—1, =T (3.33)

5 (F/ULB ® FUL*B*)

was fiir L — oo impliziert, dass die verallgemeinerte Transfermatrix 7' einen Ei-
genwert vom Betrag 1 besitzt. Der dazugehorige rechte Eigenvektor sei X. Fiihrt
man die Kontraktionen vom rechten Rand beginnend fiir ausreichend viele Gitter-
pldtze aus, konvergiert der entstehende Tensor gegen X. Einsetzen von Gl. (3.28)

(&) T A (b) TT A
I I X X
1oy I
A A

(¢ gt T U A

Abb. 3.3: (a) und (b) zeigen die dominanten Eigenvektoren der gewthnlichen und
verallgemeinerten Transfermatrizen. Fiir symmetrische Zustédnde gilt (c),
weil U und A kommutieren. Da 7 nicht entartet ist, folgt X = UT [19].
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3.2 Dichtematrixrenormierungsgruppe

zeigt, dass bis auf einen eventuellen Phasenfaktor X = UT gilt. Indem man fiir
einen iMPS den dominanten Eigenvektor der verallgemeinerten Transfermatrix 7T
berechnet, kann also die Matrix U bestimmt werden, die seine Transformation unter
rdumlicher Inversion beschreibt. Abhéngig von ¢ ist U entweder symmetrisch oder
antisymmetrisch, weshalb sich folgende Grofle als topologische Invariante anbietet:

0, Inl <1
Or = (3.34)
' {spwU*)/x, | =1,

wobei n der grofite Eigenwert von T ist. Fiir einen symmetrischen Zustand ist
Oz = +£1 und das Vorzeichen unterscheidet zwischen topologisch trivialer und nicht-
trivialer Phase. Bei gebrochener Symmetrie ist Oz = 0.

3.2 Dichtematrixrenormierungsgruppe

Die DMRG ist im Wesentlichen ein Verfahren zur Bestimmung von Grundzustéinden
eindimensionaler Quantensysteme. Um die exponentiell zunehmende Dimension des
Hilbert-Raums handhaben zu kénnen, wird der Grundzustand iterativ berechnet,
indem man jeweils nur einen relativ kleinen Unterraum betrachtet. Es wird dabei
eine Zerlegung in zwei Blocke und, je nach Implementierung, ein oder zwei einzel-
ne Gitterpliatze verwendet. Die Naherung besteht darin, dass die Basen der Blocke
auf eine feste GroBle y begrenzt werden. Welche Basisvektoren zur Darstellung ei-
nes gegebenen Zustands [1) am besten geeignet sind, wird durch dessen reduzierte
Dichtematrizen

pa= Y _(sl(1v)(W])|is) (3.35)

J

bestimmt, wobei A fiir den jeweiligen Block steht und die Zusténde |jg) eine Ortho-
normalbasis vom Rest des Systems B bilden. Die Eigenwerte w, von p4 konnen als
Wahrscheinlichkeit aufgefasst werden, A in dem dazugehorigen Eigenzustand vor-
zufinden. Im Allgemeinen sind A und B verschrankt, d.h. es gibt mehr als einen
Eigenwert und |¢) ldsst sich nicht in einen Produktzustand zerlegen. Fiir festes x
wird der Fehler minimiert, wenn man als Basis die wahrscheinlichsten Zusténde,
also die Eigenvektoren zu den grofiten Eigenwerten wéhlt. Voraussetzung fiir eine
genaue Naherung ist, dass die nach der Gréfe sortierten Figenwerte w; schnell genug
abfallen. Fiir Grundzustédnde eindimensionaler Systeme mit Energieliicke ergibt sich
tiblicherweise ein exponentieller Verlauf w, oc e”* ™" [16], weshalb die DMRG dort
erfolgreich anwendbar ist.

In dem eigentlichen Algorithmus miissen die Basiszustéinde iterativ bestimmt wer-
den, da die reduzierte Dichtematrix des exakten Grundzustands nicht zur Verfiigung
steht. Ein groflerer Block wird schrittweise aufgebaut, indem jeweils ein Gitterplatz
hinzugefiigt und die Anzahl der Zustdnde von dy auf y reduziert wird. Um zu
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(a) [N — (b) ool l

| o ol | Y — |
| R m— 1 | oé

| o o] | | R —
| o o — | | T — |

Abb. 3.4: (a) Vorbereitung der rechten Blocke. (b) Die Iterationen in der DMRG mit
fester Systemgrofle bestehen aus jeweils einem Links- und Rechtssweep.

bestimmen, welche Basisvektoren sinnvoll sind, berechnet man eine Naherung des
Grundzustands, wobei das System aufgeteilt wird in den aktuellen Block, den hin-
zuzufiigenden Gitterplatz und dem Umgebungsblock, fiir den bereits eine reduzierte
Basis vorhanden sein soll. Hiufig wird noch ein weiterer freier Gitterplatz verwendet,
um den zur Verfiigung stehenden Hilbert-Raum zu vergréffern. Als Basis des neuen
Blocks dienen die in dieser Ndherung wahrscheinlichsten Eigenvektoren der redu-
zierten Dichtematrix. Die Prozedur wird fortgesetzt, bis der Umgebungsblock mit x
Basiszusténden exakt beschrieben werden kann. Hier vertauschen sich die Rollen der
beiden Blocke, wobei fiir die neuen Umgebungen die gerade berechneten Basen be-
nutzt werden. Durch wiederholte Anwendung solcher Sweeps wird die Ndherung des
Grundzustands sukzessive verbessert. Man nennt dieses Verfahren Finite-System-
Algorithmus.

Es wurde zunédchst angenommen, dass fiir die Blocke Startbasen, bzw. die Ma-
trixelemente des Hamilton-Operators in diesen, vorhanden sind. Als Ausgangspunkt
kann z.B. ein einfacher Produktzustand mit y = 1 benutzt werden. Ublicherweise
beginnt die Rechnung jedoch mit dem Infinite-System-Algorithmus, in dem, von
einem exakt berechenbaren System aus, jeweils zwei Gitterplédtze hinzugefiigt und
ansschliefend auf die beiden Blocke verteilt werden. Sobald die gewiinschte Grofe
erreicht ist, startet die eigentliche Rechnung mit festem Gesamtsystem.

In der Regel beginnen die Blocke am linken bzw. rechten Rand des Systems und be-
stehen aus nebeneinanderliegenden Gitterplitzen, was zu der in Abb. 3.4 gezeigten
Konfiguration fiihrt.

3.2.1 Formulierung mit Matrixproduktzustdnden

Dass die Blécke durch Hinzufiigen einzelner Gitterplédtze mit anschlieBender Trun-
kierung der Basis aufgebaut werden, fiithrt zu einer MPS-Struktur des berechneten
Zustands, wobei die Anzahl der Basisvektoren der Matrixdimension an der jewei-
ligen Bindung entspricht. In der Tat kann die Dichtematrixrenormierungsgruppe
komplett im MPS-Formalismus implementiert werden, was z.B. in der Berechnung
angeregter Zustdnde oder der Verallgemeinerung auf Systeme im thermodynami-
schen Limes vorteilhaft ist. Im Folgenden wird dies fiir die DMRG-Variante mit

16



3.2 Dichtematrixrenormierungsgruppe

zwei freien Gitterplédtzen beschrieben. Der Hamilton-Operator soll dabei in Form
eines Matrixproduktoperators mit Tensoren W vorliegen.

Die Sweeps durch das System lassen sich als iterative Suche des Grundzustands
innerhalb eines MPS-Ansatzes mit begrenzten Matrixdimensionen auffassen. Man
passt nur zwei benachbarte Tensoren AV! und AV+Y zur Zeit an, sodass sich der
Zustand wie folgt parametrisieren lasst:

[y = Y g Wl ded)e L), (3.36)
aj—_1a541
75041
mit analog zu (3.8) und (3.9) definierten Blockzustéanden |¢fl . und ¢ ). Wenn
die Tensoren fiir ¢ < j links- und fiir ¢ > j + 1 rechtsnormiert sind, bilden |?/féj,1>
und |¢, ) Orthonormalsysteme der beiden Blécke und die Minimierung der Energie
entspricht der Losung eines gewohnlichen Eigenwertproblems:

HU = BV, (3.37)
= D L oW Wb R e (339
bj—1,b5,b541
7j—1
L =TI > (ateweear), (3.39)
i=1 o0
~ L
R=11 % (Affi@WW%@Aai*), (3.40)
1=j+2 o;0]

wobei a;_1,aj41,0; und 041 in Gl (3.37) zu einem Index zusammengefasst sind.
L und R enthalten bei festem Index bj+1 die Matrixelemente des dazugehorigen
Blockoperators beziiglich der Blockzustéinde [¢} ) und e, ) H ist die Matrix
des auf den Unterraum projezierten Hamilton-Operators. Zur Losung des Eigen-
wertproblems wird ein iteratives Verfahren (z.B. Davidson) verwendet, wobei das
Produkt der alten Tensoren AUl und AU+ als Startvektor dient.

Nachdem der Tensor W berechnet wurde, wird er zerlegt in

Poioi+l — E Af%i+1 ( )
a] 105+1 A“J 1a; a]“jJrl’ 3.41

a;=1

damit die MPS-Struktur des Zustands erhalten bleibt. Obige Gleichung kann fiir
X; = xd immer exakt erfiillt werden, um jedoch die Matrixdimensionen konstant
zu halten muss im Allgemeinen trunkiert werden. Hierfiir fasst man den Tensor ¥
als xd x xd-Matrix mit den Indizes (a;_;0;) und (a;410j41) auf und betrachtet die
Singularwertzerlegung

U =UAVT, (3.42)
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Uv=1, Viv=I, (3.43)
A = diag(sy, ..., Sya), 51> 82> ... > Syq. (3.44)

Gl. (3.44) entspricht der Linksnormierung von U,Z{laj und Rechtsnormierung von
Va%ﬁl Nach Abschnitt 3.1.1 ist somit eine Schmidt-Zerlegung des Systems gegeben
und der Trunkierungsfehler ist am geringsten, wenn man den Index a; auf die x

grofiten Eintrage der Matrix A beschrankt und renormiert:

A" = diag(sy, ..., 5),0,...,0), (3.45)

X 2
si=s;/ (Z 312) , 1< x. (3.46)
i=1
Die Singuldrwerte sind die Quadratwurzeln aus den Eigenwerten der reduzierten
Dichtematrizen fiir die Blocke {1, ...,j} und {j + 1, ..., L}, die Spalten von U bzw.
V sind die dazugehorigen Eigenvektoren in der kombinierten Basis aus Block- und
lokalen Zustdnden. Als Maf3 fiir den Trunkierungsfehler kann die Summe der ver-
nachlédssigten Eigenwerte der reduzierten Dichtematrix verwendet werden:

€trunk = Z sz, (3.47)

1>x

Im né&chsten Schritt werden die Tensoren an einer benachbarten Bindung aktuali-
siert, d.h. j — j £ 1, je nachdem in welchem Sweep sich der Algorithmus befindet.
Die in der Berechnung notwendigen Tensoren L und R sind aus dem vorigen Sweep
bekannt (fiir den kleiner werdenden Block) oder werden iiber

Lo = (.S ( A% @ W% & Aw*) CoLW—q, (3.48)
bzw.
RV-U=%" (A"§'+1 ® W%+ @ A”““) -RYL R =1, (3.49)
Uj+1‘7;'+1
() v = -<Ep- (b)  —<»—
l SVD
H pu—
T T U AV

Abb. 3.5: (a) Wellenfunktion und Hamilton-Operator im reduzierten Hilbert-Raum,
(b) Singuldrwertzerlegung des neuen Tensors W.
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berechnet (fiir den wachsenden Block). Damit wieder orthonormale Basiszustinde
entstehen wahlt man wihrend der Rechtsbewegung als neue Tensoren

AT = UT L (3.50)
ATt = s, Vi (3.51)

und wahrend der Linksbewegung

Agjflaj - Ugj—lajs;ﬁ (352)
Agjgjlﬂ - ‘Qﬁjﬁﬂ (3.53)

3.2.2 Angeregte Zustande

Zusétzlich zum Grundzustand [¢)g) konnen der DMRG niedrig liegende angereg-
te Zusténde bestimmt werden. Das Verfahren ist dasselbe wie in der Berechnung
von |1)g), nur dass man dem Hamilton-Operator einen zusétzlichen Term g|)) (¢
hinzufiigt [20]. Hierdurch wird die Energie von |¢y) um ¢ angehoben, wihrend die
iibrigen Eigenwerte und die Eigenzustéinde unverdndert bleiben. Allgemeiner kann
der n-te angeregte Zustand als Grundzustand des modifizierten Hamilton-Operators

n—1
=0

bestimmt werden, wobei [¢,,,) der m-te angeregte Zustand ist und g grosser als die
Energiedifferenzen zwischen [¢y) und |¢),,) sein muss.

Der Hamilton-Operator wird in einer DMRG-Rechnung dadurch definiert, wie er
auf die Wellenfunktion Wg?%5! . in Gl (3.36) wirkt. Um die zusétzlichen Terme an-

wenden zu kénnen, werden die Skalarprodukte (1), 1) und die Projektionen P|i,,)
auf den aktuellen reduzierten Hilbert-Raum benotigt.

v

poat - STTTTTETY

%,,’_/ %,{_/
L R

*

Abb. 3.6: Anwendung eines Projektionsoperators auf die Wellenfunktion in

Gl. (3.36).
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Zur effektiven Berechnung dieser Groéflen miissen, wie fiir die MPO-Form von H,
L- und R-Tensoren mitgefithrt werden, in denen die Kontraktionen innerhalb der
jeweiligen Blocke bereits ausgefithrt wurden. Die Wellenfunktion nach Anwendung
einer der Operatoren lautet dann:

19395+1 ‘7; Oj+1  Dx
\I]aj 10541 ¢m|r¢)0 ZLa] 10 a; 1G;Ba]a]+lRaj+1a;-+1’ (355)
3 1@ J J+1
O'J 0041 Oj41% s )
Q/Jm’l/)(] ZLQJ 10’ a/vilaJ\IlaJ 1(l]+1BaJaJ+1Ra]‘+1a;+l7 (356
aj_1a5a5 4,

0jOj4+1a5-105+1

L

7j—1
L=]] Y " eB™, H > (A% @ BT, (3.57)
i=1 oy or)

wobei B7 die Matrizen von |t,,) sind. Wenn Quantenzahlen @) beriicksichtigt wer-
den, lésst sich die oben beschriebene Methode fiir alle Werte von () getrennt durch-
fithren. Insbesondere kann der niedrigste Zustand jedes Sektors berechnet werden,
ohne H zu verindern.

Fiir das Verfahren mit modifiziertem Hamilton-Operator muss die MPS-Variante der
DMRG benutzt werden, da ansonsten die Zusténde nicht in der urspriinglichen Basis
|1, ..., o) vorliegen und somit nicht das Skalarprodukt zweier aus unterschiedlichen
Rechnungen stammenden Zusténde gebildet werden kann. In der klassischen For-
mulierung der DMRG erfolgt die Berechnung der angeregten Zusténde stattdessen
parallel zu der des Grundzustands, indem die Blockbasen fiir alle [¢,,), 0 < m <n
gleichzeitig optimiert werden, wodurch allerdings gréflere Matrixdimensionen y er-
forderlich sind.

3.2.3 Unendliche Dichtematrixrenormierungsgruppe

Die mit der endlichen DMRG berechneten Groflien miissen in der Regel fiir L — oo
extrapoliert werden. Haufig ist es daher giinstiger, mit einer iMPS-Darstellung des
Grundzustands direkt im thermoynamischen Limes zu arbeiten. Zur Bestimmung
des iMPS kann die unendliche Dichtematrixrenormierungsgruppe verwendet wer-
den. In der iDMRG wird das System schrittweise um jeweils eine Einheitszelle der
Lénge 2Ly in der Mitte erweitert und die Energie unter der Einschrankung dass
die iibrigen Tensoren konstant bleiben, minimiert. Hierfiir kann die endliche DMRG
benutzt werden, indem man die Sweeps nur iiber die aktuelle Einheitszelle laufen
lasst. Der Algorithmus verlduft wie bei einem System der Grofle L = 2Ly, lediglich
die Randtensoren LI und R~ in GI. (3.48) und (3.49) miissen modifiziert werden,
um auch die dufleren Gitterplétze zu beriicksichtigen:

P +1) = H 3 (AU ) ® W% @ A (n )) : (3.58)

=1 o;0]
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2LZ
Rl )= | [ 3 (4% e woie ave(m)) | - B2 m), (3.59)

1=Lz+1 o;0]
LW(0) = RPF2=1(0) = 1, (3.60)
(3.61)

Ao AU (linksnormiert), i < Ly
| T7All (rechtsnormiert), i > Ly

wobei n die Nummer der Iteration angibt. Nach jedem Schritt wird durch die I'- und
A-Tensoren der Einheitzelle ein iMPS [¢(n)) definiert. Wenn die Folge der |¢(n))
konvergiert kann der entsprechende iMPS, sofern es sich nicht nur um ein lokales
Minimum der Energie handelt, als Naherung des Grundzustands verwendet werden.
Aufgrund des Trunkierungsfehlers ist die Orthonormierung im berechneten iMPS
zunédchst nur ndherungsweise erfiillt. Sie kann jedoch nachtréiglich exakt gemacht
werden [5].

Da in jedem Schritt nur die neuen Tensoren angepasst werden, ergibt sich im Allge-
meinen keine gute Naherung des endlichen Grundzustands. Aufgrund der endlichen
Korrelationslédnge eines MPS werden Fehler am Rand die Genauigkeit der Einheits-
zelle im thermodynamischen Limes zwar nicht beeinflussen, allerding kénnen sie
dazu fithren, dass der Algorithmus in einem falschen Zustand ,steckenbleibt“. Es
ist daher sinnvoll, die erste Einheitszelle bereits in eine Startumgebung einzubetten,
wodurch sich der Zustand in eine bestimmte Richtung lenken oder die Konvergenz
beschleunigen lésst.
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Abb. 3.7: Zwei Iterationen im iDMRG-Algorithmus. Im unteren Teil wird die Wel-
lenfunktion fiir Lz = 1 in der kanonischen Form gezeigt, wobei der um-
randete Bereich die aktuellen, den iMPS definierenden Tensoren enthélt.

Falls der iMPS konvergiert ist, gilt Al%)(n) = ABLl(n) = AlEd(n — 1).
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3.2.4 Unendliche Randbedingungen

Mit dem konvergierten iMPS lassen sich Erwartungswerte des Grundzustands, ins-
besondere Korrelationsfunktionen, bestimmen, ohne dass Rénder oder eine endliche
Grofle des Systems die Ergebnisse verfilschen. In einigen Anwendungen kann die
endliche DMRG jedoch nicht ohne Weiteres durch iDMRG ersetzt werden. Insbe-
sondere nicht, wenn keine Translationssymmetrie vorhanden ist, wie bei der Berech-
nung der Antwort des Systems auf eine lokale Stérung. In diesem Zusammenhang
wurden in Ref. [21] sogenannte ,unendliche Randbedingungen® (IBC) eingefiihrt.
Dabei werden die Tensoren eines iMPS nur in einem endlichen Fenster als Varia-
blen behandelt und ansonsten konstant gehalten, dhnlich wie bei einer Iteration im
iDMRG-Algorithmus. Unter der Einschrankung, dass der Hilbert-Raum auflerhalb
des Fensters nur durch die Basiszustinde des Ausgangszustands aufgespannt wird,
sind Verfahren fiir endliche Systeme so auch im thermodynamischen Limes einsetz-
bar.

Um einen Matrixproduktoperator auf einen MPS mit solchen Randbedingungen
anzuwenden, sind die entsprechenden Matrixelemente der linken und rechten Um-
gebung notig, z.B. L und R fiir den Hamilton-Operator H. Diese kénnen mit dem
in Ref. [22] beschrieben Verfahren bestimmt werden, fiir H ergeben sie sich jedoch
bei ausreichend vielen Iterationen bereits als Nebenprodukt in der Berechnung des
Grundzustands mit der iDMRG. Genau genommen divergieren L und R wegen der
endlichen Energie pro Gitterplatz. Dieser Anteil hdngt aber nur von den Tensoren
auflerhalb des Fensters ab und ist daher nicht von Bedeutung.

Der iMPS-Ansatz kann zwar auf angeregte Zustédnde erweitert werden [23], aller-
dings ist die Berechnung mit der herkémmlichen iDMRG dann nicht mehr moglich.
Eine einfache Methode, die Systemgrofienabhéngigkeit in der Bestimmung von Ener-
gieliicken mit der DMRG zu reduzieren, ist die Verwendung der oben beschriebenen
Randbedingungen [10]. Mit Systemgrofle ist in hierbei die Anzahl der Gitterplétze
L innerhalb des Fensters gemeint. Nachdem man mittels iDMRG die iMPS-Form
des Grundzustands und die Randtensoren des Hamilton-Operators berechnet hat,
konnen dieselben Verfahren wie fiir endliche Systeme benutzt werden. Im Gegensatz

AFEAFAFAFAFAEFA

Vo) = -+ T
A T EA/[O] 0 A 2l Arf2] (8] A(8] pr[4] A/[4]E r A

Abb. 3.8: Oben: Ein translationsinvarianter Grundzustand |i¢g) wird als iMPS an-

genéhert. Unten: Allgemeiner Zustand |¢)') bei unendlichen Randbedin-

gungen zu |¢y). Die Tensoren kénnen sich nur innerhalb eines endlichen
Fensters dndern, das hier aus L = 4 Gitterplédtzen besteht.
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3.3 Verschrdnkungsentropie und zentrale Ladung

zu diesen werden dabei nicht die Quantenzahlen des Gesamtsystems, sondern die
entsprechenden Mittelwerte in dem Fenster vorgegeben.

Wihrend man bei der Zeitentwicklung nach einer lokalen Stérung argumentieren
kann, dass sich die Tensoren in grofleren Abstéanden nur geringfiigig d&ndern, ist in
der Bestimmung angeregter Zusténde nicht klar, inwiefern die fiir den Grundzustand
optimierte Basis noch geeignet ist. Eine Extrapolation L — oo fiir die berechneten
Energieliicken ist daher immer noch erforderlich. In jedem Fall liefern die Liicken
zu fester Fenstergrofle jedoch eine obere Schranke. Wenn die iMPS-Néaherung hin-
reichend genau ist, bleibt die Grundzustandsenergie beim Erhohen der Fenstergrofie
nahezu konstant. Der Hilbert-Raum des Gesamtsystems wichst, wobei alle Zustidnde
der kleineren Fenster noch enthalten sind, d.h. die angeregten Energien und damit
die Liicken werden als Funktion von L monoton abfallen.

3.3 Verschriankungsentropie und zentrale Ladung

Wenn man aus einem System, dass sich in einem reinen Quantenzustand [¢) be-
findet, einen Teil A herausgreift, wird dieser durch eine reduzierte Dichtematrix p,
beschrieben. Ein Maf fiir die Verschrinkung mit dem Rest des Systems B ist die
Von-Neumann- oder Verschrankungsentropie

Sap = —Sp(paln(pa)) = = > waIn(w,), (3.62)

wobei w; die Eigenwerte von p, sind. Im thermodynamischen Limes ist Syp fiir
Grundzustédnde lokaler Hamilton-Operatoren mit Energieliicke proportional zur Ober-
fliche zwischen A und B [16]. Fiir eindimensionale Systeme bedeutet dies, dass die
Verschrankungsentropie S(L/2, L) zwischen der linken und rechten Hélfte mit stei-
gender Gitterldnge L gegen einen festen Wert konvergiert.

In kritischen eindimensionalen Systemen ist die Situation anders: S(L/2, L) diver-
giert logarithmisch, mit einem von der Universalitdtsklasse abhéngigen Vorfaktor.
Genauer gilt fiir die Verschrankungsentropie zwischen den Untersystemen {1, ...,1}

und {{+1,..., L} [24]:

. gln((L/ﬂ)sin(ﬂl/L))—i-so, OBC (3.63)
T gln((L/w)sin(ﬂl/L))Jrsl, PBC (3.64)

bei offenen bzw. periodischen Randbedingungen. ¢ ist darin die zentrale Ladung der
zur Universalitéitsklasse korrespondierenden konformen Feldtheorie, sy und s; sind
nichtuniverselle Konstanten.

Um kritische Punkte zu kennzeichnen, ist es wiinschenswert ihre zentrale Ladung zu
kennen. Die DMRG ist zur Bestimmung von ¢ geeignet, da im Verlauf eines Sweeps
an jeder Bindung das Eigenwertspektrum berechnet wird, welches sofort die entspre-
chende Entropie liefert. ¢ kann z.B. durch eine Approximation von S(l, L) mit einer
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Funktion gemé Gl. (3.63) bzw. (3.64) ermittelt werden, wobei periodische Randbe-
dingungen wegen des geringeren Einflusses der endlichen Systemgréfie vorzuziehen
sind. Geeigneter ist jedoch ein direktes Einsetzen in die aus Gl. (3.64) abgeleitete
Beziehung
¢ = S(L/2—1,L)—S(L/2,L)’ (3.65)
oo (7)]

da die unbekannte Konstante dort eliminiert wurde [25]. Die berechnete Grofle wird
c; genannt, um sie von dem physikalischen ¢ zu unterscheiden, das unabhingig
von der Systemgrofien ist. An einer Bindung mit Matrixdimension yx ist die Ver-
schrankungsentropie maximal S = In(). Wahrend endliche Zustdnde auch in kri-
tischen Systeme als MPS ausgedriickt werden koénnen, ist eine genaue iMPS-Dar-
stellung aufgrund der im thermodynamischen Limes divergierenden Verschréankungs-
entropie daher nicht moglich. Dies hatte sich bereits in den Korrelationsfunktionen
gezeigt, die in einem iMPS fiir grofle Absténde zwangslaufig exponentiell abfallen.
Aus dem Zusammenhang zwischen der Verschrinkungsentropie an einem Schnitt
durch den translationsinvarianten Grundzustand und der verwendeter Matrixdimen-
sion kann durch ein Finite-Entanglement-Scaling die zentrale Ladung ¢ bestimmt
werden [26]:

S, = 1w, (3.66)
NCES

Voraussetzung hierfiir ist allerdings ein sehr gut konvergierter iMPS. Aus diesem
Grund ist eine Berechnung iiber die ebenfalls von x abhéngige kiinstliche Korrela-
tionsldnge &, besser geeignet:

_c
6
wobei sy eine nichtuniverselle Konstante ist und 1 < &, < &nys vorausgesetzt

wird [17]. Anschaulich kann Gl. (3.67) verstanden werden, indem man in Gl. (3.63)
die Systemlange L durch &, ersetzt.

Sy In(&,) + so, (3.67)

3.4 Berechnung von Spektralfunktionen mittels Zeitentwicklung

Spektralfunktionen kénnen mit MPS-Verfahren direkt im Frequenzraum (dynami-
sche DMRG [27], Lanczos-DMRG [28]) oder iiber die Fourier-Transformation der
entsprechenden zeitabhingigen Grofien berechnet werden. In dieser Arbeit wird letz-
tere Methode verwendet, um dynamische Strukturfaktoren aus Korrelationsfunktio-
nen

Cig(r) = (%ol O}(1)0; (0) o) (3.68)
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zu bestimmen, wobei O( ) ein lokaler Operator im Heisenberg-Bild ist. Zunéchst
approximiert man hierfiir den Grundzustand [¢) als MPS und wendet den Operator
O; an. AnschlieBend lisst man den neuen Zustand [¢g) = Oli) eine Reihe von
kleinen Zeitschritten 07 durchlaufen, nach denen jeweils die Erwartungswerte

Cis () = (ol OTe =T |dg) = 07 (444(0)| OF [ (7)),

(3.69)
T=ndér, n=0,1,..

fiir alle gesuchten j berechnet werden. Da |¢(0)) und |¢{(7)) verschieden sind,
ist dabei in dem Fenster eine Summation iiber alle physikalischen Indizes nétig.
AufBlerhalb des Fensters sind die Tensoren beider Zustdnde hingegen identisch, sodass
die Links- und Rechtsnormierungen ausgenutzt werden kénnen:

Wo(O)IONdo(r)) = D (e31O;10}) Sp (A7 A ATA™ A, A7) (3.70)

/
o'
J

3.4.1 Zeitabhdngige Dichtematrixrenormierungsgruppe

Die Zeitentwicklung entspricht der Anwendung des Operators U (1) = e—iHT , der,
wenn der Hamilton-Operator héchstens Néchste-Nachbar-Terme enthélt, durch eine
Suzuki-Trotter-Zerlegung angendhert werden kann. Zu diesem Zweck wird H als eine
Summe von Operatoren izj ausgedriickt, die jeweils nur auf die Gitterplitze j und

J + 1 wirken:
A=Yh (3.71)
J

Fiir das Hubbard-Modell wére z.B. die Aufteilung

iL‘ _ _t(éijétj—i-l —+ é;'éi,j-&-l =+ H.C.) —+ U(TAZTJ'TAZM' + flT7j+1TAl¢,j+1), ] ungerade
j At A RA ‘
=364 541 + €156, 54 T Hee), J gerade
(3.72)

denkbar. Die zu den geraden j gehorenden Terme kommutieren miteinander, genauso
wie die zu den ungeraden j. Demnach kann H in zwei Anteile

H=Hs+H B>
[:[A = Zilj, [:IB = Zﬁj’ (373)
j ungerade J gerade
aufgespalten werden, deren Exponentiale leicht berechenbar sind, denn e~imhi ent-

spricht lediglich einem Matrixexponential der Dimension d? x d? und es gilt

e—iTﬁA _ H e—iTﬁj’ e—iTHB _ HG_iTiLj. (374)

j ungerade j gerade
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Durch geeignete Kombination der Operatoren in Gl. (3.74) kénnen nun Suzuki-
Trotter-Approximationen des Zeitentwicklungsoperators konstruiert werden, z.B. [29]

. {eiTﬁAeirﬁB + 0(7_2>

P . ~ cs—1 . ~ cs—1 . 2 .5 1y
e*l%THAe—ZSTHB ezSTTHAez@s—l)THB 6zSTTHAe—ZSTHB€7157'HA 4 0(7_5) ’
(3.75)

in erster und vierter Ordnung, wobei s = (2 — 2%)*1 ist. Offensichtlich wird dabei
die Unitaritét von U(7) erhalten.

Nach der Anwendung eines Operators ethiT ist, wie bei der Losung des Eigen-
wertproblems in der DMRG (3.37), die MPS-Struktur an der entsprechenden Bin-

. . g4 (o} .
dung zerstort, d.h. die Tensoren Ag’ ... und A, . werden durch einen Tensor
) j—10aj jAj+1

Vg %78, ersetzt. Um die Zeitentwicklung an den anderen Bindungen fortsetzen zu

kénnen, ist eine Zerlegung von Wg!™%!  gemif Gl (3.44) notig. Ein exponentiel-
les Wachstum der Matrixdimensionen wird verhindert, indem man sich auf die y
grofiten Singuldrwerte beschrankt. Als Mafl fiir den dadurch verursachten Fehler
lasst sich wieder das Gewicht (3.47) der weggelassenen Basiszustédnde verwenden.
Damit die Trunkierungsvorschrift optimal ist, miissen die iibrigen A-Tensoren al-
lerdings dieselben Normierungsbedingungen wie in der DMRG erfiillen. Es ist da-
her sinnvoll, die Operatoren e~#4 und e~ 5 in Form eines Sweeps anzuwen-
den, was man als zeitabhéngige DMRG oder tDMRG bezeichnet. Die Reihenfol-
ge der Operatoren in einer Zerlegung erster Ordnung nach Gl. (3.75) lautet dann
e=irhie=iths  =ithi—1=ithi2 _e=ith: Dg gich die Position jeweils um zwei Gitter-
pléatze verschiebt, ist gegeniiber der DMRG eine zusétzliche Singularwertzerlegung
notwendig, um mit der in Abschnitt 3.1.1 beschriebenen Methode die geeigneten
Links- und Rechtsnormierungen zu erreichen.

Der urspriingliche tDMRG-Algorithmus wird bei offenen Randbedingungen durch-
gefiihrt. Ziel ist es jedoch, die Spektralfunktionen eines unendlich ausgedehnten Sys-
tems zu bestimmen, weshalb man Cj;(7) nur in einigem Abstand von den Réndern
berechnet, z.b. j = L/2, |L/2 —i| < L/4, und Ciyy (1) = Cyj(7) fiir | € Z an-
nimmt (Translationssymmetrie im thermodynamischen Limes vorausgesetzt) [30].
Zudem ist die maximale Zeit, fiir die Cj;(7) noch verwendbar ist, durch die Sys-
temgrofe beschrankt. Eine urspriinglich lokalisierte Storung verteilt sich ndmlich
mit der Zeit iiber das Gitter, bis sie schlieflich auf den Rand trifft, wo eventuell
Riickreflektionen auftreten. Diese bewirken, dass die Ergebnisse nicht mehr die Si-
tuation im thermodynamischen Limes widerspiegeln.

Indem man den Grundzustand als iMPS annédhert und die unendlichen Randbe-
dingungen verwendet, lassen sich die oben genannten Probleme vermeiden [21]. Der
Operator O, bricht die Translationssymmetrie, sodass in der Zeitentwicklung streng
genommen unendlich viele Tensoren aktualisiert werden miissten. Es geniigt jedoch,
sich auf die eines endlichen Teilsystems der Lénge L, das den gestorten Gitterplatz
enthélt, zu beschrianken. Auflerhalb dieses Fensters werden die Tensoren konstant
gehalten, was bedeutet, dass die Zeitentwicklung dort nur in dem urspriinglichen
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Hilbert-Raum stattfindet. Man kann den effektiven Hamilton-Operator des Gesamt-
systems wie folgt zerlegen:

~

-1
H=h+h+> h (3.76)

1

J

wobei sich izl und iz, aus einer Multiplikation der Randtensoren der iDMRG-Rechnung
mit einem geeigneten Vektor aus lokalen Operatoren am Gitterplatz 1 bzw. L erge-
ben. h; und h, wirken auf die linke bzw. rechte Umgebung und den angrenzenden
Gitterplatz des Fensters, weshalb sie mit den ﬁj—Termen fiir gerade 7 kommutieren
und in der Suzuki-Trotter-Zerlegung zu Hp hinzugezahlt werden. Im Zeitentwick-
lungsoperator ergeben sich dann zwei zusétzliche Matrizen der Dimension dy x dx
fiir e~ und e~ |

U(07)[vo) =

e — [ e =

Abb. 3.9: Anwendung des Zeitentwicklungsoperators in einer Suzuki-Trotter-
Zerlegung erster Ordnung bei unendlichen Randbedingungen.

3.4.2 Fehlerquellen

Im tDMRG-Algorithmus entstehen Fehler zum einen durch die Suzuki-Trotter-Zer-
legung des Zeitenwicklungsoperators, zum anderen durch die Trunkierung der Ma-
trixdimensionen. Der erstgenannte Fehler verhélt er sich fiir eine Zerlegung n-ter
Ordnung wie O(707"), d.h. er nimmt linear mit der simulierten Zeit 7 zu und lésst
sich durch die Ordnung der Zerlegung und die Schrittweite 07 kontrollieren. Dagegen
wichst der Zweitgenannte nahezu exponentiell mit der Anzahl der Schritte, was die
berechneten Daten nach einer gewissen Zeit unbrauchbar macht [31]. Indem man
die Trunkierungsfehler durch Erhéhen der Matrixdimensionen y verringert, kann
dieser Effekt verlangsamt werden. In der Regel nimmt jedoch in einem gestorten
Zustand die Verschréinkung mit der Zeit zu, wodurch immer gréflere x notig wer-
den, um den Trunkierungsfehler pro Schritt konstant zu halten. Maximal kann die
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Verschriankungsentropie dabei linear mit 7 steigen, was ein exponentiellen Wachstum
von y notwendig machen wiirde [16]. Fiir lange simulierte Zeiten ist die Rechnung
daher nicht mehr praktikabel. Es gibt unterschiedliche Ansétze, die zugénglichen
Zeiten zu vergroflern. Am einfachsten ist eine Extrapolation aus den berechneten
Werten mit der im néchsten Abschnitt beschriebenen linearen Vorhersage.

Wenn ein iMPS als Ausgangspunkt dient, tritt ein zusétzlicher Fehler durch die
Verwendung der unendlichen Randbedingungen auf, die den Hilbert-Raum aufler-
halb des Fensters einschrianken. In Ref. [21] wurde jedoch durch einen Vergleich der
Ergebnisse fiir unterschiedliche Fenstergrofien gezeigt, dass dieser Fehler zumindest
innerhalb des Fensters vernachléssigbhar ist.

Da in jedem Fall nur eine endliche Anzahl von Datenpunkten vorhanden ist, tritt bei
der Fourier-Transformation zwangsléufig ein Leckeffekt auf, d.h. es wird die Faltung
der eigentlichen Spektralfunktion mit der Fourier-Transformierten Flw](w) der ver-
wendeten Fensterfunktion w(7) berechnet. Je kleiner 7,y ist, desto stérker wird das
Spektrum dabei verschmiert. Ein einfaches Abschneiden der Korrelationsfunktionen
bei |7| = Tmax entspricht einem rechteckigen Fenster

L 7] < Tmax
Wrl\T) = 3.77
mit Fourier-Transformierter
1
‘F[wr] ((U) = — Sin(WTmax)/wa (378)
T

weshalb in diesem Fall zudem unerwiinschte kiinstliche Oszillationen auftreten. Durch
andere Funktionen w(7), die sich fiir 7 — Tyax stetig null anndhern, kann dieser Ef-
fekt vermieden werden.

3.4.3 Lineare Vorhersage

Unter Umstédnden kann aus den mit tDMRG berechneten Werten im Intervall 0 <
T < Tmax €ine Extrapolation zu grofleren Zeiten ausgefithrt und so die Auflésung
im Frequenzraum verbessert werden. Die Beschreibung der Methode folgt Ref. [32].
Seien N + 1 Messwerte zy,...,xny gegeben, die im gleichen zeitlichen Abstand von-
einander liegen. In der linearen Vorhersage wird nun der Ansatz

p
=1

verwendet, wobei p < N/2 ein vorgegebener Parameter ist. Man wahlt die Koeffizi-
enten a; so, dass die vorhandenen z; in einem Intervall {N — N, ..., N} moglichst
gut reproduziert werden, z.B. durch Losung des linearen Ausgleichsproblems

N

min ( Z |, — xa 7). (3.80)

n:N—Nﬁt
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Mit bekannten a; lassen sich prinzipiell beliebig viele zusétzliche Datenpunkte erzeu-
gen, die aber im Allgemeinen immer stéarker von den korrekten Werten abweichen
werden, sodass trotzdem eine Fensterfunktion nétig ist. Zur Interpretation bietet
sich eine Schreibweise in Matrixform an:

Tn+1 Tn ap az asg -+ G
T Tn—1 1 0 0 0
Tp_1 — | znoe |. o 1 0 --- 0 ' (3.81)
Tn42—p Tn41—p 0 ... 0 1 0
—'A

Aus dieser Gleichung geht hervor, dass die lineare Vorhersage einer wiederholten An-
wendung der Matrix A auf den Vektor Zn = (z, ..., :UNH,p)T entspricht. Es ergibt
sich daher eine Uberlagerung exponentieller Terme mit den komplexen Eigenwerten
a; von A als Basis, was oszillerenden und exponentiell gediampfte Beitragen ent-
spricht. Je grofler die Anzahl p der Eigenwerte ist, desto genauer kann die Funktion
theoretisch wiedergegeben werden. Gleichzeitig stehen weniger Gleichungen fiir die
Bestimmung der Koeffizienten a; zur Verfiigung, sodass diese eventuell schlechter
an den weiteren Verlauf der Funktion angepasst sind. Die optimale Wahl fiir p ist
also nicht offensichtlich. Wenn der Ansatz geeignet ist, sollten die Ergebnisse jedoch
nicht stark von p oder Lg; abhéngig sein [32]. Eventuell tauchen auch unphysikali-
sche Eigenwerte |o;| > 1 auf, die fiir 7 — oo zu Divergenzen fiithren. In diesem Fall
setzt man z.B. a; — a; /|

Der implizierte exponentielle Ansatz ist vor allem dann geeignet, wenn das Spek-
trum von wenigen Polen dominiert wird. In kritischen eindimensionalen Systemen
fallen die Korrelationsfunktionen mit einem Potenzgesetz beziiglich der Zeit ab. Die
Uberlagerung der exponentiellen Terme approximiert diesen Verlauf dann fiir be-
grenzte Zeiten.
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4 Erweitertes Bose-Hubbard-Modell

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit dem um abstoflende Néchste-Nachbar-Wechsel-
wirkungen erweiterten Bose-Hubbard-Modell bei Temperatur 7' = 0. Wie auch
im Modell mit Wechselwirkungen ausschliefllich zwischen Teilchen am selben Git-
terplatz, sind abhédngig von den Parametern des Hamilton-Operators suprafluide
und isolierende Zustdnde moglich. Die Ausweitung auf néchste Nachbarn fiihrt je-
doch dazu, dass im isolierenden Parameterbereich zwischen mehreren Phasen unter-
schieden werden kann. Neben den anschaulich leicht verstdndlichen Mott-Isolator-
(MI) und Ladungungsdichtewelle-Zustanden (CDW) taucht auch eine symmetrie-
geschiitzte topologische Phase auf. Diese wurde zuerst in Ref. [33] erkannt und durch
néherungsweise Abbildung auf ein Spin-1-Modell als verallgemeinerte Haldane-Phase
erklart. Es folgten weitere Untersuchungen durch analytische und numerische Ver-
fahren [34, 35], sodass dieser Zustand inzwischen gut verstanden ist. Wir benutzen
die DMRG, um einige der theoretischen Vorhersagen zu iiberpriifen und experi-
mentell relevante dynamische GroBen zu berechnen. Im folgenden Abschnitt wird
zunéchst das Bose-Hubbard-Modell hergeleitet und anschliefend der Einfluss der
zusétzlichen Nachste-Nachbar-Wechselwirkung diskutiert.

4.1 Diskussion des Modells

Es werden identische Bosonen in einem eindimensionalen periodischen Potential
Vi betrachtet. Zunéchst sei das System endlich und bestehe aus L Gitterpldtzen
mit periodischen Randbedingungen. Eine mogliche Einteilchenbasis ist durch die
Energieeigenfunktionen des Einteilchen-Hamilton-Operators gegeben. Aufgrund der
Periodizitét des Potentials handelt es sich um Bloch-Zusténde |ty,,), wobei

2
k=—n+ 15 j=1,..L (4.1)
L
der Quasiimpuls und n der Bandindex ist. Aus den Bloch-Wellen kénnen durch
Fourier-Transformation fiir jedes Band lokalisierte Wannier-Zustiande gebildet wer-
den, deren Wellenfunktionen wie folgt miteinander zusammenhéngen:

Win (2 — ;) = wjp (v —x5), 1,5 €{1,...,L}. (4.2)

Dabei gehéren die Punkte x; zu den durch das Potential definierten Gitterplétzen,
d.h. Vo(x — ;) = V(o — ). Die Wannier-Zusténde bilden eine alternative Ortho-
normalbasis, die besser zur Beschreibung der Wechselwirkung geeignet ist. Falls es
eine ausreichend grofie Liicke zu dem ersten angeregten Band gibt, geniigt es den
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sich auf Zustédnde im niedrigsten Band zu beschréanken. In diesem Fall ergibt sich
genau ein Zustand pro Gitterplatz, da jedes Band aus L Quasiimpulsen besteht.
Der Hamilton-Operator H des Vielteilchensystems setzt sich aus Einteilchen-Termen
durch die kinetische Energie und das duflere Potential und Zweiteilchen-Termen
durch die Wechselwirkung U der Bosonen untereinander zusammen. Um H in der
Wannier-Basis anzugeben, werden die Matrixelemente

h? -
ijnm = /w:‘n(x) (——A + Vg(x)> Wi () de, (4.3)
2m
it m! ]_ % *
vy =5 [ [ wn@w U @) dedy (49

benotigt.

4.1.1 Lokale Wechselwirkung

Beschrinkt man sich auf ein einziges Band und setzt zudem t;; = —#d;;_; und

Uii/jjl = Ud;j0yj0;7, gelangt man zum eindimensionalen Bose-Hubbard-Modell

L L L

o= _tZ(szle +b;r+1bi> ‘f'EZ”z(nz - 1) _:uznia (4.5)
=1 =1 =1

oL, =By, (4.6)

[b],b;]_ = 63, (4.7)
[01,01] = [bi,b;]_=0. (4.8)

H kommutiert mit dem Operator N = > ;i der Gesamtteilchenzahl, sodass beide
Operatoren gleichzeitig diagonalisierbar sind. Welchen Eigenwert N der Grundzu-
stand hat, hingt von dem chemischen Potential x ab. In der hier verwendeten ka-
nonischen Betrachtungsweise wird stattdessen N vorgegeben und der Hilbert-Raum
entsprechend eingeschréankt.

Sei nun die Dichte p = N/L ganzzahlig. Fiir U = 0 sind alle Bosonen im niedrigsten
Quasiimpulszustand b = % >, e 13;, withrend sich fiir t = 0 eine feste Anzahl Teil-
chen an jedem Gitterplatz befinden, d.h. ((7; — p)?) = 0. Die beiden Zusténde sind
im thermodynamischen Limes L — oo die Grenzfille zweier verschiedener Phasen.
Oberhalb eines kritischen Verhéltnisses (U/t). bildet das System einen Mott-Isolator
mit endlicher Energieliicke AE, fiir Ladungsanregungen. Bei kleineren U/t ist der
Grundzustand ein Suprafluid (SF) und AE, = 0. In der SF-Phase divergiert die
mittlere Anzahl der Teilchen im niedrigsten Impulszustand, eine makroskopische
Besetzung liegt in 1D jedoch nicht vor, solange U # 0 ist.
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4.1 Diskussion des Modells

Der Quantenphaseniibergang zwischen SF und MI gehort zur Kosterlitz-Thouless-
Universalititsklasse [36]. Fiir p = 1 findet er Ref. [37] zufolge bei (U/t)?=! = 0.3057!
statt. Falls p ¢ N befindet sich das System immer in einem suprafluiden Zustand. Im
grofkanonischen Ensemble nehmen die Mott-Isolatoren fiir U/t < (U/t). endliche
Intervalle (p” (U/t), p/.(U/t)) des chemischen Potentials ein, zwischen denen die su-
prafluide Phase liegt. Bei U/t = (U/t)? und p = p_[(U/t)?] = py[(U/t)?] findet der
Kosterlitz-Thouless-Ubergang statt. Die iibrigen Phaseniibergéinge, an denen sich
die Dichten dndern, gehoren zu einer anderen Universalititsklasse.

4.1.2 Niachste-Nachbar-Wechselwirkung

Indem man UZ/JJI = U(Sij(Si/j/(Sii/ + Vaijéi/j/(6i17i+1 + 51'/’1',1) SetZt, erhalt man das erwei-
terte Bose-Hubbard-Modell mit Néchste-Nachbar-Wechselwirkungen:

L L

L

- - o U

H=—tY (blb;,, +b,,b,) + 5 D i+ 1)+ VY i (4.9)
=1

i=1 =1

Im Folgenden wird nur der Fall p = 1 betrachtet. Bei ausreichend kleinem Hiipfpara-
meter ¢ ist das System in einem isolierenden Zustand. Aufgrund der ldnger reich-
weitigen Wechselwirkung existieren neben dem MI nun jedoch weitere Phasen, in
Abhéngigkeit vom Verhéltnisse V/U. Bei konstanten ¢ und U sind im Grenzfall
V' — oo die Bosonen so angeordnet, dass keine besetzten néchsten Nachbarn vor-
kommen, was zu einem zweifach entarteten Grundzustand fithrt. Der Unterraum
wird durch zwei Zustdnde aufgespannt, die durch Verschiebung um einen Gitter-
platz ineinander iibergehen, d.h. die Translationssymmetrie des Systems ist spontan
gebrochen. Dies gilt auch fiir endliche V/U und V/t, wo es Fluktuationen der loka-
len Teilchenzahl gibt. Wenn man die Entartung durch eine infinitesimale Stérung
aufhebt, ist die Dichte an geraden und ungeraden Gitterpldtzen verschieden. Ent-
sprechend lésst sich der Ordnungsparameter

1 . .
Ocpw = §<¢0|ni - ni+1\¢0> (4-10)

definieren.

Zwischen der Ladungsdichtewelle und dem Mott-Isolator gibt es einen Haldane-
Isolator (HI). Um dessen Existenz anschaulich zu begriinden, wird die Anzahl der
Bosonen pro Gitterplatz auf maximal n;, = 2 beschriankt, sodass Gl. (4.9) durch die
Ersetzungen

auf ein Spin-1-Modell abgebildet werden kann. Der Hamilton-Operator lautet dann

] u Qz Oz Gz At AN— A_A
= 52(&-)2 + V;Si - t;(SjSiH—l—Si St (4.12)

7
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4 Erweitertes Bose-Hubbard-Modell

—t}j[ 2 —1)28%,85,57 5 — (¢§—n(zﬂgﬂs +S+§ﬁ¥)+Hc],

wobei ein konstanter, zur Gesamtteilchenzahl proportionaler Term VN weggelassen
wurde. Wenn man die zweite Zeile in Gl. (4.12) vernachléssigt ergibt sich das X X Z-
Modell mit einer lokalen Anisotropie. Dieses besitzt bekanntermafien eine symme-
triegeschiitzte Haldane-Phase [15].

Das Vorzeichen der S*S~-Terme ist hier allerdings umgekehrt. Wie in Ref. [15]
angemerkt, wird dieser Unterschied durch die unitédre Transformation 'z 25 (1755
also einer Rotation der Spins um die z-Achse, aufgehoben. Dementsprechend ist
die HI-Phase des erweiterten Bose-Hubbard-Modells durch die Inversionssymmetrie

nach der Spinrotation geschiitzt, was auf die Symmetrie unter
T =S5 T (4.13)

fithrt. Durch Hinzunahme der iibrigen Terme in Gl. (4.12) wird Z’ nicht gebro-
chen. Im Bosonen-Modell gilt die Symmetrie, wenn die Gesamtteilchenzahl modulo
2 konstant ist. Da N = L festgelegt wird, ist der Grundzustand invariant unter Z'.
Zeitumkehr- und Dy-Symmetrie sind hingegen gebrochen, sodass sie die HI-Phase
nicht schiitzen konnen.

Bis jetzt wurden maximal n;, = 2 Bosonen pro Gitterplatz angenommen, was nur
fiir starke Wechselwirkung gerechtfertigt ist. Um auch Zustdnde mit n > 2 iiber
Gl (4.11) auf ein Spinmodell abbilden zu kénnen, muss der Betrag der lokalen
Spins erhoht werden. In dem effektiven Modell entspricht p = 1 dann einer endli-
chen Magnetisierung. Numerische Untersuchungen haben gezeigt, dass der HI auch
nach Erhohen von ny, vorhanden ist [34].

4.2 Numerische Ergebnisse [1]

Prinzipiell kénnen sich an einem Gitterplatz unendlich viele Bosonen befinden. In der
numerischen Behandlung muss man die lokalen Hilbert-Raume jedoch auf endliche
Dimensionen einschrianken, was mit einer Begrenzung der Besetzungszahlen auf ma-
ximal ny, Bosonen erreicht wird. Gerechtfertigt wird dies durch die lokale abstoflende
Wechselwirkung, die dazu fiihrt, dass die Energie an einem Gitterplatz quadratisch
mit der Besetzungzahl zunimmt und somit Zustdnde mit groen n unwahrscheinlich
werden. Je geringer ny,, desto weniger aufwendig sind die Rechungen. Welcher Wert
fiir eine genaue Beschreibung des Systems ausreicht, hédngt von den Parametern des
Hamilton-Operators ab. Im Folgenden wird, wenn nicht anders angegeben, ny = 2
gesetzt, da der Schwerpunkt auf den isolierenden Phasen liegt.

4.2.1 Phasendiagramm

Da in dem erweiterten Bose-Hubbard-Modell nur der verallgemeinerte Haldane-
Isolator topologisch nichtttrivial ist, kann er von dem Mott-Isolator und der La-
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4.2 Numerische Ergebnisse [1]

dungsdichtewelle anhand des Verschrankungsspektrums unterschieden werden. Am
einfachsten ist dabei die Berechnung mittels iDMRG, d.h. man betrachtet die re-
duzierte Dichtematrix fiir einen Schnitt durch das translationsinvariante System
im thermodynamischen Limes. Alternativ kann das Verschrankungsspektrum e zwi-
schen den zwei Halften eines endlichen Systems verwendet werden, wobei es dann al-
lerdings eine gewisse Abhéangigkeit von der Systemgrofie gibt. Bei periodischen Rand-
bedingungen wird die Entartung vierfach, da es in diesem Fall zwei Beriihrungspunk-
te zwischen den beiden Untersystemen gibt [38].

8 AN B I
A A 4
MI Y ot
o
HI o °
90 g g o
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Abb. 4.1: Verschriankungsspektrum e fiir U/t = 5. In der HI-Phase sind alle Ei-
genwerte entartet, weshalb €; = €3 und €3 = ¢4 ist. Hingegen ist in der
Ladungsdichtewelle und dem Mott-Isolator z.B. €; # €.

In Abb. 4.1 ist € fiir U/t = 5 angegeben. Bei Abwesenheit von Nichsten-Nachbar-
Wechselwirkungen V/t = 0 befindet sich das System in der MI-Phase und e ist nicht
entartet. Wenn man V/t weit genug erhoht, findet ein Wechsel zu einer Phase mit
zweifach entartetem Spektrum statt, die als HI identifiziert wird. Noch grofiere V/t
fithren zu einem Ubergang in die CDW-Phase, in der ¢ wieder trivial ist.

Mit dieser Methode kénnen die isolierenden Phasen leicht voneinander abgegrenzt
werden. Da die suprafluide Phase keine Energieliicke besitzt, fallt sie aulerhalb der
obigen Klassifikation mittels des Verschrankungsspektrums. Sie kann jedoch z.B.
anhand der zentralen Ladung erkannt werden, sodass sich insgesamt das Phasendia-
gramm in Abb. 4.2 ergibt. Oberhalb vom Kosterlitz-Thouless-Ubergang U Jt =~ 1.5
des Standard-Bose-Hubbard-Modells gibt es keine SF-Phase, sodass das System fiir
alle V/t > 0 isolierend ist. Die HI-Phase wird mit zunehmender Stirke der Wech-
selwirkung immer schmaler, bleibt aber innerhalb des hier betrachteten Intervalls
0 < U/t < 8 endlich. Hohere maximale Bosonenzahlen n;,, > 2 verschieben den
Kosterlitz-Thouless-Ubergang zu groBeren U /t und fiithren zu einer deutlich ausge-
pragteren SF-Phase [35].

35
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Vit

Abb. 4.2: Phasendiagramm des erweiterten Bose-Hubbard-Modells fiir Dichte p = 1
und n, = 2. An den MI-HI- und MI-CDW-Ubergéngen ist die zentrale
Ladung ¢ = 1 bzw. ¢ = 0.5 (siche Abschnitt 4.2.3).

4.2.2 Topologischer Ordnungsparameter

Da der Haldane-Isolator durch eine modifizierte Inversionssymmetrie geschiitzt wird,
muss der topologische Ordnungsparameter entsprechend angepasst werden. Die Ro-
tation der Pseudospins um die z-Achse wird beriicksichtigt, indem man in GI. (3.28)

EUO./ = (—500/)”"“, ﬁ|0’> = TZO—|O'> (414)

anstelle der Identitéitsmatrix I setzt. Wegen X2 = I gilt der Rest der Herleitung in
Abschnitt 3.1.4 auch fiir diese abgewandelte Symmetrie. Die Berechnung erfolgt aus
der iMPS-Néherung des Grundzustands, indem mit einem iterativen Verfahren der
dominante Eigenvektor der verallgemeinerten Transfermatrix 7" bestimmt wird.

Im MI und HI ist der modifizierte Ordnungsparameter Oz = 1 bzw. —1, d.h. die
Symmetrie ist zwar in beiden Fillen erhalten, die Phasenfaktoren in Gl. (3.30) sind
aber verschieden, sodass es einen scharfen Ubergang zwischen den beiden Zustéinden
geben muss. Im Gegensatz dazu sind beide Zusténde trivial beziiglich der gewthnlich-
en Inversionssymmetrie, d.h. O7 = 1. Wegen der spontanen Brechung beider Sym-
metrien ist in der CDW-Phase der grofle Eigenwert von T kleiner als 1 und daher
per Definition Oz = O7 = 0. Demnach lassen sich alle isolierenden Phasen mit dem
Ordnungsparameter Oz unterscheiden, wobei sich dieselben Phasengrenzen, wie aus
dem Verschriankungsspektrum ergeben. Ein gewohnlicher lokaler Ordnungsparame-
ter wie der der CDW-Phase (4.10) kann die topologische Ordnung des HI-Zustands
hingegen nicht messen.

Fiir np > 2 erhélt man, von den genauen Ubergangspunkten abgesehen, dieselben
Ergebnisse. Demnach wird die Phase auch durch Z' geschiitzt, wenn das Modell
nicht mehr als Spin-1-Kette verstanden werden kann.
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Abb. 4.3: Topologische Ordnungsparameter fiir U/t = 5. O7 und Oz konvergieren
bereits fiir kleine Matrixdimensionen yx < 100.

4.2.3 Zentrale Ladung

An den kontinuierlichen Phaseniibergéngen und im SF ist das System kritisch, so-
dass fiir die Verschrankungsentropie Gl. (3.63) und (3.64) gelten. Die jeweilige zen-
trale Ladung ist aus theoretischen Untersuchungen bekannt: auf der MI-HI- und
HI-CDW-Grenze gilt ¢ = 1 bzw. 0.5 [34], im SF ¢ = 1 [36]. An den Phasengrenzen
stimmen die Werte also mit denen im verwandten X X Z-Modell iiberein. ¢ = 0.5
entspricht der Universalititsklasse des zweidimensionalen Ising-Modells.

In der iDMRG wird die zentrale Ladung aus dem Zusammenhang (3.67) zwischen
Verschréankungsentropie S, und kiinstlicher Korrelationslange £, des Grundzustands

T T T
“ Vit =2.76480

T
| V/t=3.32557

20017 _|
vt ot -
| 16 ] o—o m=100| |
wx . 3 c=0,501(4)_ =—=a m =200
100 = 5 55 6 6 65 7 15 8 |k _|
In(,) §
/1
, |
|
Oc - S—a— 4 P :
hd 1
2.5 3 3.5

Abb. 4.4: Korrelationsldnge und Finite-Entanglement-Scaling an der HI-MI- und HI-
CDW-Grenze. Die zentrale Ladung wird durch lineare Regression berech-
net. In Klammern ist der Standardfehler angegeben.
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4 Erweitertes Bose-Hubbard-Modell

bestimmt. Abb. 4.4 zeigt die Korrelationslange fiir feste Matrixdimensionen xy = 100
und 200. Dort, wo eine Anderung der topologischen Invarianten und damit der Ent-
artung des Verschréankungsspektrums stattfindet, besitzt £, ein starkes Maximum,
das mit der verwendeten Matrixdimension x zunimmt. Dies signalisiert eine di-
vergierende physikalische Korrelationslange und damit einen kontinuierlichen Pha-
seniibergang. Wie erwartet ist die sich aus dem Finite-Entanglement-Scaling erge-
bende zentrale Ladung ndherungsweise ¢ = 1 an der HI-MI- und ¢ = 0.5 an der
HI-CDW-Grenze. Man muss die Rechnungen dabei sehr nahe am kritischen Punkt
durchfiithren, um die lineare Abhéngigkeit zwischen In(§,) und S, zu erhalten. Um-
gekehrt bietet dies ein genaues Verfahren zur Bestimmung der Ubergangspunkte.

Eine andere Moglichkeit, die Vorhersagen zu iiberpriifen, ist die Anwendung der
Gl. (3.65) fur ein System bei periodischen Randbedingungen. Auf diese Weise erhélt
man Funktionen ¢ (U, V,t), die Maxima an den Grenzen zwischen den isolierenden
Zusténden und ein Plateau in der SF-Phase besitzen. Die gesuchten zentralen La-
dungen konnen schon bei relativ geringen Systemgrofien L abgelesen werden, wobei
sich wieder eine gute Ubereinstimmung mit den Werten aus der Feldtheorie ergibt.
Auch die Positionen der Maxima sind kaum von L abhéngig, sodass sich, alterna-
tiv zur iDMRG-Methode, die Phasengrenzen aus ¢} (U, V,t) bestimmen lassen. Mit
wachsendem L treten die Uberginge lediglich schérfer hervor, sodass fiir L — oo

o L=32
o L=64

0 0.5

1
Vit
Abb. 4.5: Zentrale Ladung aus endlicher DMRG mit periodischen Randbedingun-

gen.
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nur an den kritischen Punkten c%(U,V,t) # 0 wird. Die Uberginge zur supraflui-
den Phase sind schwieriger zu lokalisieren, weil es dort kein markantes Maximum in
c; (U, V,t) gibt und sich die SystemgroBenabhéngigkeit daher stéarker auswirkt.

4.2.4 Anregungsenergien

An den kontinuierlichen Phaseniibergéngen zwischen HI und CDW oder MI muss
sich die Energieliicke zu den angeregten Zustdnden schlieBen. Man unterscheidet
zwischen Einteilchen- und neutraler Liicke:

AE, = lim [ES(L+1)+ EJ(L—1)—2E5(L)], (4.15)
AE, = lim [E(L) — E§(L)], (4.16)

wobei EL(N) die Energie des n-ten angeregten Zustands eines Systems aus L Git-
terpliatzen bei fester Teilchenzahl N ist. Es ist zu erwarten, dass die Einteilchen-
Anregungen in der neutralen Liicke inbegriffen sind, wodurch AFE,, < AFE, gilt.

In Ref. [35] und [34] wurden AE. und AFE, bereits fiir andere Begrenzungen ny,
der Besetzungszahlen berechnet. Dabei stellte sich heraus, dass die neutrale Liicke
an beiden Ubergingen verschwindet, die Einteilchenliicke hingegen nur zwischen HI
und MI. Um dies zu bestétigen verwenden wird die endliche DMRG und berechnen
die Energiedifferenzen in Gl. (4.15) und 4.16) zunéchst fiir feste L. Aus der Extrapo-
lation L — oo ergeben sich die gesuchten Anregungsliicken. Es werden periodische
Randbedingungen verwendet, wodurch sich Randzustdnde in der HI-Phase vermei-
den lassen, die hier nicht zu den Anregungen gezahlt werden.

2.5 3 3.5
Vit

Abb. 4.6: Neutrale Liicke und Ladungsliicke im thermodynamischen Limes extra-
poliert fiir Systeme mit periodischen Randbedingungen. Durch eine sym-
metriebrechende Stérung kann der scharfe Phaseniibergang aufgehoben
werden.
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Da es in der CDW-Phase zwei entartete Grundzustédnde mit der derselben Teilchen-
zahl gibt, muss dort fiir die neutrale Liicke der Zustand mit der drittniedrigsten
Energie berechnet werden.

Wie in Abb. 4.6 zu sehen, zeigen AFE. und AFE,, qualitativ dasselbe Verhalten, wie fiir
groBere ny,, wobei sich die neutrale Liicke an dem HI-CDW-Ubergang linear schlieBt.
Der Haldane-Isolator ist nur dann notwendigerweise durch einen Phaseniibergang
vom Mott-Isolator getrennt, wenn die modifierte Inversionssymmetrie im Hamilton-
Operator erhalten bleibt. Eine symmetriebrechende Stérung, z.B.

SH=g" [(ﬁj —p)blb, . +He| (4.17)
J

fithrt im Allgemeinen dazu, dass die Haldane-Phase aufgehoben wird. Tatséchlich
geniigt ein kleiner Parameter g/t = 0.1, um dort, wo ansonsten der MI-HI-Ubergang
stattfindet, eine deutliche Anregungsliicke zu 6ffnen.

4.2.5 Dynamischer Dichtestrukturfaktor

Das Bose-Hubbard-Modell wird u.a. durch ultrakalte bosonische Atome in opti-
schen Gittern realisiert. Solche Systeme konnen mittels impulsaufgeloster Bragg-
Spektroskopie untersucht werden, welche den dynamischen Strukturfaktor S(k,w)
liefert. Auf diese Weise wurde bereits der Ubergang zwischen SF- und MI-Phase
experimentell beobachtet [39]. Es stellt sich daher die Frage, inwiefern anhand von
S(k,w) auch zwischen den Phasen des erweiterten Modells, unterschieden werden
kann.

Hier wird S(k,w) unter der Annahme berechnet, dass sich das System in seinen
Grundzustand befindet, d.h. die Temperatur sei 7' = 0. Die Definition des dynami-
schen Strukturfaktors lautet:

S(k,w) = |[(Wnliteltho) 6(Ey — Ey + w), (4.18)
n#0

ﬁk:%zjje

ijk

wobei |tg) und |¢,) den Grund- bzw. n-ten angeregten Zustand bezeichnen. Wenn
die entsprechenden Matrixelemente endlich sind, zeigen sich also die Anregungs-
energien des Systems in S(k,w), wobei nur Zustdnde beitragen, deren Teilchenzahl
mit der von |¢)g) iibereinstimmt. Der Beitrag des Grundzustands wurde in Gl. (4.18)
weggelassen. Er wiirde wegen der endlichen Teilchenzahldichte zu einem Term Ld(w)
bei k = 0 fithren. In der CDW-Phase wire aulerdem ein Delta-Peak bei k = 7 vor-
handen, da dort die Dichte an geraden und ungeraden Gitteplatzen verschieden ist.
Um die Rechnung direkt im thermodynamischen Limes durchfithren zu koénnen,
wird die in Abschnitt 3.4 beschriebene Methode angewendet. Es muss dabei folgen-
de zeitabhéngige Korrelationsfunktion bestimmt werden:

Ciy(7) = (wolity (7)as(0) aho)- (4.20)
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Der Index ¢ wird in die Mitte des Fensters gelegt und bleibt wahrend der Rech-
nung fest. Aufgrund der Translationsinvarianz ist in den MI- und HI-Phasen nur
ein Durchlauf erforderlich. In der CDW-Phase werden hingegen zwei Durchléufe
bendtigt, um sowohl die Korrelationen zwischen stark als auch die zwischen schwach
besetzten Gitterplédtzen zu erhalten.

Die Matrixdimensionen der iMPS-Naherung des Grundzustands sind zunéchst auf
x = 400 festgesetzt. Im Lauf der Zeitentwicklung werden sie auf maximal y = 1000
erhoht, sodass der Trunkierungsfehler €, pro Zeitschritt 1076 nicht iibersteigt.
Fiir den Zeitentwicklungsoperator wird die in Gl. (3.75) angegebene Suzuki-Trotter-
Zerlegung 4. Ordnung mit Schrittweiten d7 < 0.05/t verwendet. Die simulierte Zeit
ist fiir alle Parameter 7., = 15/t.

Um die Genauigkeit der Methode in diesem Modell zu iiberpriifen, bietet sich ein
Vergleich mit Ergebnissen der dynamischen DMRG an. Diese liefert zwangsldufig
Spektren, die mit einer Lorentz-Funktion gefaltet sind. Dementsprechend wird als
Fenster die Funktion

el 7] < Tinax

Wesp(T) = € "l (1) = { (4.21)

0, sonst

verwendet, deren Fourier-Transformation der Faltung einer Lorentz-Kurve mit
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Abb. 4.7: Vergleich zwischen DDMRG und tDMRG (links) und Uberpriifung der
linearen Vorhersage (rechts) in der HI-Phase. Fiir das Spektrum bei n =
0.1 miissen die extrapolierten Werte hinzugenommen werden, da in S(k, w)
ansonsten falsche Oszillationen auftreten.
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Fw,](w) entspricht:

F [ Wexp(w) = (]—"[e_"“'] * }"[wr]) (w), (4.22)

() (). 2

Fiir ausreichend groBie 1 bzw. Tax dhnelt Flweyp|(w) der Lorentz-Funktion. Die
zeitabhéngigen Korrelationsfunktionen werden zusétzlich mit Nullen aufgefiillt um
ein glatteres Spektrum zu erhalten (zero padding). Wie in Abb. 4.7 zu sehen, gibt
es eine exzellente Ubereinstimmung zwischen den beiden Methoden. Das tDMRG-
Verfahren bietet hier jedoch eine groflere Flexibilitéit, da der Parameter n nach der
Rechnung angepasst werden kann. Zudem ist es mdoglich mit linearer Vorhersage
eine Extrapolation fiir 7 — 0o zu versuchen, nachdem die Fourier-Transformation
in den Impulsraum durchgefiihrt wurde. Die vorhergesagten und direkt berechneten
Werte stimmen in den betrachteten Féllen gut {iberein. Demnach kann ein kleineres
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| V/t=1 (MI) [ V/t=5 (CDW)
6 - !
2L B |
g C—r——
0 0.2 0.4 1 .0 0.03 0.06
0 . | . 0 . | .
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| V/t=28(HI) | | V/t=3 (HI) | | v/t=3.3 (HI)
4_ //’\\\ 7 — //l\\\ — — ////\\\\ —
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Abb. 4.8: Dynamischer Strukturfaktor im erweiterten Bose-Hubbard-Modell fiir
U/t = 5 mit einer Verbreiterung n/t = 0.25. Die gestrichelten Linien
zeigen die Maxima bei festem Quasiimpuls k.
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4.2 Numerische Ergebnisse [1]

n gewahlt und so die Auflosung verbessert werden.

Der dynamische Strukturfaktor zeigt in den drei isolierenden Phasen sehr unter-
schiedliches Verhalten. Fiir festen Quasiimpuls k ist das spektrale Gewicht, von der
CDW-Phase abgesehen, jeweils in einem Maximum konzentriert. Die dazugehdrigen
Dispersionen w(k) sind zusammen mit den Dichteplots in Abb. 4.8 angegeben. Im MI
nimmt w(k) im Bereich 0 < k£ < 7 monoton zu, wobei die Kurve ab k ~ 7/2 abflacht
und néherungsweise den Wert U annimmt. Dies entspricht der Energie einer Ein-
teilchenanregung fiir ¢ = 0, dhnlich wie im gewthnlichen Bose-Hubbard-Modell [40].
Oberhalb von dem Hauptmaximum besitzt S(k,w) fur k 2 7/2 zusétzlich einen
kontinuierlicher Anteil.

Im HI fallt die Dispersion fiir grole Quasiimpulse ab, sodass ihr Maximum bei
k = 7/2 liegt. An den kritischen Punkten spiegelt sich die verschwindende Ener-
gieliicke in einem Minimum w(kpi,) &~ 0 wieder. Interessanterweise schlieft sich die
Liicke an den HI-MI- und HI-CDW-Ubergéingen bei unterschiedlichen Quasiimpul-
sen kpin = 0 und Ky = 7.

Anders als im MI und HI, sind in der CDW-Phase zwei Maxima erkennbar. Fiir
k < m/2und k > /2 ist das spektrale Gewicht jeweils in einem dieser beiden Zwei-
ge konzentriert. Dass die Kurve flacher als in den anderen Phasen verlauft, diirfte
auf die insgesamt stédrkere Wechselwirkung zuriickzufiihren sein.

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass S(k,w) dem longitudinalen Spin-Struktur-
faktor des X X Z-Modells fiir S = 1 dhnelt. Insbesondere das Schliefen der An-
regungsliicke bei £ = 0 und £ = 7 wird in den Haldane-Phasen beider Modelle
beobachtet [41].
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5 Erweitertes Hubbard-Modell

In diesem Kapitel wird ein weiteres verallgemeinertes Hubbard-Modell untersucht,
wobei die Teilchen Spin-1/2-Fermionen anstelle von Bosonen sind. Die fermionische
Variante von (4.9) besitzt ein grundsétzlich anderes Phasendiagramm, ohne sym-
metriegeschiitzte topologische Phase. Hier wird daher eine weitere, spinabhingige
Néchste-Nachbar-Wechselwirkung hinzugefiigt, die nur an jeder zweiten Bindung
wirkt und somit die Einheitzelle auf zwei Gitterplatze vergréfert. Durch diesen Term
wird schon bei kleinen Kopplungskonstanten ein Grofiteil des Phasendiagramms
durch einen Haldane-Isolator ersetzt. Im Grenzfall starker Spinwechselwirkung ist
ein Verstidndnis in Analogie zur Haldane-Phase von Spin-1-Ketten moglich. Die Teil-
chenzahlfluktuationen werden im Allgemeinen jedoch zu abweichenden Eigenschaf-
ten fithren.

5.1 Diskussion des Modells

Das einfachste Modell fiir Elektronen in einem periodischen Potential, das die ge-
genseitige Coulomb-Wechselwirkung explizit beriicksichtigt, ist das Hubbard-Modell
mit dem Hamilton-Operator

L L
HtU =—1 Z Z (éj'-aéi—i-l,a + éj—&-lﬁéia) + U Z ﬁmﬁN? (51)
i=1 o=1,1 i=1
¢l =e" (PBQ). (5.2)
wobei die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren die fermionischen Vertauschungs-
relationen

(e, Eig) = 01j000r (5.3)
[Cioréy0r] , = [el,, L], =0 (5.4)

erfiillen und der Besetzungszahloperator durch 7, = & ¢, definiert ist. GL. (5.1)
wird analog zum Bose-Hubbard-Modell (4.5) hergeleitet, indem man die entspre-
chenden Ausdriicke fiir Fermionen benutzt. Bei den Spin-1/2-Teilchen kann es sich
auch um Atome in einem optischen Gitter handeln.

H wird in der Wannier-Basis angegeben, d.h. der zu ég) gehorende Zustand ist an
einem Gitterplatz ¢ lokalisiert. Der Hilbert-Raum wurde auf ein einziges Energie-
band in der Bloch-Basis beschrinkt, was zwei Zustdnden pro Gitterplatz mit den
Spinausrichtungen 1 und | entspricht. Zudem sind nur Hiipfmatrixelemente zwi-

schen néchsten Nachbarn und lokale Wechselwirkungen beriicksichtigt.
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5 Erweitertes Hubbard-Modell

Ohne Wechselwirkung geht der Hamilton-Operator (5.1) in das Tight-Binding-Mo-
dell {iber und die Elektronen fiillen die niedrigsten Quasiimpulszustéinde auf. In einer
Dimension ist die exakte Losung auch fur endliches U bekannt [42]. Bei Halbfiillung
(>, (R + 7))y = L[yp)) fithrt ein U > 0 dazu, dass das System isolierend wird,
was sich in einer Liicke zu Ladungsanregungen zeigt. Spinanregungen sind hingegen
fiir beliebig kleine Energien moglich. Den quasi langreichweitig antiferromagnetisch
geordneten Grundzustand bezeichnet man als Spindichtewelle (SDW).

5.1.1 Na&chste-Nachbar-Wechselwirkung

Fiigt man eine Néchste-Nachbar-Wechselwirkung hinzu, so lautet der Hamilton-
Operator fiir ein System der Lénge L:

L
Huyy = Hy +V Z Nigp17, (5.5)
i1

Dieses Modell kann nicht mehr exakt gelost werden, das Phasendiagramm ist je-
doch aus mehreren numerischen Untersuchungen durch Quanten-Monte-Carlo [43]
und DMRG [44] bekannt. Fiir positive V/t und U/t und bei Halbfiillung gibt es
im thermodynamischen Limes drei verschiedene Phasen. Im Bereich V/U < 1/2 ist
der Grundzustand, dhnlich wie im Hubbard-Modell, eine Spindichtewelle. Bei aus-
reichend grofler Néchster-Nachbar-Wechselwirkung liegt hingegen eine Ladungsdich-
tewelle vor, in der die Teilchenzahldichte an geraden und ungeraden Gitterplatzen
verschieden ist. Demnach ist die Translationssymmetrie spontan gebrochen und der
Grundzustand zweifach entartet. Zwischen SDW und HI existiert eine schmale Re-
gion, in der der Grundzustand eine bond order wave (BOW) ist. Auch hier wird
die Translationssymmetrie gebrochen, allerdings zeigt sich dies an der kinetischen
Energiedichte der Bindungen:

OBOW = ’<éz+l,aéia + é;raéi—l—l,a - (ézaéi—l,a + é;r—l,aéia>>| > 0 (57)

Sowohl in der CDW- als auch in der BOW-Phase gibt es eine Energieliicke fiir alle
Anregungen.

Zwei Punkte des Phasendiagramms sind von besonderer Bedeutung. Der trikriti-
sche Punkt (U/t,V/t); teilt die CDW-BOW-Grenze in einen Bereich, auf dem der
Phaseniibergang kontinuierlich, und einen Abschnitt, auf dem er erster Ordnung
ist. Am kritischen Endpunkt (U/t,V/t). laufen die CDW-BOW- und SDW-BOW-
Grenzen zusammen, sodass oberhalb von ihm keine BOW-Phase existiert. Es gibt
unterschiedliche Ergebnisse fiir die Positionen der beiden Punkte, nach Ref. [44] ist
(U/t,V/t)e = (9.25,4.76) und (U/t,V/t); = (5.89,3.10).
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5.1 Diskussion des Modells

5.1.2 Spinwechselwirkung

Um eine topologische Phase zu erzeugen, wird das Modell noch um eine kiinstliche
Spin-Spinwechselwirkung an jeder zweiten Bindung erweitert:

L/2
Hywvy = Hwv + JZ Si—152i. (5.8)
i=1
Dabei ist der Spinoperator definiert durch
A 1
Si = 5 Z é;‘rgo-ocr’éigly (59)
o = (04,0,,0.)", (5.10)

mit den Pauli-Matrizen o, .. Zur Unterscheidung der beiden erweiterten Hamilton-
Operatoren, werden die Bezeichnungen tUV- und tUV J-Modell verwendet. Die in
der BOW-Phase spontan gebrochene Symmetrie wird durch die zusétzliche Wech-
selwirkung explizit aufgehoben.

Um den Effekt des neuen Terms zu verstehen bietet es sich an, zunéchst den Grenz-
fall U > t,V zu betrachten, in dem Gl. (5.8) durch ein Spin—%—Modell angendhert
werden kann:

L L/2
f{eff = Jeffz S’iHS} + JZ S’Qz‘,lggi, (511)
=1 =1
4t
Jot = : 5.12
= (.12

Wenn man |Jeg/J| < 1 annimmt und den effektiven Spinterm vernachléssigt, geht
das System in eine Reihe entkoppelter Zweigitterplatzprobleme iiber, deren Grund-
zustand fiir positive J der Singulett-Zustand, fiir negative ein Triplett-Zustand ist.
Im Fall J < 0 fiithrt ein positives Jog in erster Ordnung der Stérungstheorie zu einer
antiferromagnetischen Wechselwirkung Joz/4 zwischen effektiven Spin-1-Teilchen,
weshalb man in Analogie zu dem Spin-1-Heisenberg-Modell eine Haldane-Phase er-
wartet. Tatséchlich wurde durch Berechnung topologischer Invarianten gezeigt, dass
das Modell zumindest fiir V' = 0 die charakteristischen Randzustande aufweist [45].
Des Weiteren wurde in Ref. [46] das Peierls-Hubbard-Modell unter dem Gesichts-
punkt symmetriegeschiitzter topologischer Phasen untersucht und die Existenz eines
Haldane-Isolators bei Inversionssymmetrie Z nachgewiesen. Diese lasst sich, wenn Z
gebrochen wird, adiabatisch in einen topologisch trivialen Bandisolator iiberfiihren
ohne Zeitumkehr- und Dy-Symmetrie aufzuheben. Randzustdnde und Stringordnung
sind daher nicht mehr notwendigerweise vorhanden. Man kann den alternierenden
Hiipfparameter dieses Modells schreiben als

b { t, i gerade

, . (5.13)
t + dt, ¢ ungerade
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5 Erweitertes Hubbard-Modell

Da der zusétzliche Term ), 0t ¢b._ e, + H.c. bei groBem U/t mit der Spinwechsel-
wirkung in Gl (5.8) vergleichbar ist, sind im tUV J-Modell dhnliche Ergebnisse zu
erwarten.

5.2 Numerische Ergebnisse [2]

5.2.1 Phasendiagramm

Um das erweiterte Hubbard-Modell mit Spinterm (5.8) auf eine symmetriegeschiitz-
te HI-Phase zu untersuchen wird mit der iDMRG das Verschrinkungsspektrum be-
rechnet. Der iMPS-Grundzustand besteht aus sich periodisch wiederholenden Ten-
soren T AN TP und AP, Da die Einheitszelle aus zwei Gitterplidtzen besteht
sind auch zwei Schnitte durch das System moglich, die zu verschiedenen Spek-
tren €, = —2ln(AL}l¢) und €2 = —21n(A§(]x) fithren. Fiir hinreichend kleine V/t
ergibt sich im gesamten untersuchten Parameterbereich 0 < U/t < 12 eine zweifa-
che Entartung entweder in €' oder €2, je nachdem ob .J positive oder negativ ist.
Falls J < —4t*/(U — V) ist kann das Modell, wie in Abschnitt 5.1.2 argumentiert,
nidherungsweise als Spin-1-Kette beschrieben werden. Die Entartung taucht in die-
sem Fall an den Bindungen ohne Spinwechselwirkung auf, passend zu der HI-Phase
des effektiven Modells.

Erhoht man V/t, so findet ein Phaseniibergang zu einer topologisch trivialen Pha-
se statt, in der sowohl €' als auch € nicht mehr durchgehend entartet sind. Dass
es dabei sich um die Ladungsdichtewelle handelt, erkennt man z.B. an der lokalen

JIt=-1.50 JIit=0.25
6_;!\:;-]\ | T A | ] B T | T ]
[00160 o e | | |
) . ol @ L A A
A gloe & | & &8 8 & rs |
e L &gt 3
8 - . — o °° %
0 1 | 1 T ° o o o & o ? o & o
— I ! [ ' [ ' [
6H L 4k .
0000 HI_ CDW HI, CDW A
B : N T A
A
o M-8 & 8 B8 b 4 A -1 A ° 7
w L . 8 o o 8 | §
O o (]
2F - T T2 % 8 56 44 ° @ —
= - o @ © B i
0 a o o o o ] Qo Py a T 1 | 1 ° ¢ o
2 2.2 2.4 2 2.2 2.4
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Abb. 5.1: Verschriankungsspektren in CDW und HI fiir U/t = 4. In den HI-Phasen
(schattierte Bereiche) ist jeweils ein Spektrum entartet.
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5.2 Numerische Ergebnisse [2]

Teilchenzahldichte (n; — n;41) # 0, da die DMRG iiblicherweise gegen einen der
symmetriegebrochenen Zustédnde konvergiert. Falls es sich doch um eine Linearkom-
bination beider Zusténde handelt, zeigt sich dies an einer Entartung des grofiten
Eigenwerts der Transfermatrix.

Die Phasengrenzen zwischen HI und CDW ergeben sich, indem fiir unterschiedli-
che Parameter jeweils die Verschrankungsspektren des Grundzustands untersucht
werden. Nahe an einem Phaseniibergang konvergieren die Rechnungen, abhingig
von der Startumgebung, zum Teil gegen verschiedene Zustédnde. In diesem Fall er-
kennt man den Grundzustand anhand der niedrigeren Energie pro Gitterplatz. Die
resultierenden Phasendiagramme fiir J/t = —0.5 und —1.5 sind in Abb. 5.2 ange-
geben. Bei starker lokaler Wechselwirkung belegt der HI ndherungsweise denselben
Parameterbereich wie die BOW- und SDW-Phasen fiir J/t = 0. Mit abnehmender
Wechselwirkung verschiebt sich der Ubergang jedoch zu hoherem V/t, sodass die
HI-Phase selbst bei U/t = 0 eine endliche Ausdehnung besitzt. Wie in Abb. 5.1 zu
sehen, fithrt ein positives J/t zu einer groferen Anderung der Phasengrenzen.

1. Ordnung

5F trikritischer Punkt (¢ = 7/10)

kritischer Endpunkt
(J=0)

" trikritischer Punkt (J = 0)

v/t
Q
- U
=

5>
e
£ BOW (= 0) :

SDW (J = 0)

HI (J < 0)

4 6 8 10 12
U/t

Abb. 5.2: Phasendiagramm des erweiterten Hubbard-Modells. Die Daten fiir J/t = 0
stammen aus Ref. [44].

5.2.2 Topologischer Ordnungsparameter

Um zu zeigen, dass die HI-Phase durch die Inversionssymmetrie geschiitzt ist, kann
die topologische Invariante (3.34) betrachtet werden. Da diese fiir translationsin-
variante Matrixproduktzustinde definiert wurde, miissen die Tensoren des iMPS
entsprechend zusammengefasst werden, was durch

[ = rPARIPH [ = PMAMNPRL
A=Al oder A= AR, (5.14)
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5 Erweitertes Hubbard-Modell

moglich ist. Es gibt daher zwei topologische Invarianten O und O%, die mit jeweils
einem der Verschrinkungsspektren zusammenhéngen. O und O% verschwinden in
der CDW-Phase, da die Inversionssymmetrie dort spontan gebrochen ist. In den
SPT-Phasen wird die zum nichttrivialen Spektrum gehérende Invariante -1, die an-
dere +1. Demnach wechseln in der Ndhe von J/t = 0, wo das System durch das
tUV-Modell beschrieben wird, die Vorzeichen und es findet ein topologischer Pha-
seniibergang statt. Wenn dieser exakt bei J/t = 0 liegt und die HI-CDW- fiir J/t — 0
in die HI-SDW /CDW-Grenze iibergeht, sind zwei Arten von Phaseniibergéingen zu
erwarten: kontinuierlich im SDW- und diskontinuierlich im BOW-Bereich.

1F & v v A g 1 FVY VvV V VA A A A
2
i v Vit=16
0OF XX X oIx A - .
HI_ | HI_ HI,
-1FE A A A A CDW B FA A X AN v VYV V VA
I N 1 L 1 L 1 " 1
2 3 -1 0 1
Vit JIit

Abb. 5.3: Topologische Invarianten zur Inversionssymmetrie fiir U/t = 4. HI_ und
HI, stehen fiir die symmetriegeschiitzten Haldane-Phasen fir J/t < 0
bzw. J/t > 0.

5.2.3 Ladungsdichtewelle-Haldane-lIsolator-Ubergang

Wenn das Vorzeichen der Spinwechselwirkung J fest bleibt, setzt sich das Phasendia-
gramm fiir positive U/t und V/t aus einem HI- und einem CDW-Bereich zusammen.
Zu klédren bleiben die Eigenschaften des Phaseniibergangs, wobei im folgenden nur
der ferromagnetische Fall J < 0 behandelt wird. Aus dem effektiven Spinmodell lisst
sich diesbeziiglich nichts ableiten, da es nur einfach besetzte Gitterplidtze erlaubt
und somit keine CDW-Phase beschreiben kann. Dies ist anders als im erweiterten
Bose-Hubbard-Modell, fiir das die Ladungsdichtewelle auf einen Antiferromagneten
abgebildet wird.

Um festzustellen, ob das System am HI-CDW-Ubergang kritisch wird, kann die
kiinstliche Korrelationslénge £, herangezogen werden, die dem Grundzustand in der
iDMRG-Rechnung aufgezwungen wird. Der obere Teil von Abb. 5.4 zeigt £, an
unterschiedlichen Punkten der HI-CDW-Grenze jeweils fiir x = 100 und 200. Bei
schwacher bzw. mittlerer Wechselwirkung U/t = 1 und 4 sind deutliche Maxima
erkennbar, deren Hohen mit y zunehmen, worin sich eine Divergenz der physikali-
schen Korrelationsldnge andeutet. Im Gegensatz dazu ist bei starker Wechselwirkung
U/t = 10 nur ein vergleichsweise niedriges Maximum vorhanden, das fiir y = 100
bereits konvergiert ist. Dies legt nahe, dass der Phaseniibergang fiir kleine U/t kon-
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Abb. 5.4: Grofite Korrlationslidnge in der iMPS-Néherung des Grundzustands fiir
J/t = —1.50 (oben) und Finite-Entanglement Scaling am Ubergangspunkt
(unten).

tinuierlich ist, bei zunehmender Wechselwirkungsstirke jedoch in einen Ubergang
erster Ordnung iibergeht.

An kontinuierlichen Ubergéngen kann ein Finite-Entanglement-Scaling gemif Gl.
(3.67) Aufschluss iiber die zentrale Ladung und damit die Universalitétsklasse ge-
ben. Da die Korrelationsldnge schnell abféllt, wenn man sich von der Phasengrenze
wegbewegt, muss der jeweilige kritische Wert V. (¢, U, J) zunédchst mit hoher Genau-
igkeit bestimmt werden. Andernfalls ist &, < &pnys nicht mehr erfiillt und es gibt
keine lineare Abhéngigkeit zwischen In(&,) und der Verschrénkungsentropie Se. In
unmittelbarer Ndhe des Phaseniibergangs wird es allerdings schwierig, zwischen HI-
und CDW-Bereich zu unterscheiden, weil die Energiedichten der beiden Zustdnde
sehr dicht beieinander liegen und eine unterschiedliche Abhéngigkeit von der Ma-
trixdimension y besitzen. Fir U/t = 4 und V/t = 2.32097 wurde iiberpriift, dass
beide Ansitze dieselbe zentrale Ladung liefern. In Abb. 5.4 sind die Ergebnisse aus
den CDW-Zustédnden angegeben.

Fiir U/t = 1,4 und J/t = —1.5 ergibt sich eine gute Ubereinstimmung mit dem
nach Gl. (3.67) erwarteten Verhalten, was bestétigt, dass es sich um kontinuierli-
che Ubergiinge handelt. Die zentrale Ladung ist an den vier untersuchten Punkten
¢ = 0.5, d.h. der Phaseniibergang gehort, im Gegensatz zum BOW-CDW-Ubergang
mit ¢ = 1, zur Universalitdtsklasse des zweidimensionalen Ising-Modells. An dieser
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5 Erweitertes Hubbard-Modell

Stelle ist anzumerken, dass dasselbe Ergebnis fiir ein verwandtes erweitertes Peierls-
Hubbard-Modell durch eine feldtheoretische Untersuchung in Kombination mit der
numerischen Bestimmung kritischer Exponenten abgeleitet wurde [47].

Mittels Gl. (3.65) kann die zentrale Ladung auch aus endlichen Systemen berechnet
werden. Ein Vorteil ist, wie bereits im erweiterten Bose-Hubbard-Modell zu sehen
war, dass in der Néhe eines kritischen Punkts die Abhéngigkeit von den Parametern
deutlich geringer ist als in einer iDMRG-Rechnung. Aus diesem Grund kann die
Funktion ¢ (t,U, J,V) entlang der HI-CDW-Grenze berechnet werden, ohne dass
leichte Abweichungen von den genauen Ubergangspunkten die Ergebnisse merklich
verfilschen. Gl. (3.65) wird dabei an die vergroflerte Einheitszelle angepasst:

S(L/2 —2,L) — S(L/2, L)

ofon (7]

In Abb. 5.5 sind die resultierenden Kurven ¢} (¢,U,J,V) fir J/t = —1.5 und
L = 30,70 und 90 zu sehen. Die Phasengrenze wurde dabei durch Interpolation
der mit iDMRG fiir U/t = 0,1, ..., 12 ermittelten Punkte angenihert. Fiir schwache
Wechselwirkung ergibt sich wieder ¢ = 0.5, allerdings taucht bei U/t = 8.5 ein deut-
liches Maximum ¢ = 0.7 auf, hinter dem ¢ auf Null abféllt. Dabei zeigen Lage und
Hohe des Maximums nur geringe Systemgroffenabhéngigkeit. Anscheinend wird der
Wechsel in der Ordnung des Phaseniibergangs also durch eine Anderung der zentra-
len Ladung signalisiert. Die Universalititsklasse mit ¢ = 0.7 ist die des trikritischen
Ising-Modells [48].

Auch im erweiterten Hubbard-Modell ohne Spinwechselwirkung tauch ein trikriti-
scher Punkt auf, ndmlich an der CDW-BOW-Grenze bei (U/t,V/t) = (5.89,3.10)

(5.15)
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Abb. 5.5: Zentrale Ladung aus endlichen DMRG-Rechnungen mit periodischen
Randbedingungen fir J/t = —1.5 und J/t = —0.05. Der Parameter V/t
wurde in Abhéngigkeit von U/t so gewihlt, das sich das System an der
Phasengrenze fiir L. — oo befindet. In der rechten Abbildung ist auch der
trikritische Punkt des tUV-Modells angegeben.
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5.2 Numerische Ergebnisse [2]

[1]. Es liegt daher die Vermutung nahe, dass die Position des trikritischen Punkts
fiir J — 0 gegen diesen Wert konvergiert. Um dies zu iiberpriifen, wird ¢ auch
fiir schwichere Spinwechselwirkungen an den Phasengrenzen bestimmt, wobei die
Rechnungen durch eine deutlich gréflere Abhéngikeit von der Systemlinge L und
den verwendeten Matrixdimensionen y erschwert werden. Der trikritische Punkt
verschiebt sich fiir kleinere |J/t| zu niedrigeren U/t und V/t. Fiir J/t = —0.05 ist in
ausreichend grofien Systemen noch ein klares Maximum bei U/t ~ 7.25 erkennbar,
das sich mit wachsendem y dem erwarteten Wert ¢* = 0.7 anndhert. Es hat daher
den Anschein, als wiirde sich der trikritische Punkt mit sinkendem |J/#| tatséchlich
in Richtung von dem des tUV-Modells verschieben. Um eine sichere Aussage machen
zu konnen, miissten jedoch noch niedrigere |.J/t| betrachtet werden.

5.2.4 Anregungsenergien

Sowohl die CDW- als auch die HI-Phase besitzen eine Energieliicke zu den angereg-
ten Zustdnden. An den Phaseniibergédngen, zumindest den kontinuierlichen, wird sie
sich schliefen.

Je nachdem, mit welcher Anderung der Quantenzahlen die Anregung einhergeht,
konnen unterschiedliche Energieliicken definiert werden. Wir betrachten Ladungs-,
Spin- und neutrale Liicke:

AE, = lim [EY(L+2,0)+ Ef (L —2,0) — 2E5(L,0)] /2, (5.16)
—00

AE; = lim [EY(L,£1) — EJ(L,0)], (5.17)

AE, = lim [EL(L,0) — Ef(L,0)], (5.18)

wobei EL(N, M) die Energie des n-ten angeregten Zustands mit Teilchenzahl N und
z-Komponente des Gesamtspins M eines Systems aus L Gitterplatzen ist.

Alle dafiir notigen Energiedifferenzen werden zunédchst mit der endlichen DMRG
fiir unterschiedliche Systemléngen berechnet, um schliefllich die Werte im thermo-
dynamischen Limes mit einer polynomialen Extrapolation zu schétzen. Neben den
iiblichen offenen und periodischen Randbedingungen benutzen wir auch die in Ab-
schnitt 3.2.3 diskutierten unendlichen Randbedingungen.

Abhéngig von der Phase des Systems und der Art der Randbedingungen ergeben
sich unterschiedliche Entartungen des Grundzustands, welche in der Bestimmung
der Liicken zu beriicksichtigen sind. Im Haldane-Isolator tauchen Randzustdnde nur
dann auf, wenn man es in Analogie zu Spin-1-Ketten, wie dem AKLT-Modell, erwar-
ten wiirde [45]. Fiir negative J und offene Randbedingungen also, falls die dufieren
Gitterpléatze von der Spinwechselwirkung betroffen sind. Die Entartung wird durch
Hinzufiigen je eines Gitterplatzes an beiden Réndern aufgehoben, was Spin-1/2-
Teilchen im AKLT-Zustand entsprechen wiirde, die Singuletts mit den freien Rand-
spins bilden konnen. Bei der Berechnung der Energieliicke ist es sinnvoll, solch ein
System mit eindeutigem Grundzustand zu wéhlen.
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5 Erweitertes Hubbard-Modell

In der CDW-Phase ist der Grundzustand aufgrund der gebrochenen Inversionssym-
metrie zweifach entartet. Da beide Zusténde dieselben Quantenzahlen besitzen, muss
fiir die Berechnung der neutralen Liicke der drittniedrigste Energieeigenwert benutzt
werden. Bei offenen Randbedingungen bietet es sich an, Felder an den Réndern hin-
zuzufiigen

H = H+ Fyiy + Frig, (5.19)

um die Situation im thermodynamischen Limes besser zu approximieren. Hierdurch
wird zudem die Entartung aufgehoben, und einer der Grundzusténde iiber den
niedrigsten angeregten Zustand angehoben. Ahnlich verhilt es sich mit unendli-
chen Randbedingungen. Die Umgebung wird durch einen der symmetriegebrochenen
Zustéande mit alternierender Teilchenzahldichte gebildet, was vergleichbar mit dem
Anlegen von Feldern F = (ng)V und F, = (nyq)V ist.
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Abb. 5.6: Neutrale Liicke fiir U/t = 4 und J/t = —1.5 in HI- und CDW-Phase sowie
am kritischen Punkt. Die eingeklammerten Zahlen geben die Matrixdi-
mensionen Xo 7 an den Réndern an.

In Abb. 5.6 sind die unterschiedlichen Methoden fiir die neutrale Liicke verglichen.
Die extrapolierten Ergebnisse stimmen in allen Féllen ndherungsweise iiberein. Of-
fene Randbedingungen sind mit dem geringsten Rechenaufwand verbunden, fithren
aber zur stéirksten Systemgroflenabhéingigkeit. Bei periodischen Randbedingungen
konvergiert die Liicke, insbesondere in der HI-Phase, schneller. Dafiir sind jedoch fiir
die gleiche Genauigkeit erheblich grofiere Matrixdimensionen in Kauf zu nehmen,
weshalb nur kleine Systeme berechnet werden kénnen. Bei unendlichen Randbedin-
gungen bleibt die Anzahl xo 41 der Basiszustédnde an den Réndern des Systems
wiahrend der Rechnung konstant. Je nachdem welche x¢ 141 benutzt werden, ergibt
sich eine unterschiedliche Abéngigkeit der Liicken von der Fenstergréfie. Schon kleine
Xo,.+1 ~ 100 geniigen dabei, um eine deutlich schnellere Konvergenz als bei offenen
Randbedingungen zu erreichen. Aus diesem Grund werden die Energieliicken im Fol-
genden, wenn nicht anders angegeben, mit unendlichen Randbedinungen bestimmt.
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5.2 Numerische Ergebnisse [2]
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Abb. 5.7: Anregungsenergien an kontinuierlichen und diskontinuierlichen Pha-
seniibergéngen fiir J/t = —1.5. Die Einfligung in der rechten Abbildung
zeigt die Abhéngigkeit des Sprungs ds in der Spinliicke von U/t.

Im erweiterten Hubbard-Modell mit J/¢ = 0 verschwindet die Spinliicke, und damit
auch die neutrale Liicke, in der SDW-Phase, wiahrend sich die Ladungsliicke an der
CDW-BOW-Grenze schliefit. Im Gegensatz dazu sieht man in Abb. 5.7, dass die
Ladungs- und Spinliicken am kontinuierlichen HI-CDW-Ubergang fiir (U/t, J/t) =
(4,—1.5) zwar ein Minimum besitzen, aber endlich bleiben. Stattdessen schliefit
sich nur die neutrale Liicke, wobei in der Ndhe des Phaseniibergangs eine lineare
Abhéngigkeit von V' besteht. Offensichtlich gilt AFE, < AFE,, d.h. der niedrigste
angeregte Zustand ist ein Singulett.

An der HI-CDW-Grenze fiir (U/t,J/t) = (10,—1.5) gibt es wieder ein Minimum
der Ladungsliicke, Spin- und neutrale Liicke verhalten sich hingegen anders als fiir
(U/t,J/t) = (4. — 1.5). In der HI-Phase sind AE, und AFE; im Wesentlichen iden-
tisch, was impliziert, dass die niedrigste Anregung einen von null verschiedenen
Gesamtspin besitzt. Man kann, z.B. durch Berechnung der Spin-2-Liicke, zeigen,
dass der Gesamtspin wie im Heisenberg-Modell den Betrag S = 1 hat. Nahe am
Ubergangspunkt werden die beiden Liicken verschieden: wihrend AE, abfillt und
ein endliches Minimum am Ubergang annimmt, bleibt die Spinliicke AF; zunichst
unverdndert, bis sie beim Wechsel zur CDW-Phase einen Sprung ds zeigt. Im CDW-
Bereich nimmt A Ej rasch zu und néhert sich asymptotisch der Geraden 2V —U —J /4.
Die endliche Anregungsliicke und die Diskontinuitét in A E5 machen deutlich, dass es
sich, in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen zur zentralen Ladung, um einen Pha-
seniibergang erster Ordnung handelt. Wenn man U/t verringert, wird der Sprung
am Phaseniibergang kleiner, bis er bei U/t ~ 8.5, also am trikritischen Punkt mit
¢ = 0.7, verschwindet.

In endlichen Systemen &ndert sich das Eigenwertspektrum des Hamilton-Operators
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5 Erweitertes Hubbard-Modell

kontinuierlich mit den Parametern ¢,U,J und V', sodass der Sprung ds erst im Li-
mes L — oo entstehen kann. Daher eignen sich die unendlichen Randbedingungen
mit einem iMPS als Ausgangspunkt besser, um die diskontinuierliche Anderung der
Wellenfunktion zu erfassen.

Die Rechnung mit periodischen Randbedingungen liefert fiir die neutrale Liicke
zunéchst abweichende Ergebnisse (Abb. 5.8). AFE, besitzt fiir feste Systemgrofie L
einen Knick, von dem aus sich die Liicke linear zu schliefen scheint. Allerdings ver-
schiebt sich die Position des Knicks mit zunehmendem L in Richtung des HI-CDW-
Ubergangs, sodass AE, im thermodynamischen Limes moglicherweise endlich bleibt.
Um dies zu tiberpriifen, werden die ersten drei Anregungsenergien fiir V/t = 5.155
betrachtet. Die beiden niedrigsten Energien liegen deutlich unter dem Wert aus der
Rechnung mit unendlichen Randbedingungen, nehmen fiir ausreichend grofle L aber
wieder zu. Es besteht dabei ein linearer Zusammenhang AFE, o« L, d.h. der angereg-
te Zustand hat eine andere Energie pro Gitterplatz als der Grundzustand und die
Energiedifferenz divergiert fiir L — oo. Die Proportionalitdtskonstante entspricht
ndherungsweise der Differenz der Energiedichten, die sich aus iDMRG-Rechnungen
fiir die HI- und CDW-Zusténde ergeben. Demnach handelt es sich bei dem Pha-
seniibergang um ein Level-Crossing zwischen den beiden Zusténden und die schein-
bar verschwindende Energieliicke ist eine Folge der endlichen Systemgrofie.
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Abb. 5.8: Die ersten beiden Anregungsenergien fiir feste Systemldnge L und peri-
odische Randbedingungen (links) sowie die Abhéngigkeit der ersten drei
Energien von L in der Niahe des Phaseniibergangs (rechts). Bei kleinen L
entspricht AFE3 der Spinliicke aus der Rechnung mit IBC. Fiir ausreichend
grofle Systeme findet ein Wechsel zu einem niedrigeren Zustand statt, der
auch in der neutralen Liicke bei IBC beobachtet wird.

o6



5.2 Numerische Ergebnisse [2]

5.2.5 Dynamische Strukturfaktoren

Wie fiir das Bose-Hubbard-Modell, lassen sich durch tDMRG dynamische Gréfien
berechnen. Neben dem Dichtestrukturfaktor (4.18) soll auch der Spinstrukturfaktor

S (k,w) = > [(Wal Slt0) PO (Eo — En + w), (5.20)
Oz L ijk A;
S = 7T Zj:e Sz, (5.21)

betrachtet werden. Im Gegensatz zu S(k,w) tragen hier lediglich angeregte Zusténde
mit endlichem Gesamtspin bei, weshalb nur oberhalb der Spinliicke S**(k,w) # 0
ist.

Um die dynamischen Strukturfaktoren zu berechnen, werden die zeitabhéngigen
Dichte-Dichte- und Spin-Spin-Korrelationsfunktionen C;; des Grundzustands [¢)
benotigt. In allen Rechnungen gilt x = 400 fiir [¢)9) und 400 < x < 1000 fiir
den gestorten zeitabhédngigen Zustand. Zur Approximation des Zeitentwicklungs-
operators dient wieder eine Suzuki-Trotter-Zerlegung 4. Ordnung. Schrittweite und
simulierte Zeit sind 07 = 0.05/t bzw. Ty > 30/t.

Da die Einheitszelle aus zwei Gitterpldtzen besteht ist Cj 1141 # Cjyrj. Durch
Ausnutzung der Inversionssymmetrie um eine Bindung kénnen im Haldane-Isolator
iber Cji,41,j41 = Cj_r; trotzdem alle ntigen Daten aus einer einzigen Simulati-
on mit festem j gewonnen werden. In der CDW-Phase sind hingegen wieder zwei
Durchldufe notig. Bei der Berechnung des Strukturfaktors wird angenommen, dass
der Abstand zwischen benachbarten Gitterplatzen an geraden und ungeraden Bin-
dungen gleich grof ist.

Es wird der Fall mittlerer Wechselwirkung U/t = 4 und J/t = —1.5 untersucht
(Abb. 5.9). Die Nachste-Nachbar-Wechselwirkung wird nacheinander auf V/t =
2,2.32 und 3 gesetzt, um die Anderung der dynamischen Strukturfaktoren beim
Ubergang von HI zu CDW beobachten. In der HI-Phase ergibt sowohl fiir S (k,w)
als auch S#*(k,w) ein Dispersionszweig, der nahezu symmetrisch um k = /2 ist.
Oberhalb davon gibt es einen kontinuierlichen Anteil, der sich beim Dichtestruktur-
faktor auf den Bereich k > /2 beschriankt. Das spektrale Gewicht von S(k,w) liegt
groftenteils in der Néhe von k& = 7 | wihrend das von S**(k,w) relativ gleichméfig
iiber die Brillouin-Zone verteilt ist. Wenn man sich dem Phaseniibergang annéhert,
wéchst das Maximum des Dichtestrukturfaktors bei k = 7 stark an und verschiebt
sich auf w ~ 0, worin sich das Schlieflen der neutralen Liicke widerspiegelt.

In der CDW-Phase ist die Situation grundlegend verschieden. Neben einem Anteil,
der dhnlich verlduft wie im HI, besitzt S(k,w) nun weitere Dispersionszweige. Ins-
besondere ist bei Energien w ~ 6 und 7/2 < k < 37/4 ein zusétzliches Maximum
vorhanden. S#*(k,w) wird in der CDW-Phase asymmetrisch, mit einer grofieren An-
regungsliicke bei k = 7.
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5 Erweitertes Hubbard-Modell
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Abb. 5.9: Dynamische Spin- und Dichtestrukturfaktoren fiir J/t = —1.5 und expo-
nentielles Fenster (4.21) mit n/t = 0.1. Es wurde keine lineare Vorhersage
verwendet.
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6 Zusammenfassung

Es wurden zwei erweiterte Hubbard-Modelle fiir Bosonen bzw. Fermionen unter-
sucht, in denen Nichste-Nachbar-Wechselwirkungen zu symmetriegeschiitzten to-
pologischen Phasen fiihren. In beiden Modellen lassen sich die SPT-Zusténde teil-
weise in Analogie zur Haldane-Phase von Spin-1-Ketten erkldren, entweder indem
die Bosonen-Dichten auf Spins abgebildet oder zwei Spin-1/2-Fermionen als unbe-
wegliche Spins mit Betrag S = 1 aufgefasst werden. Die effektiven Modelle sind
jedoch Naherungen und nur in bestimmten Parameterbereichen sinnvoll. So sind im
Bosonen-Modell genau genommen beliebig viele Teilchen pro Gitterplatz erlaubt,
was nicht mit endlichen lokalen Spins vereinbar ist. Im Fermionen-Modell ist auf-
grund der Teilchenzahlfluktuationen ebenfalls kein fester Spin pro Gitterplatz oder
Gitterplatzpaar definierbar. Um die Modelle zu verstehen ist also eine genauere Be-
handlung notwendig.

Hierfiir wurden mit DMRG-Programmen der ITensor-Bibliothek MPS- und iMPS-
Représentationen der Grundzustédnde berechnet. Anhand der Verschriankungseigen-
schaften wurden die SPT-Zustédnde erkannt und die zentrale Ladung der kritischen
Punkte bestimmt. Die Verwendung des MPS-Formalismus ermdoglichte es, mit topo-
logischen Ordnungsparametern die schiitzende Symmetrie zu identifizieren. Zusétz-
lich zu den Grundzustandseigenschaften wurden Anregungsenergien und dynamische
Strukturfaktoren berechnet. Fiir die Strukturfaktoren ist ein lokal gestorter iMPS
mittels tDMRG ndherungsweise in der Zeit entwickelt worden, was durch die Ver-
wendung sogenannter unendlicher Randbedingungen erméglicht wird. Diese Rand-
bedingungen konnten, wie in Ref. [10] vorgeschlagen, auch erfolgreich bei der Be-
stimmung von Anregungsliicken eingesetzt werden.

Im erweiterten Bose-Hubbard-Modell wurden im Wesentlichen bekannte Ergebnisse
bestitigt. Wie in Ref. [15] hergeleitet, wird die Haldane-Phase durch eine modifi-
zierte Inversionssymmetrie geschiitzt. Do- und Zeitumkehrsymmetrie sind hingegen
explizit gebrochen. Die zentrale Ladung der HI-MI- und HI-CDW-Uberginge ist
¢ =1 bzw. 0.5, in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der Bosonisierung in [34]
und wie an den entsprechenden Punkten des effektiven Spin-1-Modells. Auch der
dynamische Strukturfaktor d&hnelt dem der Spinkette. So wird z.B. das Schlieflen
der Energieliicke an den HI-MI- und HI-CDW-Grenzen durch Anregungen mit un-
terschiedlichen Quasiimpulsen k& = 0 bzw. 7 verursacht.

Fiir das verallgemeinerte fermionische Hubbard-Modell war die Existenz einer sym-
metriegeschiitzten Haldane-Phase in Abwesenheit der Néchste-Nachbar-Coulomb-
Wechselwirkung (V/t = 0) bekannt. Die Berechnung topologischer Ordnungspa-
rameter bestétigte, dass diese Phase durch Inversionssymmetrie geschiitzt wird. Es
wurde zudem gezeigt, dass das Phasendiagramm fiir endliches V/¢ um eine Ladungs-
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6 Zusammenfassung

dichtewelle erweitert wird, die nahezu denselben Parameterbereich wie im Modell
ohne Spinwechselwirkung (J/t = 0) bedeckt. Durch iDMRG-Verfahren konnte die
Position der HI-CDW-Ubergéinge mit hoher Genauigkeit bestimmt werden. Eine
genauere Analyse ergab, dass die Phasengrenze sich in Bereiche eines kontinuier-
lichen Phaseniibergangs und Phaseniibergénge erster Ordnung aufteilt, die durch
einen trikritischen Punkt getrennt werden. Am trikritischen Punkt ist die zentrale
Ladung ¢ = 0.7, womit es sich um die Universalitdtsklasse des trikritischen Ising-
Modells handelt. Der iibrige Teil des kontinuierlichen Ubergangs hat ¢ = 0.5, was
der gewdohnlichen Ising-Universalitédtsklasse entspricht. Die unterschiedliche Ord-
nung der Uberginge zeigt sich auch an den Anregungsliicken. Im kontinuierlichen
Bereich schlieit sich die neutrale Liicke, wiahrend sie im diskontinuierlichen Bereich
offen bleibt und es zudem einen Sprung in der Spinliicke gibt. Wenn man die Wech-
selwirkung verringert, wird dieser Sprung kleiner bis er schlieflich an dem bereits
aus der zentralen Ladung abgeleiteten trikritischen Punkt verschwindet.

Der HI-CDW-Ubergang ist grundlegend verschieden von dem Ubergang zwischen
CDW und BOW im erweiterten Hubbard-Modell ohne Spinwechselwirkung, an dem
sich die Ladungsliicke schlieit und die zentrale Ladung den Wert ¢ = 1 annimmt. Al-
lerdings gibt es auch an der CDW-BOW-Grenze einen trikritischen Punkt, an dem
der Phaseniibergang von kontinuierlich zu erster Ordnung iibergeht. Fiir kleinere
Spinwechselwirkungen J/t bewegt sich der Punkt mit ¢ = 0.7 in dessen Richtung,
sodass beide Punkte fiir J/t — 0 moglicherweise zusammenfallen.

Berechnet wurden weiterhin die dynamischen Spin- und Dichtestrukturfaktoren fiir
unterschiedliche Parameter des Modells, wobei deutliche Unterschiede zwischen den
Phasen hervortraten. An dem kritischen Punkt wurde im Dichtestrukturfaktor bei
k = 7 zudem das Schlieflen der neutralen Liicke beobachtet.

Mit einer Kombination unterschiedlicher DMRG-Verfahren konnen, wie in dieser
Arbeit demonstriert, sowohl Grundzustands- als auch spektrale Eigenschaften eindi-
mensionaler Gittermodelle bestimmt werden. Ungewiinschte Einfliisse von Réndern
oder endliche Systemgriéfien lassen sich weitestgehend vermeiden, indem man mit
iMPS-Darstellungen direkt im thermodynamischen Limes rechnet. Fiir die verallge-
meinerten Hubbard-Modelle wurden damit trotz der relativ komplizierten Hamilton-
Operatoren sehr genaue Ergebnisse erzielt.

Das erweiterte Bose-Hubbard-Modell beschreibt z.B. ultrakalte dipolare Gase in op-
tischen Gittern. In diesen Systemen kann das Verhéltnis U/V im effektiven Hamilton-
Operator kontrolliert werden [7], sodass sich die Haldane-Phase moglicherweise expe-
rimentell beobachten lésst. Die Spinwechselwirkung im fermionischen Modell wurde
hingegen hinzugfiigt, um gezielt eine SPT-Phase zu erzeugen, und ist daher in ers-
ter Linie theoretisch motiviert. Allerdings diirften die qualitativen Resultate auch
auf verwandte, eventuell eher realisierbare Modelle wie erweiterte Peierls-Hubbard-
Ketten iibertragbar sein. Von A. Kliimper wurde zudem darauf aufmerksam ge-
macht, dass das Phasendiagramm dem eines klassischen zweidimensionalen Hard-
Squares-Modells [49] dhnelt. In diesem gibt es zwei Phasen, die von Ubergiingen 1.
und 2. Ordnung getrennt werden. Der Punkt an den die Ordnung wechselt besitzt
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ebenfalls eine zentrale Ladung ¢ = 0.7. Es wére interessant zu sehen, inwiefern eine
Analogie zwischen den beiden Modellen hergestellt werden kann.
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A MPO-Darstellung der Hamilton-Operatoren

Im Folgenden sind explizite MPO-Darstelungen fiir die Hamilton-Operatoren der
Modelle (4.9) und (5.8) angegeben. Fiir periodische und offene Randbedingungen
werden unterschiedliche Sétze von Tensoren verwendet.

A.1 Erweitertes Fermi-Hubbard-Modell
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A.2 Erweitertes Bose-Hubbard-Modell
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