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1 Motivation

Der Tunneleffekt eines nichtrelativistischen Teilchens durch eine Potentialbarriere war ei-
ner der ersten Anwendungen der Quantenmechanik und ermdéglichte die Erklarung des
Alpha-Zerfalls [1] und der Feldemission [2]. Er erlaubt den Ubergang eines Teilchens zwi-
schen zwei klassisch erlaubten Bereichen durch eine klassisch undurchdringbare Barriere.
Die Transmissionswahrscheinlichkeit fiir das Teilchen nimmt dabei exponentiell mit der
Hohe und Breite der Barriere ab. Fiir eine Stufe, d.h. eine unendlich breite Barriere, ver-
schwindet die Transmission entsprechend der Erwartung, dass ein Teilchen nur endlich tief
in einen klassisch verbotenen Bereich eindringen kann [3, 4]. Im Gegensatz dazu fand Oskar
Klein 1929 fiir massive Elektronen, die der relativistischen Dirac-Gleichung geniigen und
mit einer Energie E auf eine Potentialstufe der Hohe P > FE treffen, dass ein Bruchteil
der Elektronen fiir mc? < E < P — mc? transmittiert wird [5]. Die Beobachtung dieses
Klein-Tunneleffektes ist nur moglich, wenn der Potentialabfall ~ m c? iiber der Compton-
Wellenlénge % ist [6]. Dies kann beispielsweise durch ein starkes elektrisches Feld der
Grofenordnung 10160%, oder durch andere, experimentell schwer umsetzbare Bedingungen
realisiert werden. Aus diesem Grund war ein direkter experimenteller Nachweis des Klein-
Tunnelns lange Zeit nahezu unmoglich [6].

In Graphen - einer zweidimensionalen Schicht aus Kohlenstoffatomen, die ein Bienenwaben-
gitter bilden - haben niederenergetische Elektronen eine lineare Dispersion. Zustdnde mit
Energie E > 0 gehoren dabei zum Leitungsband und Zustédnde mit £ < 0 zum Valenzband.
Dieses pseudorelativistische Verhalten der Elektronen ermdglicht die Beschreibung niede-
renergetischer Elektronen mit einer masselosen Dirac-Gleichung, in der ein Pseudospin die
Zugehorigkeit des Elektrons zu einem der beiden Untergitter des Bienenwabengitters an-
gibt. Die Existenz oszillatorischer Zustinde mit negativer Energie und die Erhaltung des
Pseudospins ermdglichen das Klein-Tunneln in Graphen, welches eine grofie Ahnlichkeit
mit dem Klein-Tunneln massiver Elektronen aufweist [5, 6, 7|. Erste experimentelle Hin-
weise fiir das Klein-Tunneln in Graphen wurden bereits beobachtet [8, 9, 10, 11].

In dieser Arbeit geben wir einen Uberblick iiber die Klein-Tunneleffekte in Graphen an
ebene Stufen und Barrieren [6, 7] und betrachten den bisher nicht untersuchten Fall des
Klein-Tunnelns an einer kreisférmigen Potentialstufe.

Die Arbeit ist folgendermafen gegliedert. In Abschnitt 2 zeigen wir die charakteristischen
Effekte fiir das Klein-Tunneln massiver Eleketronen mit einer zweidimensionalen Dirac-
Gleichung. Abschnitt 3 fiihrt die Beschreibung niederenergetischer Elektronen in Graphen
mit einer masselosen Dirac-Gleichung ein. In Abschnitt 4 besprechen wir die Streuung
von Elektronen in Graphen an ebenen Stufenpotentialen und geben einen detaillierten
Uberblick iiber die auftretenden Klein-Tunneleffekte. In Abschnitt 5 untersuchen wir die
Klein-Tunneleffekte an einer kreisférmigen Potentialstufe. Abschnitt 6 gibt eine Zusam-
menfassung der Ergebnisse.



2 Klein-Tunneln

Als Erstes werden wir mit Blick auf das Klein-Tunneln in Graphen das urspriinglich for-
mulierte Problem des Klein-Tunnelns rekapitulieren [5, 12]. Dazu muss zunéchst eine Vor-
betrachtung der Dirac-Gleichung und dem dazugehorigen Wahrscheinlichkeitsstrom vorge-
nommen werden [13].

2.1 Dirac-Gleichung

Fiir ein freies relativistisches Teilchen gilt die Energie-Impuls-Beziehung
E* =m? + p°. (2.1)

Die quantenmechanische Beschreibung eines relativistischen Spin 1/2 - Teilchens gelingt
mittels der Dirac-Gleichung, deren Form analog zur Schrédinger-Gleichung durch

0
i—1 = Hpjirac 2.2
i ¥ Diract/ (2.2)

gegeben ist. Damit Lorentz-Kovarianz gesichert ist, muss Hpirac linear in p sein. Es bietet
sich daher der Ansatz

HDiracl/} = (—iaV + Bm) w = Ew (2'3)

an, in dem a und B noch unbestimmte Grofen sind. Diese lassen sich unter Ausnutzung
der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung (2.1) bestimmen. Einerseits gilt wegen Glei-
chung (2.1)

3
Hijrae =P +m” = =Y 0f +m?, (2.4)
k=1
wobei O = B%k‘ Andererseits gilt wegen Gleichung (2.3)
Hi .. = — Zai@ﬁ - Z (apay + oqayg) OO0 — imz (B + Bag) O +m2B%. (2.5)
k k<l k

Durch den Vergleich von Gleichung (2.5) mit Gleichung (2.4) folgen nun Bedingungen an
oy und :

ap=1, Ao} =0 fir k#1,  {ap,B}=0, =1, (2.6)

wobei {a,b} = ab + ba der Antikommutator ist. Diese Bedingungen koénnen nicht durch
komplexe Zahlen erfiillt werden. Es ldsst sich zeigen, dass die einfachsten Formen von oy
und [ vierdimensionale, hermitesche Matrizen sind, die in verschiedenen Darstellungen
formuliert werden kénnen [13]. In diesem Fall ist ¢ ein Vektor mit 4 Eintragen und wird
Bispinor genannt. Mit Hilfe der y-Matrizen 4° = 8 und v¥ = Bay, ist es moglich, die
Dirac-Gleichung (2.2) in eine kovariante Form zu bringen. Mit d,, = % und der Einstein-
Summenkonvention ergibt sich die kovariante Form der Dirac-Gleichung:

(iv" Oy —m)yp = 0. (2.7)

Diese Formulierung der Dirac-Gleichung ist unabhéngig von der gewihlten Darstellung.
Fiir die weiteren Berechnungen ist es notwendig, die Wahrscheinlichkeitsdichte und

die Wahrscheinlichkeitsstromdichte eines Dirac-Teilchens zu definieren. Adjungieren von

Gleichung (2.7) und anschlieRende Multiplikation mit 7% von rechts ergibt den Ausdruck

i (aﬂW) A0 4 mapfa® = 0, (2.8)
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Dabei wurden die Identititen (yk)T = —~% und (70)T = Y benutzt. Multipliziert man

Gleichung (2.7) mit 14" von links und Gleichung (2.8) mit 1 von rechts, ergibt die Sum-
mation beider erhaltenen Gleichungen unter Ausnutzung der Produktregel den Ausdruck
0=20, (W’yofy“w). Jetzt kann die Viererstromdichte

3* = Tyt (2.9)

definiert werden, welche die Kontinuitétsgleichung 0 = 0,j# erfiillt. Dabei stellen
40 = 9T die Wahrscheinlichkeitsdichte und j* = ¢fauy mit & = 1,2,3 die Kompo-
nenten der Wahrscheinlichkeitsstromdichte dar.

In Hinblick auf die Analyse des Klein-Tunnelns in Graphen ist es angebracht, schon jetzt die
zweidimensionale Formulierung der Dirac-Gleichung zu verwenden. Wird die z-Richtung
als dritte Raumdimension vernachlissigt, folgt aus Gleichung (2.3) der Zusammenhang

0
law = (aarpar + Qg Dy + mﬂ) w (2-10)

Es werden also 3 Matrizen ag, oy, (8 gesucht, welche die Bedingungen (2.6) erfiillen. Fiir
die Pauli-Matrizen

ax:<(1)é>, ay:<?6i>, azz<é_01> (2.11)

gelten die Beziehungen

2

oL = 02 =02 =1, {o4,0y} ={oy,0.} ={0:,0,} =0. (2.12)

Wenn o, = 04, o = o, und § = o, gesetzt werden, entsprechen die Bedingungen (2.12)
gerade den Bedingungen (2.6). Gleichung (2.10) ldsst sich jetzt schreiben als

law = (Uarpar + oypy + maz) 1, (2-13)
wobei 1 ein Vektor mit 2 Eintrégen ist. Die entsprechende Eigenwert-Gleichung der Energie
lautet

(prx + oypy + mo—z) = E. (2'14)

Mit der Ersetzung § = o, und aj = o, mit k = 1,2 ergibt sich im zweidimensionalen Fall
die Wahrscheinlichkeitsstromdichte zu

j=vloy. (2.15)

2.2 Tunneleffekt

Mit den bisherigen Ergebnissen sind wir nun in der Lage, die Streuung eines relativistischen
Elektrons der Masse m an einem Stufenpotential der Form

V(z) = { 0 firz <0 (2.16)
4 firxz >0
mit Vp > 0 zu untersuchen [5, 12]. Der Einfachheit halber soll das Elektron senkrecht auf
die Potentialstufe einfallen, d.h. p = (p,0) fiir x < 0.
Unter Beriicksichtigung eines Potentials V (z) in der Eigenwertgleichung (2.14) ergeben
sich mit ¢ = (11, 12) nach Ausmultiplikation der Matrizen die beiden Gleichungen

—i%w = [E -V (x) —m] ¢, —i%wl = [E =V (2) +m] ¢, (2.17)
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Die Form des Potentials trennt den Raum in zwei Bereiche I und II. In Raumbereich T gilt
die Dispersion E? = m?+k? und die Losung schreibt sich als Uberlagerung der einfallenden
Welle 1), und der gestreuten Welle 1y, d.h. ¢r = e+ 7). In I gilt (E — Vo)2 = m?+¢° und
die Losung ist die transmittierte Welle, ¥11 = ti);. Dabei sind die komplexen Koeffizienten
r und ¢ iiber die Stetigkeitsbedingung fiir 1) an der Stelle = 0 bestimmt.

Es sei angemerkt, dass ¢ eine positive reelle Grofe ist, solange |Vy| > E+m. Fiir diesen Fall
existieren oszillatorische Zustinde unterhalb der Potentialstufe. Ist jedoch |Vp| < E +m,
wird ¢ imagindr und die Wellenlosung ist exponentiell abklingend. Fiir diesen Fall tritt
Totalreflexion auf und der Transmissionskoeffizient verschwindet. Im Folgenden wird der
interessantere Fall Vj > E 4+ m angenommen.

Der Ansatz fiir ¢, lautet
Yo = < ; )ei’“. (2.18)

Nach Einsetzen von Gleichung (2.18) in den Gleichungen (2.17) ergeben sich die beiden
Gleichungen kB = (E —m) und k = (E + m) B, aus denen

E—m
B = =£4/ = £. 2.1
E+m 7 (2.19)

folgt. Setzt man diesen Zusammenhang in die zweite Gleichung von (2.17) ein, ergibt sich

+k
— =1. 2.2
—— (2.20)

Damit lasst sich die Losung in Raumbereich T angeben als

¢I:<1>ei’“+r< 1 >e—i’“, N = E=m (2.21)

Y - E+m

Der Ansatz fiir ¢; lautet
U = < 11) >eiq$. (2.22)

Ein analoges Vorgehen wie oben fiihrt auf die Gleichung Fq = <(E — V) — m2) und die
Losung fiir den Raumbereich II lautet demnach

1 ; Vo—FE—m
— Y by 2.2

Die Berechnung der Reflexions- und Transmissionskoeffizienten wiirde an dieser Stelle in
der Schrodinger-Quantenmechanik iiber Stetigkeitsbedingungen der Wellenfunktionen und
ihrer Ableitungen erfolgen, da die Schrédinger-Gleichung eine Differentialgleichung zweiter
Ordnung ist [3, 4]. Hier geniigt jedoch die Forderung nach der Stetigkeit der Wellenfunk-
tionen, da die Dirac-Gleichung eine Differentialgleichung erster Ordnung ist [13|. Durch die
zwei Eintrige des Vektors 1 ergeben sich dann zwei Bestimmungsgleichungen fiir » und ¢.
Die Stetigkeit der Wellenfunktionen 1 und %11 an der Stelle z = 0 liefert die Bedingung

() () =( i) o

Nach Losen des entstehenden Gleichungssystems ergibt sich der Reflexionskoeffzient zu

2
R=|r]>= <1 +76> > 1. (2.25)




Die bisherigen Annahmen fiihren zu einem R > 1, was einer Erzeugung von Elektronen
entspricht. Um dieses unphysikalische Ergebnis korrigieren zu kénnen, betrachte man die
Gruppengeschwindigkeit vg unterhalb der Potentialstufe:

S e (2.26)
dE E—V

Solange ¢ > 0 ist offensichtlich vg < 0, d.h. der Elektronenstrom unterhalb der Stufe zeigt
nach links. Wenn ¢ durch —q substituiert wird, schreibt sich die Losung der transmittierten

Welle als
1 .
_ —iqx

und der Reflexionskoeffizient lautet

1—~6 2
= 1. 2.2
R <1—%76> < (2.28)

Fiir den Fall Vj — oo ergibt sich daraus

_E—k

CE+k

Solange Vy > E + m gilt, konnen die Elektronen die Potentialstufe mit einer gewissen

Wahrscheinlichkeit durchtunneln - selbst dann, wenn V4 einen unendlich grofen Wert an-

nimmt. Dieses Verhalten ist auf die Existenz oszillatorischer Zustdnde mit negativer Energie

zuriickzufithren und steht im Gegensatz zur Schrodinger-Quantenmechanik, in der unter-

halb eines Potentials nur abklingende Wellenlosungen existieren. Auch die Tatsache, dass

unterhalb der Potentialstufe die Phasengeschwindigkeit der Gruppengeschwindigkeit ent-

gegengesetzt ist, ist ungewohnlich. Dieses Verhalten des Elektrons ist charakteristisch fiir
den Klein-Tunneleffekt und zeigt sich, wie wir spéter sehen werden, auch in Graphen.

(2.29)



3 Dirac-Elektronen in Graphen

Es folgt nun eine effektive Beschreibung der niederenergetischen Elektronen in Graphen
durch die Dirac-Gleichung [6, 7, 12, 14]. Mit dieser werden wir spéter in der Lage sein, den
Klein-Tunneleffekt in Graphen zu analysieren.

Graphen ist eine zweidimensionale Schicht aus Kohlenstoffatomen. Die Atome sind in
einem hexagonalen Gitter angeordnet, welches einem Dreiecksgitter mit zwei-atomiger Ba-
sis entspricht. Das Gitter 1isst sich also in zwei Untergitter A und B zerlegen, wobei jedes
Atom aus dem einen Untergitter drei nichste Nachbarn aus dem anderen Untergitter be-
sitzt (siehe Abbildung 3.1).

In Graphen hybridisieren das 2s- und zwei der drei 2p-Orbitale eines Kohlenstoffatoms
zu sp>-Orbitalen, withrend das dritte 2p-Orbital nicht hybridisiert und stattdessen eine
delokalisierte m-Bindung ausbildet. An den Bindungen zwischen den Kohlenstoffatomen
sind demnach nur die sp?-Orbitale beteiligt. Die 7-Bindungs-Orbitale stehen senkrecht zur
Gitterebene und entsprechen den Leitungselektronen, die fiir die weitere Analyse von Be-
deutung sein werden. Aufgrund der Existenz der Untergitter kann ein 7-Bindungs-Elektron
dem Untergitter A oder B zugehorig sein. Dieser Untergitter-Freiheitsgrad wird durch eine
Pseudospin-Quantenzahl o charakterisiert und ist nicht mit dem Spin des Elektrons zu
verwechseln, der im Folgenden vernachlissigt werden soll.

Den Leitungselektronen ist es erlaubt, von dem momentan besetzten Kohlenstoffatom zu
einem der drei benachbarten Kohlenstoffatome mit der Sprungamplitude t ~ 3eV zu sprin-
gen. Zum Auffinden der Dispersionsrelation dieser Elektronen ldsst sich das tight-binding-
model verwenden [15|. Damit ergibt sich |7]

E =+t [1 + 4cos? (kya) + 4cos (kya) cos (kx\/ga)] , (3.30)

wobei a = 2.46A die Gitterkonstante, also den Abstand zweier benachbarter Atome eines
Untergitters, bezeichnet. Der Abstand zweier benachbarter Kohlenstoffatome im Bienen-
wabengitter ist durch % gegeben. In Abbildung 3.2 ist Gleichung (3.30) fiir die erste
Brillouin-Zone graphisch dargestellt [7]. Es sind sechs Verbindungsstellen von Leitungs-
und Valenzband zu erkennen, die im Folgenden als Dirac-Punkte bezeichnet werden. Wei-
ter existieren zwei indquivalente Dirac-Punkte K und K’. Fiir den Fall des undotierten
Graphens befindet sich die Fermi-Energie Fr auf Hohe der Dirac-Punkte, also bei £ = 0.
Zudem ist fiir diesen Fall das Valenzband voll mit Elektronen besetzt und das Leitungs-
band leer.

Zur Beschreibung der niederenergetischen Elektronen muss die Dispersion in der Nihe ei-
nes Dirac-Punktes gefunden werden. Fiir den Fall £ — 0 nimmt Gleichung (3.30) nach

/1

Energy

Abbildung 3.1: Atomgitter von Gra- Abbildung 3.2: Bandstruktur von Gra-
phen. Das Gitter besteht aus 2 Unter- phen. Vergrofert dargestellt ist die linea-
gittern A und B. re Dispersion am Dirac-Punkt.



Entwicklung die Form
E = tupk (3.31)

an. Die Energie der Elektronen am Dirac-Punkt ist also linear von der Wellenzahl abhingig.
Der entstehende Dirac-Kegel des K-Punktes ist in Abbildung 3.2 vergrofert dargestellt. Die
lineare Dispersion hat zur Folge, dass die effektive Masse des Elektrons verschwindet,
d*k

Da die Elektronen in Graphen eine Pseudospin-Quantenzahl o besitzen und in der Ndhe des
Dirac-Punktes masselos sind, weisen sie dort ein pseudorelativistisches Verhalten auf. Die
effektive Beschreibung dieser Elektronen muss daher durch die Dirac-Gleichung erfolgen.
Ausgehend von Gleichung (2.14) lautet die Dirac-Gleichung mit vp = 1 und Gleichung
(3.32)

Hy =oky = E, (3.33)

wobei ¢ = (¢a, ). Gleichung (3.33) wird auch als Weyl-Gleichung bezeichnet. Die Indizes
der Fingénge 1A und g korrespondieren zu den entsprechenden Untergittern A und B.
Es sei angemerkt, dass fiir die Dirac-Punkte K und K’ jeweils eine Gleichung geméf (3.33)
giiltig ist. Im Fall kleiner Energien geniigt es, sich bei der Beschreibung der Elektronen auf
einen Dirac-Punkt zu beschrénken. Dieses Vorgehen ist auch bei Beriicksichtigung eines
Potentials legitim, solange dieses schwach iiber der Gitterkonstante a variiert, da dann
der Streueffekt zwischen K und K’ vernachléssigt werden kann [7]. Bei Beriicksichtigung
eines sich {iber a schwach &dndernden Potentials V' (z) in Gleichung (3.33) kann ausgenutzt
werden, dass dieses gleichermafen auf )4 und 1 wirkt. Somit ist V' (x) im Untergitterraum
diagonal und Gleichung (3.33) schreibt sich als

Hy = [ok +V (z)] = Ev. (3.34)

Diese Dirac-Gleichung fiir masselose Elektronen ist der Ausgangspunkt fiir die Untersu-
chung von Klein-Tunneln in Graphen.



4 Streuung an ebenen Stufenpotentialen

Wir analysieren nun mit Hilfe der Gleichung (3.34) die Streuung eines masselosen Dirac-
Elektrons an stiickweise konstanten Potentialen V' (z) [6, 7, 12].

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung der Wellenzahlvektoren der Wellenfunktionen
in den verschiedenen Raumbereichen des Stufenpotentials (links) und der Potentialbarriere
(rechts).

4.1 Losungen der Weyl-Gleichung

Um Reflexions- und Transmissionskoeffizienten wie in Abschnitt 2.2 berechnen zu kénnen,
miissen zunichst die Losungen der Weyl-Gleichung (3.34) gefunden werden. Unter Be-
nutzung von Polarkoordinaten lautet Gleichung (3.34) bei Anwesenheit eines konstanten
Potentials Vj in Matrixform

Vo ke i¥ -
< keigp ‘/O ) TIZ) - ET/), (41)

wobei k = k (sing, cosy). Zum Losen dieser Eigenwert-Gleichung bietet sich der Ansatz
einer ebenen harmonischen Welle

= ik ( Z > — eikyyikoa ( Z ) (4.2)

an. Im Folgenden sei k, eine reelle positive Grofe. Es ldsst sich eine Fallunterscheidung in
oszillierende und abklingende Wellenlgsungen vornehmen.

Fiir die oszillierenden Lésungen gilt k2 > 0. Aus (4.1) resultieren zwei Eigenwerte
ky = F —Vyund k_ =V — F mit den zwei normierte Eigenvektoren

1 ikr 1 1 ikr 1

Hier gibt A die Fliche des Integrationsgebiets an, die im Folgenden 1 gesetzt wird. Mit
dem Bandindex o = sgn (E — Vj) ldsst sich abkiirzend schreiben:

1 ikr 1
vt (L), (4.4

mit k = a (E —Vp) und Eyin = ay/k2 + k2.
Fiir die abklingenden Lésungen gilt k2 < 0, daher ist k, = 4ix, wobei xeRT. Setzt man



dies in Gleichung (4.4) ein, ergeben sich nach Vereinfachung die Losungen

. 1 . 1
P~ elfvye—re s Jkytr | Y~ elfulers o Jky=r | (4.5)
aiy/ gy aiy/ Ty

Falls k2 = —k; wird Eyin, = 0 und es gilt k, = +ik,. Fiir diesen Sonderfall fiihrt die Losung
der Eigenwert-Gleichung (4.1) auf

P~ olFyY o=y < ? > , P~ etfuy oky ( (1) > . (46)

4.2 Erwartungswerte und Erhaltungssitze

Der Geschwindigkeitsoperator lédsst sich als Zeitableitung des Ortsoperators definieren. Im
Heisenberg-Bild gilt

d
v:&r:i[H,r]:U. (4.7)

Stellt |k,a) den Eigenzustand der Eigenwert-Gleichung Hlk,a) = FE|k,a) mit
Y (r) = (r|k,a) dar, so ist der Erwartungswert der Geschwindigkeit

(v) = (o, k|v|k, o) = /wT (r)yoy (r) d?r. (4.8)

Mit Gleichung (4.4) folgt

k k
(v) = a%/ d%r = ay- (4.9)
—
=A=1
Der Geschwindigkeitsvektor des Elektrons ist also entweder parallel oder antiparallel zum
Wellenzahlvektor, je nachdem ob es sich im Leitungs- oder Valenzband befindet (siehe

Abbildung 4.2).

Abbildung 4.2: Vergroferung eines Dirac-Kegels. Die Zugehorigkeit des Elektrons zum
einem der Untergitter ist farblich gekennzeichnet und korrespondiert zu einer Pseudospin-
Quantenzahl o.

Da das Potential nicht von der Zeit abhéngen soll, ist die Energie eine Erhaltungsgrofe.
Desweiteren soll das Potential nur iiber eine rdumliche Dimension variieren: V' = V ().
In der klassischen Mechanik entspricht dies der Situation, bei der die Lagrange-Funktion
unter y-Translation invariant ist. Aus diesem Grund stellt k, eine Erhaltungsgrofe dar,
wie sich auch nach dem Auswerten der Heisenberg-Bewegungsgleichung,

%ky =i[H, k) =i[V (2),k,] =0, (4.10)



herausstellt. Weiterhin ist wegen V3 = 0 der Wahrscheinlichkeitsstrom in z-Richtung
erhalten,
Jz = const. (4.11)

Die Erhaltungssitze werden wichtig sein, wenn die Transmissions- und Reflexionskoeffizi-
enten berechnet werden.

4.3 Abwesenheit von Riickstreuung

Unter Benutzung der bisherigen Ergebnisse lasst sich zeigen, dass die Transmissionswahr-
scheinlichkeit eines masselosen Dirac-Elektrons bei senkrechtem Einfall auf ein Potential
der Form V (z) stets 1 ergibt. Im Folgenden werden wir diskutieren, aus welchen Griinden
die Riickstreuung fiir diesen Fall ausbleibt und wie dieses Verhalten mit der Helizitét und
der Erhaltung des Pseudospins in Zusammenhang steht [7, 12, 13].
Der Helizitatsoperator ist definiert als

~ ok

h = = (4.12)
und entspricht der Projektion des Pseudospins (allg. Teilchenspin) auf die Bewegungsrich-
tung des Teilchens. Demnach existieren zwei mdégliche physikalische Zusténde, je nachdem
ob der Pseudospin entlang oder entgegen der Bewegungsrichtung des Teilchens gerichtet
ist. Aus Gleichung (3.33) ist ersichtlich, dass h gerade dem reduzierten freien Hamilton-
operator h = H /k entspricht und die Eigenwertgleichung von h lautet

hipy = +by. (4.13)

Die Eigenwerte von h sind +1 und entsprechen dem Bandindex a. Da dieser fiir die ein-
fallende und gestreute Welle gleich ist, ist die Helizitét im entsprechenden Raumbereich
eine Erhaltungsgrofe. Falls nun Riickstreuung bei einem Einfallswinkel von ¢ = 0 eintre-
ten soll, muss sich der Impulsvektor p umkehren. Der Pseudospin o hat sich dann ebenso
umzukehren, da die Helizitdt eine Erhaltungsgrofse ist,

p— —p & oc— —o. (4.14)

Es bleibt zu priifen, ob der Pseudospin eine Erhaltungsgrofie ist. Wenn dies der Fall ist,
wird keine Riickstreuung auftreten, da dann eine Umkehrung des Impulsvektors ausbleibt.
Die zeitliche Ableitung des Pseudospins o, in z-Richtung ist bei Beriicksichtigung eines
Potentials V (z) im Heisenbergbild gegeben als

—o, =1[H,0,]

dt
= i[ky0y,05] +1i[kyoy, 05] +i[V (2), 04] (4.15)
S— —
=0 =0
= 2kyo.
Hierbei wurde die Identitat
[Uz’, O'k] = 2i€ik101 (4.16)

ausgenutzt, wobei ¢;;; das Levi-Cevita-Symbol

1 fiir gerade Permutationen von 1,2,3
gl =14 —1 fiir ungerade Permutationen von 1,2, 3 (4.17)
0 fiir mindestens zwei gleiche Indizes
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darstellt und iiber doppelt auftretende Indizes summiert wurde. Bei senkrechtem Einfall
mit k, = 0 ergibt sich die zeitliche Anderung des Erwartungswertes zu

d

3 (=) = (¥ (0) [2ky ()0 (£) [ (0)) = 0. (4.18)
——

=0

Damit ist gezeigt, dass der Pseudospin erhalten ist und bei senkrechtem Einfall Riickstreu-
ung ausbleibt.

Jetzt lasst sich auch verstehen, weshalb die z-Komponente des Wellenzahlvektors unterhalb
des Potentials der z-Komponente der Gruppengeschwindigkeit entgegengesetzt ist (Vgl.
Abschnitt 2.2). Wegen Gleichung (4.7) fordert die Erhaltung des Pseudospins gleichzeitig
die Erhaltung der Geschwindigkeit (in Einklang mit Abwesenheit von Riickstreuung). Fiir
ein einfallendes Elektron mit positivem o, wird demnach unterhalb des Potentials dessen
Gruppengeschwindigkeit in die positive z-Richtung zeigen. In Abbildung 4.2 ist erkennbar,
dass sich fiir diesen Fall die a-Komponente des Wellenzahlvektors umkehrt (siehe blauer
Ast).

4.4 Streuung an der Potentialstufe

Es soll nun die Streuung eines masselosen Dirac-Elektrons an einem Potential der Form

V() = Vo fiir z > 0 (4.19)
B 0 fiir x <0 -

mit Vp > 0 untersucht werden [6, 7, 12].

4.4.1 Reflexions- und Brechungsgesetz

Analog wie in Abschnitt 2.2 trennt das Potential den Raum in zwei Bereiche I und IT
(Vgl. Abbildung 4.1). Trifft die Elektronenwelle in Raumbereich T mit E > 0 unter einem
Winkel ¢ auf die Potentialstufe, dann gilt fiir den entsprechenden Wellenzahlvektor k€ der

Zusammenhang
ke:<kf ):E(C_OS@). (4.20)
ky sing

Da k, eine Erhaltungsgrofse ist, kann sich der Wellenzahlvektor der gestreuten Welle k" von
k® nur in der z-Komponente unterscheiden. Wegen der Erhaltung der Energie muss daher
k; = —kS gelten. Der zugehorige Reflexionswinkel wird mit 6, bezeichnet. Desweiteren
gilt in Raumbereich IT mit dem Bandindex « die Dispersion k' = o (E — Vj) und das
transmittierte Elektron nimmt einen Winkel 6; zur x-Achse ein,

v [ ks cosb; ¢ 9\ _ - cos;
k_< ky >_E<sin0r>’ k_<ky>_a(E VO)(sinHt)' (421)

Aus der Erhaltung von k,, folgen durch Vergleich von Gleichung (4.21) mit Gleichung (4.20)
Reflexions- und Brechungsgesetz:

O, =m—p, Esing = o (E — V) sinb. (4.22)

Werden nun die Energien F und E — Vj mit den Brechungsindizes n; und ny in Verbin-
dung gebracht, zeigen die Gleichungen aus (4.22) eine Analogie zu dem Reflexions- und
Brechungsgesetz der Optik [16]. Charakteristisch fiir die ’Optik’ der Elektronen in Graphen
ist, dass geméfs dieser Entsprechung der Brechungsindex no fiir &« = —1 einen negativen
Wert annimmt. Dies verursacht den Effekt, dass unterhalb der Potentialstufe der Wellen-
zahlvektor der Gruppengeschwindigkeit entgegengesetzt ist (Vgl. Abbildung 4.1). Aufgrund
der Analogie ldsst sich weiterhin vermuten, dass fiir die Streuung der Elektronen in Gra-
phen kritische Winkel . existieren, fiir die Totalreflexion auftreten kann.
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4.4.2 Reflexions- und Transmissionskoeffizient

Zum Auffinden des Reflexionskoeffizienten R und des Transmissionskoeffizienten T kann
wie in Abschnitt 2.2 vorgegangen werden. Die Wellenfunktionen fiir die einzelnen Raum-
bereiche lauten (Vgl. Abbildung 4.1)

Wy = elkuy [eim < eilso ) R ( _el—iso )} ’ (4.23)

Y = teikyyei%z < aeliet > ) (424)
Durch das Auswerten der Stetigkeitsbedingung 1 (z = 0) = 911 (x = 0) ergeben sich aus
den Komponenten der Wellenfunktionen zwei Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizien-
ten r und t:

1l=t—r, ¥ = re ¥ 4 atel. (4.25)
Die Erhaltung des Wahrscheinlichkeitsstromes j, verlangt, dass j¢+j% = jt. Mit Gleichung
(2.15) folgt daraus
cosb;
cosp
Dieser Ausdruck erlaubt wegen 1 = R + T folgende Identifikation des Reflexions- und
Transmissionskoeffizienten:

1= +a 2. (4.26)

cosb;

R=|r*, T=a« 2. (4.27)

CoSy

Da a = £1, sind zwei Fille beziiglich der Energie zu unterscheiden.

4.4.3 Energie kleiner als Stufenh6he

Fiir £ < Vp ist & = —1 und man erhélt mit 6; aus Gleichung (4.22) und der Substitution

_E
€—VO

cosbcosp
sin? (£5%)
In Abbildung 4.3 ist T (p) fiir unterschiedliche Werte von e aufgetragen. Der Abbildung
ist zu entnehmen, dass fiir alle Kurven mit wachsendem Betrag von ¢ die Transmissions-
wahrscheinlichkeit abnimmt. An der Stelle ¢ = 0 ist das Potential transparent: Dort hat
T sein Maximum mit 7" = 1. Fiir die Kurven mit € < % verschwindet 7" ab einem Winkel
von ¢ = 7, da dann die einfallende Elektronenwelle nicht mehr am Potential gestreut
wird. Ist € > %, exisitiert ein kritischer Winkel +¢., ab dem das Elektron totalreflektiert
wird. Wie sich spéter zeigen wird, liegt der Grund fiir die Existenz dieses Totalreflexi-
onswinkels darin, dass fiir Winkel |p| > || nur noch exponentiell abklingende Wellen
unterhalb des Potentials existieren (Vgl. Abschnitt 4.5.1). Da die Potentialstufe eine un-
endlich grofe Ausdehnung besitzt, wird die transmittierte Wellenfunktion im Unendlichen
auf Null sinken und der Transmissionskoeffizient verschwinden. Der Betrag von ¢, folgt
aus dem Brechungsgesetz (4.22) mit 6; = 7,

W—FE 1-—¢

i = = . 4.29
singe I - ( )

T=—

Ay = arcsin <6L1singo> + . (4.28)

Die Bedingung fiir die Existenz von ¢, ist £ > % bzw. € > %, da sonst sing, > 1.
Es ldsst sich fiir einige Grenzfélle T analytisch angeben:

2 1 fii =0
T — ﬂ’ T — 0082()0’ T — 1;11' v . (430)
Bavy 1+ cosp 5% B-vy | O0fiir @ #0
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\ 1n w ‘
L — =0 || e=1.2| |
— £=0.25 ﬁ( — =3
0.8 — e=0.5 1 0.81- | — £=10 1
— £=0.75 | / \
r £=0.9 || ‘
0.6 4 o I
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-04 -0.2 0 0.2 04 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5
¢/t o/t
Abbildung 4.3: Transmissionskoeffizient T fiir eine Potentialstufe (V > 0) in Abhéngig-
keit des Einfallswinkels ¢ fiir verschiedene Werte von € = % mit & = —1 (links) und a = 1
(rechts).

4.4.4 Energie grofer als Stufenhdhe

Fiir £ > Vj ist a = 1 und man erhalt

cosbcosp

T = 70
cos2 (sog_t)

, 0y = arcsin (Llsimp) . (4.31)

Abbildung 4.3 zeigt erneut, dass die Potentialstufe bei o = 0 unabhéngig von € transparent
ist. Mit steigendem Betrag von ¢ sinkt der Transmissionskoeffizient bis zu einem kritischen
Winkel |p.| auf den Wert 0. Dieser Totalreflexionswinkel ist durch die Gleichung

e—1

sing, = (4.32)
€

bestimmt, die sich wie in Abschnitt 4.4.3 finden lésst. Alle Kurven besitzen einen Total-
reflexionswinkel, da Vj > 0 die einzige Bedingung fiir die Existenz von . ist. Fiir den
Grenzfall E > Vj gilt unabhéngig vom Winkel 7" = 1.

4.5 Streuung an der Potentialbarriere
Wir wollen nun die Streuung an einem Potential der Form

V() = ) fir0<z<a (433)
0 sonst '

mit Vp > 0 untersuchen [6, 7, 12].

Die Vorgehensweise zur Berechnung von R und 7' ist die Gleiche wie in Abschnitt 4.4. Das
Potential trennt den Raum in drei Bereiche mit den entsprechenden Wellenzahlvektoren
k® und k© in Raumbereich I, k* und kB in Raumbereich II, sowie k* in Raumbereich
IIT (Vgl. Abbildung 4.1). Unter Benutzung des Reflexionsgesetzes und der Erhaltung der
Energie ergeben sich die Wellenfunktionen zu

Wy = etk [eikxx ( eileo > S < _e{i@ ﬂ : (4.34)
i igzx 1 —iqzx 1
iy = ettoy [Ae o < ovelfa > + Be™ < ael(m=0a) )] ’ (4.35)
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- 1
Y = telfvyeiha® < ol ) ) (4.36)

wobei die Koeffizienten r, ¢, A und B aus der Stetigkeit der Wellenfunktionen an den
Stellen x = 0 und = = a bestimmt werden kénnen.

4.5.1 Energie kleiner als Stufenhdhe

Das Auswerten der Stetigkeitsbedingungen 1 (x = 0) = 911 (x = 0) und
11 (x = a) = Y (z = a) fiithrt auf 4 Bestimmungsgleichungen fiir 7, A, B und ¢. Lost man
das entstandene Gleichungssystem, erhélt man mit o = —1 den Ausdruck

. —cospcosfa (4.37)

sin2 <5"—+29A) — cos? <5"—_29A) e2igea

Fiir den Transmissionskoeffizienten ergibt sich damit

cos?pcos?Op

T =t = (4.38)

c0s2pcos20,cos? (qza) + sin? (gpa) (1 + sinfasing)®

Dabei sind 0 und ¢, noch unbestimmte Grofen, die iiber das Brechungsgesetz gefunden
werden miissen. Dazu betrachte man die Wellenzahlvektoren

k® :E< o8P > kA = — (B —Vp) ( cosOa > (4.39)

singp sinfla

Aus der Erhaltung von k, folgt das Brechungsgesetz Esing = — (E — V{)) sinfla, womit 6
bestimmt ist zu

O = arcsin < c 1singo> + . (4.40)
Fiir ¢, gilt wegen Gleichung (4.39)
Gz = — (E — Vp) cosba. (4.41)

Das Einsetzen von Gleichung (4.40) in Gleichung (4.41) ergibt mit € = % den Ausdruck

4z = —Vo/1 — 2e + e2cosep. (4.42)

Mit den Gleichungen (4.38), (4.40) und (4.42) ldsst sich 7" in Abhéngigkeit von ¢ fiir ver-
schiedene Werte von ¢ darstellen (siehe Abbildung 4.4). Dabei wurde der Wert von Vya /27
festgelegt zu Vpha/2m = 4.8. Fiir die Kurven mit e < % verschwindet 7" ab einem Winkel
von ¢ = *+3, da dann die Elektronenwelle nicht mehr am Potential gestreut wird. Fiir
€ > % existieren wie schon bei der Potentialstufe kritische Winkel ¢, die sich bestimmen
lassen, indem die Bedingung fiir exponentiell abklingende Wellen ¢2 < 0 mit Gleichung
(4.42) ausgewertet wird. Es ergibt sich
1—e¢

sing, = P (4.43)

also dieselbe Bestimmungsgleichung wie fiir die Potentialstufe (4.29). Der Unterschied zur
Potentialstufe liegt hier in der Tatsache, dass die Potentialbarriere eine endliche Ausdeh-
nung besitzt und diese von dem Elektron deshalb auch oberhalb des kritischen Winkels
mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit durchtunnelt wird. Fiir die Potentialbarriere exis-
tiert daher kein Totalreflexionswinkel!.

In Abbildung 4.4 ist der Transmissionkoeffizient nur bis zu einem kritischen Winkel (falls dieser exisi-
tert) gezeichnet, da der Verlauf der Kurve oberhalb des kritischen Winkels von untergeordneter Bedeutung
ist.
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Weiter kann man der Abbildung 4.4 entnehmen, dass bei ¢ = 0 der Transmissionskoeff-
zient fiir alle Kurven den Wert 1 annimmt. Das Elektron wird bei senkrechtem Einfall
perfekt transmittiert. Fiir die Kurve mit ¢ = 0.35 sinkt 7" mit steigendem Betrag von ¢
zunéchst, nimmt dann jedoch bei einem bestimmten Winkel |¢| wieder den Wert 1 an.
Offensichtlich existieren fiir bestimmte Werte von £ und Vpa/2m Winkel ¢p, bei denen eine
Resonanz auftritt. Diese Resonanzen sind auf stehende Wellen unterhalb der Potentialbar-
riere zuriickzufiihren, die gewissermafen als ein Fabry-Pérot-Interferometer fungiert. Die
Resonanzwinkel pp lassen sich finden, indem die Bedingung fiir stehende Wellen ¢,a = nrw
mit n = 1,2, ... mit Gleichung (4.42) ausgewertet wird. Es ergibt sich

1 2
|or| = arccos —\/<ﬂ> —142|. (4.44)

€ Voa

Die Bedingung fiir die Existenz von |¢p| ist

n? < (wf (4.45)

s

Es lasst sich fiir einige Grenzfélle T" analytisch angeben:

2 2
Ty — 7 T —F (4.46)
B<vy 1 — sin“pcos? (¢pa) B-vy cosh” (kya) — sin“g
4.5.2 Energie grofser als Stufenhéhe
Fiir diesen Fall ist a = 1 und es ergibt sich nach einer analogen Rechnung
. € .
fa = arcsin (1 — 6s1ng0> , (4.47)

wihrend in 7T lediglich die Substitution 5 — —6f4 vorgenommen werden muss. In Abbil-
dung 4.4 ist T () fiir e = 1.2 und Vpa /27 = 4.8 dargestellt. Der kritische Winkel ist durch

die Gleichung
—1
sing, = - - (4.48)

bestimmt, der sich wie in Abschnitt 4.5.1 finden ldsst. Alle Kurven mit « = 1 besitzen
einen kritischen Winkel, da V5 > 0 die einzige Bedingung fiir die Existenz von ¢, ist. Fiir
den Grenzfall E > V| ergibt sich dieselbe Gleichung, wie fiir den Grenzfall £ < Vj.

1 1
0.8+ -4 08 |
0.6- 4 o6 i

- {1+

0.4+ -1 04r B
0.2 - 02+ ,

025 | 0 | 05 0

o/mt

Abbildung 4.4: Transmissionskoeffizient T fiir eine Potentialbarriere in Abh#ngigkeit
vom Einfallswinkel ¢ fiir verschiedene Werte von € = % mit Vpa/2m = 4.8.
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5 Streuung an einem kreisformigen Stufenpotential

Bisher wurde die Streuung masseloser Dirac-Elektronen an ebenen Stufen der Form V' (x)
untersucht. Die Existenz oszillatorischer Zusténde unterhalb des Potentials ermoglichte
dabei das Klein-Tunneln, welches durch Effekte wie der perfekten Transmission bei senk-
rechtem Einfall und Fabry-Pérot-Resonanzen charakterisiert ist (Vgl. Abschnitt 4). Im Fol-
genden untersuchen wir die Streuung des Elektrons an einem kreisférmigen Stufenpotential

der Form
Vi firr <0
Vig)=4 o (5.1)
0 firr >0

mit der Fragestellung, wie sich die Effekte des Klein-Tunnelns fiir dieses Problem &ufsern
werden.

5.1 Losungen der Weyl-Gleichung in Polarkoordinaten

Um Aussagen iiber das Streuverhalten der Elektronen treffen zu kénnen, miissen vorerst
wieder die Losungen der Weyl-Gleichung gefunden werden. In Polarkoordinaten lautet die
freie Weyl-Gleichung

Hy (r,0) = EY (r,0) (5.2)
wobei der Hamiltonoperator geméf Gleichung (3.33) gegeben ist durch

0 e7iv (-ig - 12)
)
= el® (—12 + li) 0 ’ (5.3)
r r g

Um Losungen der Weyl-Gleichung (5.2) zu konstruieren, bietet es sich an, zunéchst einen
vollstdndigen Satz kommutierender Observablen zu finden. Fiir ein zweidimensionales
Zentralfeldproblem eines Schrédinger-Teilchens ist ein solcher gegeben durch die Ener-
gie H und dem Bahndrehimpuls L, [3, 4]. Fiir ein masseloses Dirac-Elektron stellt der
Bahndrehimpuls L, jedoch keine Erhaltungsgréfte dar, da das Elektron zusétzlich einen
Pseudospin o, besitzt [13]: Fiir den Kommutator von L, und dem Hamilton-Operator
H = op = 0,p; + oypy ergibt sich

[Lz, H] = [xpy — YPz, P20z + pry]
= [$py,px0'x] + [$py,py0'y] - [ypz,p:vo'x] - [?/pxapyay]

~~

—0 =0
= x[pyapxo'x] + [x,pzaz]py - y[pmapyay] - [yapyo'y] Pz
—_——— ——
—0 =0

= i(0wpy — oyps) # 0.

Es gilt weiter (0., H] = [02, 04] px + [0z, 0y] py und unter Verwendung der Beziehung (4.16)
folgt daraus

o2, H] = =2i (02py — 0yDz) - (5.5)
Folglich stellt der Gesamtdrehimpuls J, = L, + %az eine Erhaltungsgrofe dar, denn mit

den Ergebnissen (5.4) und (5.5) folgt mit J = J, und L = L,
1
[J, H] = [L + 50 H} — 0. (5.6)

Wegen Gleichung (5.6) besitzen J und H ein gemeinsames Eigenfunktionensystem, was
ausgenutzt werden kann, um die Eigenfunktionen ¢ der Gleichung (5.2) in Radial- und
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Winkelanteil zu separieren. Zunéchst miissen fiir dieses Vorgehen aber die Eigenfunktio-
nen von J gefunden werden. Da [J,L] = 0 und [J,0,] = 0, sind die Eigenfunktionen
von J Produktzustdnde aus Figenfunktionen von L und o,. Um diese zu finden, sind die
Eigenwertgleichungen beziiglich des Pseudospins und des Bahndrehimpulses

SO =51, D (9) = mom (9) (1)

zu losen, wobei L = —i%. Die Losungen sind gegeben durch

m=(5) m=(1) (5.9

mit den Eigenwerten s = £1/2 und

eime (5.9)

Xm (90) = \/ﬂ

mit den Eigenwerten meZ, wobei xom, (¢) = (r|xm). Die Eigenzusténde von J ergeben sich
aus dem Produkt der Zustande |y,,) und [1{),

1 3

=Jj
Der allgemeinste Eigenzustand von J zum FEigenwert j ist eine Linearkombination von
Produktzustinden |£f) = [xm) [1) und £, 1) = |Xm+1) [{) mit den i.A. komplexen Koef-

fizienten ff und f, .,

T3y = J (fon lm) + fri1 [Emia)) = 513) - (5.11)

Wir suchen nun den Eigenzustand von J, der auch ein Eigenzustand von H ist. Da die
Produktzustinde |) lediglich eine Winkelabhiingigkeit besitzen, stellen die Koeffizienten
fiund f, ., die Radialanteile dar, die mit der Dirac-Gleichung (5.2) bestimmt werden
konnen. Mit (r|&5) = & (o) und

Y (1,0) = fon (1) &0 (0) + frnsr (1) €y () (5.12)

folgen schlieflich die Eigenwertgleichungen — Jt, (7, ¢) = JjYm(r,e) und
Hy, (1, 0) = Etbp, (r,0). Mit Gleichung (5.12) ist letztlich die Separation von vy, (r, )
in einen Radial- und Winkelanteil erfolgt. Das Anwenden von H auf diesen Zustand ergibt
unter Benutzung der Beziehung

.0 im
HIE 06 (0 = (Fig 5 )£ 15 () € (5.13)
und der Orthogonalitit der &£ () die Gleichungen
.0 .M _
At )+ () = Bl (), (5.14)
L0 m+1
—la—fm+1 (r) —i—— [ (r) = Efy (r), (5.15)
r T
mit denen die Radialanteile f,! (r) und f, ., (r) bestimmt werden kénnen. Mit den Sub-
stitutionen z = Er, f 1 (2) = Zmy1(2) und if,f (2) = Zp, (2) ergeben sich aus den
Gleichungen (5.14) und (5.15) die Relationen
m 0
?Zm (2) = &Zm (2) = Zm+1 (2) (5.16)
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0 m+1
£Zm+1 (Z) + TZm+1 (Z) == Zm (Z) . (517)
Es lasst sich zeigen, dass die Gleichungen (5.16) und (5.17) die Rekursionsbeziehungen der

Bessel-Funktionen 7, (2)

2 o () = Zin 1 (2) + Zins (2), (518)
Q%Zm (2) = Zm-1(2) — Zm41 (2) (5.19)

erfiillen [16, 17|. Damit sind die Eigenfunktionen von H gegeben als

Y (1) = —iZm (E7) \/%eimv < ; > + Ziny1 (Er) \/%ei(mﬂ)“’ < ; > . (5.20)

Die Bessel-Funktionen Z,, (Er) konnen in vier Arten unterschieden werden [16, 17|. Die
Besselfunktionen erster Art werden mit J,, (Er) bezeichnet, die Bessel-Funktionen zweiter
Art (Neumann-Funktionen) mit Y,, (Er). Die letzten beiden Arten entsprechen den Hankel-
Funktionen A" (Er) und a? (Er), die aus den Bessel-Funktionen erster und zweiter Art
gemafs g (Er) = Jn (Er) £1Y, (Er) gebildet werden konnen.

5.2 Radiale Wahrscheinlichkeitsstromdichte und Streueffizienz
5.2.1 Berechnung der Streukoeffizienten

Es miissen fiir die verschiedenen Raumbereiche Wellenfunktionen angesetzt werden, deren
komplexe Streuamplituden {iber Stetigkeitsbedingungen bestimmt werden konnen (siehe
Abbildung 5.1). Tm Folgenden wird angenommen, dass fiir die Energie des einfallenden
Elektrons E > 0 gilt.

S
A X X X

Abbildung 5.1: Schematische Darstellung von einfallender, gestreuter und transmittierter
Welle am radialsymmetrischen Potential (links) und Querschnitt des Kreis-Potentials mit
zugehorigem Dirac-Kegel, wobei @ = —1 (rechts).

Aus Symmetriegriinden kann angenommen werden, dass der Wellenzahlvektor des ein-

fallenden Elektrons nur eine z-Komponente besitzt: k = ke,. Die entsprechende Wel-
lenfunktion kann als Entwicklung nach Bessel-Funktionen erster Art .J,, (kr) geschrieben

werden [16]:
Yo = e““‘( 1 ) = eikTCOS%@( 1 ) = > i (kr) eiW( 1 ) (5.21)

n=—oo
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bzw.

Vo= ) VorimH [—iJn (kr) \/%ei"*" ( ; ) + T (kr) \/%eiwl)w ( 0 )] .

n=-—oo
(5.22)
Der Vergleich mit Gleichung (5.20) zeigt, dass v, als Uberlagerung aller méglichen Ei-
genfunktionen, d.h. Partialwellen mit unterschiedlichem Gesamtdrehimpuls J, zu einer
gegebenen Energie verstanden werden kann. Die Konstruktion der reflektierten und trans-
mittierten Wellenfunktion geschieht analog durch eine Linearkombination aller méglichen
Eigenfunktionen zu einer gegebenen Energie mit komplexen Koeffizienten, die durch die
Stetigkeit der Wellenfunktionen bestimmt werden. Die Forderung der Regularitit der Wel-
lenfunktionen entscheidet, welche Art der Bessel-Funktionen fiir die jeweilige Wellenlosung
verwendet wird.
Die gestreute Wellenfunktion wird sich fiir grofse Abstdnde vom Streuzentrum wie
Yy ~ e*" verhalten. Dementsprechend sollte die asymptotische Losung der zu verwenden-
den Bessel-Funktion dieses Verhalten aufweisen. Hierfiir kommt nur die Hankel-Funktion
j28 (kr) in Frage, denn fiir sie gilt [16]

2 H ™ ™
(1) ~ e 1(kr7n777)
H," (kr) o \/ e 274, (5.23)

Die gestreute Welle 1dsst sich jetzt mit den komplexen Koeffizienten a,, schreiben als

_ - n+1 . 1 1 in 1 (1) 1 i(n+1 0
Py —nzw\/%l an, [—1H,(l)(/<:r)\/—2_7re v < 0 > +H, (kr)\/—Q_ﬂe( ) < 1 >] .
(5.24)
Da die Neumann-Funktion fiir kr — 0 divergiert [16], stellt .J, (¢r) die einzige reguldre
Bessel-Funktion fiir die transmittierte Welle ¢ dar. Sie 1asst sich nun mit den komplexen

Koeffizienten b,, schreiben als

Wy = nz_:oo \/%inﬂbn |:—i!]n (qr) \/%emgo < (1) > + adpiq (qr) \/%el(T%i’l)‘P ( ? >:|
(5.25)

mit o = sgn (F — Vp) und ¢ = a (F — Vp). Der Vorfaktor « ergibt sich nach Substitution

von E — —F in den Rekursionsbeziehungen der Bessel-Funktionen (5.18) und (5.19).

Die Stetigkeitsbedingung der Wellenfunktionen lautet
Ve (r=R) +¢:(r=R) =1 (r=R). (5.26)

Unter Ausnutzung der Orthogonalitédt des Winkelanteils der Wellenfunktionen resultieren
zwei Bestimmungsgleichungen fiir a,, und b,

Ju (kR) + a, H (kR) = b,J, (4R), (5.27)

Jps1 (kR) + anH'Y) | (kR) = abyJoi1 (¢R). (5.28)

n

Nach Losen dieses Gleichungssystems ergeben sich die Streukoeffizienten zu

n — —Jn (Np) Jn+1 (p) +an (p) Jn+1 (Np) (529)

T (Np) HY), (p) — aHSD (p) Joir (Np)

- o (p) Hy (0) = Joir (p) HY (p) (5.30)

Jn (Np) Hffﬁl (p) — adni1 (Np) HE (p)
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wobei die Abkiirzungen p = kR und N = QLEVO) verwendet wurden. Es sei angemerkt,

dass unter Ausnutzung der Relationen [16, 17]
Jon=(-1)"Ty,  HY = (1" 5D (5.31)

die Beziehungen
Ay = Qp_1, b_,, = ab,_1 (5.32)

folgen.

Fiir die weitere Rechnung bietet es sich an, mit Hilfe der Gleichungen (5.31) und (5.32)
die gestreute und transmittierte Wellenfunktion in eine andere Form zu bringen. Dazu
denke man sich die Summe in Gleichung (5.24) in zwei Teilsummen zerlegt, bei denen die
erste von —oo nach —1 und die zweite von 0 nach oo 1duft. Die erste Teilsumme lésst sich
schreiben als

2w 0 2 1
(5.33)

- _ . IR 1 1) 1o 0
2ri " a_, [—IH(lr)L kr) —e m“"( >+H(_n kr) ——el( "+1)“"< )]7
S VE L )
und mit (5.31) und (5.32) folgt

-n+1 . 1 —in (1) i(—n+1
n§1 V2ritla, [—1H7(L ) (kr) Moz v ( 0 > — H", (kr) —\/ﬂ& )@ < . )} .

Nach Erniedrigung des Summationsindexes um 1 ergibt sich schlieflich

= : . 1 0 1) 1 1
§ : [orintl . |:_ F[(l) k inp ( > + f[( k i(n+1)p < >:| )
=0 R Nora 1 i1 (K1) Vo 0

(5.35)

Die beiden Teilsummen lassen sich jetzt wieder zusammenfassen und es folgt fiir die ge-
streute Wellenfunktion der Ausdruck

0 . eine ei(nt+1)e
Y=Y " ay, [—1}17(11) (kr) < ing > + HY, (kr) ( D ﬂ . (5.36)
n=0

Nach einer analogen Vorgehensweise folgt fiir die transmittierte Wellenfunktion der Aus-
druck

> ine —i(n+1)p
(S Zi"ﬂbn [—iJn (qr) < ee_imp > + adpt1 (qr) < eei(n+1)¢ )} , (5.37)

n=0

5.2.2 Radiale Wahrscheinlichkeitsstromdichte ;. der gestreuten Welle

Das Streuverhalten des Elektrons wird im Folgenden durch die Streueffizienz @) bzw.
der radialen Wahrscheinlichkeitsstromdichte der gestreuten Welle ;I charakterisiert, da
Transmissions- und Reflexionskoeffizienten nicht wie in der {iblichen Weise existieren (sie-
he Abbildung 5.1). Im Folgenden werden wir zunichst die radiale Wahrscheinlichkeits-
stromdichte bestimmen, da mit dieser spiter eine geeignete Definition der Streueffizienz
vorgenommen werden kann.

Die Wahrscheinlichkeitsstromdichte der einfallenden Wellenfunktion 3¢ berechnet sich ge-
méf Gleichung (2.15) zu

§° = vlive = ( : ) , (5:39)
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wobei j = 0z€z + oyey genutzt wurde. Um die radiale Wahrscheinlichkeitsstromdichte j;.
zu erhalten, muss zunéchst der Operator der radialen Wahrscheinlichkeitsstromdichte in
Polarkoordinaten berechnet werden. Fiir diesen ergibt sich

A - . 01 (0 -1 .
Jr = Jer = 05co8p + aysing = | g ) cosy +i o ) sine. (5.39)

Damit folgt fiir die radiale Wahrscheinlichkeitsstromdichte der gestreuten Welle mit Glei-
chung (5.36)

i () = Pl jrth
00 —im i(m+1)p
_ mA1 (1) e “’) (1)* < e >]
= Hy™ (kr im +H,, kr ilm
(i i ) (o 56 (e )|

m=0
n . e~intl)e e
X Z g [— N (kr) < ci(nt1)p > H’I(L-zl (kr) < e~ine )} '

Nach Zusammenfassen ergibt sich

G * ‘n—m 1 * *
= ZO ipani™ " [ (HD* (k) HY (kr) + B, (kr) HLY, (k) cos (m +n+1) ¢)
i (H" o) B, (k) = HY (k) HD (kr) ) cos ((m =) )]
(5.41)

Es bietet es sich an, Gleichung (5.41) fiir kr — oo auszuwerten. In dieser Fernfeld-Naherung
erhélt man unter Verwendung des asymptotischen Ausdrucks der Hankel-Funktionen aus
Gleichung (5.23) den Ausdruck

jﬁ(w)—ﬂkTZw [cos (20 + 1)) + 1]
(5.42)

% Z Re (anay,) [cos ((m +n+ 1) ¢) 4+ cos ((m —n) ¢)].

m<n

5.2.3 Streueffizienz

Die charakterisierende Grofe fiir das Streuverhalten des Elektrons ist der Streuquerschnitt
0Q, der sich berechent als o = Ielﬁ, wobei I den Wahrscheinlichkeitsstrom der gestreuten

Welle und 7°/A den Wahrscheinlichkeitsstrom der einfallenden Welle pro Einheitsfliche
darstellt. Fiir den Ausdruck I¢/A ergibt sich geméf Gleichung (5.38) der konstante Wert
2. Der Wahrscheinlichkeitsstrom der gestreuten Welle berechnet sich zu

2
I = j{jrds :/ Jrrde. (5.43)
0

Wegen der Giiltigkeit der Kontinuitdtsgleichung wird I}, fiir alle  denselben Wert besitzen.
Es bietet sich daher an, fiir j; in Gleichung (5.43) den Ausdruck aus Gleichung (5.42) zu
benutzen. Da bei der Integration die Kosinus-Terme keinen Beitrag liefern, folgt schlielich

16
Iy =— > lanl?. (5.44)
n=0
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Jetzt kann die Definition der Streueffizienz () genutzt werden, die den Streuquerschnitt o
zum Durchmesser des Kreispotentials ins Verhéltnis setzt. Man erhélt

o 4 9
Q= == E e 4
2R pn:0|a | (5.45)

Die Einfithrung der Streueffizienz ist vorteilhaft, um die Streuung des Elektrons an Poten-
tialen mit unterschiedlichem Radius vergleichen zu kénnen.

5.3 Ergebnisse

Anhand der Gleichungen (5.42) und (5.45) kénnen wir nun das Streuverhalten des masselo-
sen Dirac-Elektrons an einer kreisférmigen Potentialstufe untersuchen. Im Folgenden wird
die Hohe der Stufe auf Vp = 10 gesetzt und der Radius R und die Energie F sind variabel.
Um die Eigenheiten des Klein-Tunnelns in Graphen besser hervorheben zu kénnen, werden
wir dabei ein Vergleich mit einem Schrédinger-Elektron anstellen. Die entsprechenden Glei-
chungen sind dem Anhang zu entnehmen?. Die fiir die numerische Auswertung benétigten
Besselfunktionen wurden wie in Ref. [18] beschrieben berechnet.

5.3.1 Streueffizienz )

Um einen Uberblick iiber die bei der Streuung an einem kreisformigen Potential auftre-
tenden Effekte zu gewinnen, betrachten wir zunichst die Streueffizienz @) in Abhéngigkeit
vom Radius R fiir verschiedene Werte der Energie E.

Zunichst soll das Streuverhalten des Dirac- sowie des Schrodinger-Elektrons fiir den Fall
«a = 1, also fiir eine Energie grofer als die Hohe der Potentialstufe, diskutiert werden. In
Abbildung 5.2 ist die Streueffizienz @ (R) fiir das Dirac-Elektron nach Gleichung (5.45)
und zum Vergleich fiir das Schrodinger-Elektron nach Gleichung (A.26) mit E > V} fiir
verschiedene Werte der Energie E dargestellt. Formal besteht zwischen den Gleichungen
(5.45) und (A.26) eine grofe Ahnlichkeit. Entscheidend fiir das Verhalten der Streueffizienz
Q@ sind jedoch die Koeffizienten a,, die durch die Wellenfunktionen inner- und aufserhalb
des Kreis-Potentials bestimmt sind. Im Fall £ > V[ existieren fiir das Dirac- und das
Schrodinger-Elektron oszillatorische Zustdnde im Bereich des Kreis-Potentials. Dies fiihrt
dazu, dass fiir beide Fille die oszillatorischen Wellenfunktionen mit J (¢R) bzw. J' (¢R)
in die Koeffizienten a,, eingehen (siehe Gleichung (5.29) bzw. (A.15)). Die Streueffizienzen
des Dirac- und des Schrodinger-Elektrons zeigen daher qualitativ das gleiche oszillatorische
Verhalten.

Jetzt wird das Streuverhalten fiir £ < Vg, d.h. @« = —1, untersucht. Fiir diesen Fall war
bereits bei der Diskussion der Streuung eines Dirac-Elektrons an ebenen Stufen ein wesent-
licher Unterschied zum Schrodinger-Elektron festzustellen (siehe perfekte Transmission,
Abschnitt 4.3). Unterhalb des Kreis-Potentials existieren fiir das Schrodinger-Elektron nur
evaneszente Wellen, weshalb in den Koeffizienten a,, nach Gleichung (A.14) die modifizier-
ten Besselfunktionen I,, (¢R) eingehen. Fiir das Dirac-Elektron existieren hingegen oszilla-
torische Zustinde mit negativer Energie. In Abbildung 5.3 ist die Streueffizienz @ (R) fiir
das Dirac-Elektron und fiir das Schrédinger-Elektron mit £ < Vj fiir verschiedene Werte
der Energie E dargestellt. Die Abbildung zeigt, dass sich die Streueffizienz des Schrodinger-
Elektrons mit steigendem Radius R einem konstantem Wert annéhert. Wesentlich fiir die
Streuung der Schrédinger-FElektronen ist, dass die Kurven, bis auf die Kurve mit £ = 9,
kein oszillatorisches Verhalten aufweisen. Dies ist auf die schnell abklingenden L&sungen

’Die Streueffizienz und die radiale Wahrscheinlichkeitsstromdichte wurden fiir eine dimensionslose
Dirac- bzw. Schrédinger-Gleichung berechnet. Dies erlaubt einen qualitativen Vergleich des Streuverhaltens
zwischen Dirac- und Schridinger-Elektron. Gleiche Werte der dimensionslosen Gréfsen R und E entspre-
chen nicht gleichen Radien und Energien in physikalischen Einheiten.
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Abbildung 5.2: Streueffizienz @ fiir das Dirac-Elektron (links) und das Schrodinger-
Elektron (rechts) in Abhéngigkeit von R fiir verschiedene Werte von E mit V5 = 10 und
a=1.
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(04

5 — E=1 ]
— E=3
— E=5|
— E=7
— E=9]7

| | . | | .
00 1 2 3 4 5

Abbildung 5.3: Streueffizienz @ fiir das Dirac-Elektron (links) und das Schrédinger-
Elektron (rechts) in Abhéngigkeit von R fiir verschiedene Werte von E mit V5 = 10 und
oa=—1.

im Bereich des Kreispotentials zuriickzufiihren. Lediglich fiir die Kurve mit £ = 9 kann
ein leichtes oszillatorisches Verhalten der Streueffizienz auftreten, da fiir kleine Radien
und grofe Energien die Wellenfunktion langsam genug abklingt. Die Streueffizienzen des
Dirac-Elektrons weisen Oszillationen um einen gemeinsamen Mittelwert auf. Besonders
ausgeprégt sind diese Oszillationen fiir kleine Energien, wihrend sie fiir £ — V4 kaum
noch zu erkennen sind. Der Grund fiir das Auftreten der Oszillationen in @ liegt in der
Existenz oszillatorischer Wellenfunktionen im Bereich des Kreis-Potentials, die sich in den
Koeffizienten a,, fiir &« = 1, sowie auch fiir « = —1 durch die Bessel-Funktionen J (¢R)
bemerkbar machen. Man sieht, dass fiir kleiner werdende Energien zusétzlich schmale, teil-
weise sehr stark ausgeprigte Peaks auftreten, die wir spiter im Detail untersuchen werden.

5.3.2 Winkelverteilung

Mit Hilfe der Streueffizienz konnte bisher untersucht werden, welcher Anteil der einfallen-
den Welle gestreut wird. Neben dieser totalen Streugrofe ist die radiale Wahrscheinlich-
keitsdichte der gestreuten Welle jX (¢) ein weiteres Charakteristikum des Streuverhaltens,
da mit ihr die Winkelverteilung der Streueffizienz untersucht werden kann. In Abbildung 5.4
ist j& (¢) in Fernfeldndherung fiir das Dirac-Elektron nach Gleichung (5.42) und zum Ver-
gleich fiir das Schrodinger-Elektron nach Gleichung (A.22) fiir verschiedene Werte von E
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Abbildung 5.4: Radiale Wahrscheinlichkeitsstromdichte der gestreuten Welle jr des
Dirac-Elektrons in Abhéngigkeit von ¢ fiir verschiedene Werte von E mit R = 0.2 und
Vo = 10.

mit R = 0.2 dargestellt. Da die radiale Wahrscheinlichkeitsstromdichte eine von r abhangi-
ge Grofe ist und im Grenzfall » — oo den Wert 0 annimmt, wurde in der Fernfeldndherung
(5.42) r = R gesetzt, ohne dabei die Ergebnisse in qualitativer Hinsicht zu verindern. Fiir
die radiale Wahrscheinlichkeitsstromdichte des Dirac-Elektrons ist zu erkennen, dass diese
fiir den Winkel ¢ = 7m den Wert 0 annimmt. Die fiir das Klein-Tunneln in Graphen cha-
rakteristische Abwesenheit von Riickstreuung, die bereits in Abschnitt 4.3 mit Hilfe der
Erhaltung des Pseudospins erklirt werden konnte, macht sich also auch hier bemerkbar?.
Desweiteren ist der Abbildung zu entnehmen, dass bei ¢ = 0 die Wahrscheinlichkeitsstrom-
dichte ihren grofiten Wert annimmt. Offensichtlich erfihrt das Dirac-Elektron seine maxi-
male Streuung in Vorwértsrichtung. Mit steigender Energie nimmt die Vorwértsstreuung
im Vergleich zur Streuung in andere Raumbereiche erheblich zu. Die radiale Wahrschein-
lichkeitsstromdichte des Schrodinger-Elektrons nimmt fiir ¢ = 7 einen Wert ungleich von
Null an. Dies war zu erwarten, denn der Effekt der Abwesenheit von Riickstreuung tritt
nicht fiir Schrédinger-Elektronen auf. Trotzdem erfihrt auch das Schrédinger-Elektron die
grofte Streuung in Vorwértsrichtung, die jedoch nicht so stark ausgeprigt ist wie die des
Dirac-Elektrons.

5.3.3 Detailstruktur der Streuung

Wie man sehen kann, weisen die Streueffizienzen @ (R) des Dirac-Elektrons aus Abbildung
5.3 fiir grofkere Energien ein sanftes oszillatorisches Verhalten auf, wahrend fiir kleinere
Energien eine ausgeprigte Detailstruktur zu erkennen ist. Im Folgenden wollen wir diese
genauer analysieren, wobei das Auftreten der schmalen Peaks von besonderem Interesse
sein wird. Dazu ist in Abbildung 5.5 die Streueffizienz @ des Dirac-Elektrons in Abhéngig-
keit von F fiir verschiedene Werte von R mit E < V| dargestellt (siehe obere Diagramme).
Zudem sind in den unteren sechs Diagrammen fiir einige ausgewihlte Radien R die ersten
vier Beitriige |a;|* zu sehen, aus denen sich Q gem#f Gleichung (5.45) zusammensetzt. Die
Zugehorigkeit dieser Diagramme zur jeweiligen Streueffizienz ist durch die Farbe gekenn-
zeichnet.

Bis auf einige Ausnahmen ist in den unteren Diagrammen zu sehen, dass fiir £ — 0 lediglich
|ao|? einen Beitrag an der Streueffizienz Q leistet. Dies liegt daran, dass fiir kleine Ener-
gien nur die niedrigste Partialwelle, d.h die niedrigste Mode des Kreis-Potentials angeregt
werden kann, da die Wellenldnge des Elektrons im Vergleich zur Abmessung des Kreis-

®Es lisst sich allgemein zeigen, dass fiir Potentiale der Form V = V (z,y) Riickstreuung fiir ¢ = 7
ausbleibt [12].
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Abbildung 5.5: Streueffizienz () des Dirac-Elektrons in Abhéngigkeit von F fiir verschie-
dene Werte von R mit F < V und Vj) = 10 (obere Diagramme); im Diagramm eingezeichnet
sind die Summanden |a;|* aus Q, die den groften Beitrag zum zugehirigen Peak leisten.
Zum Vergleich: Die ersten vier Summanden ]ai]2 in Abhéngigkeit von F (untere Diagram-
me); jede Farbe ist einem Wert von R zugeordnet. Mit einem Pfeil gekennzeichnet sind

besondere Stellen A, B, C, D und E, auf die im Weiteren Bezug genommen wird.
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Abbildung 5.6: Radiale Wahrscheinlichkeitsstromdichte der gestreuten Welle j& des
Dirac-Elektrons in Abhéngigkeit von ¢ fiir die Félle A, B, C und D mit V5 = 10.

Potentials grof ist. Mit zunehmender Energie, und damit kleiner werdender Wellenlénge,
konnen nach und nach mehr Moden angeregt werden, was sich in dem Verlauf der Kurven
wiederspiegelt. Wie schnell zusétzliche Moden hinzukommen, hingt dabei vom Radius des
Kreispotentials ab: Fiir kleine Radien sind erst bei groferen Energien weitere Moden ange-
regt (siehe Diagramm mit R = 0.2), wobei fiir grofere Radien schon bei geringerer Energie
zusitzliche Moden einen Beitrag zur Streueffizienz leisten (siehe Diagramm mit R = 0.5).
Fiir groke Werte von E gehen die Beitrige \ailz in ein oszillatorischen Verlauf iiber (siehe
Diagramm mit R = 0.5), der zusammen mit dem Vorfaktor 8/p in Gleichung (5.45) fiir den
flachen Verlauf der Streueffizienz fiir grofe Energien sorgt. Wie bereits erwdhnt, sind die
Beitriige |ai~o|? fiir geringe Energien meist klein. Fiir bestimmte Parameter kénnen diese
jedoch schmale Peaks aufweisen, die sich in Form von lokalen Maxima in der Streueffizienz
bemerkbar machen. Beispiele fiir diese Resonanzen sind mit den Buchstaben B, C und D
gekennzeichnet. Zur Veranschaulichung sind an den lokalen Maxima der Streueffizienz die
Beitrage ]ai\2 eingezeichnet, die dort den groften Anteil zur Streueffizienz leisten.

Die weitere Untersuchung der in den Streueffizienzen auftretenden Resonanzen wird mit
Hilfe der radialen Wahrscheinlichkeitsstromdichte jr () geschehen. Unter der Annahme,
dass nur ein Summand |a;|? einen Beitrag zur Wahrscheinlichkeitstromdichte leistet, kann
ein einfacher Ausdruck fiir j; (¢) gefunden werden. Dieser ergibt sich zu

G () = lag|* [eos (20 + 1) ) + 1]. (5.46)

Dementsprechend erwarten wir fiir die Resonanzen einen kosinusformigen Verlauf der
Wabhrscheinlichkeitsstromdichte, wobei die Anzahl der auftretenden Maxima durch 2i + 1
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Abbildung 5.7: Veranschaulichung der Verteilung der Wahrscheinlichkeitsdichte zpj Py ~
Ji (qr)2 + Jix1 (qr)2 des Dirac-Elektrons innerhalb des Kreis-Potentials fiir die Félle A
(E=0.704, R=0.3), B(F=0.282, R=0.4) und D (E = 1.524, R = 0.775) (links). Zum
Vergleich: Die ersten vier Besselfunktionen erster Art (rechts).

gegeben ist. Wir kénnen aber auch jetzt schon festhalten, dass der Verlauf von j; (¢) fiir
einige der Resonanzen Abweichungen vom Ausdruck (5.46) zeigen wird, da fiir diese die
zur Herleitung von Gleichung (5.46) benutze Annahme einer isolierten Mode nicht mehr
gerechtfertigt ist. In Abbildung 5.6 ist die radiale Wahrscheinlichkeitsstromdichte j (¢)
des Dirac-Elektrons in Abhéngigkeit vom Streuwinkel ¢ fiir die in Abbildung 5.5 mit den
Buchstaben B, C und D gekennzeichneten Resonanzen dargestellt. Zum Vergleich ist noch
die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den mit A bezeichneten Fall gezeigt, fiir den nur die un-
terste Mode angeregt ist. Alle Fille zeigen das erwartete Verhalten auf. Die Abweichung
der Kurven von Gleichung (5.46) ist dabei umso stérker, je weniger die Annahme einer
isolierten Mode Giiltigkeit besitzt.

Die Besonderheiten der Resonanzen zeigen sich auch in der Wahrscheinlichkeitsdichte
p = Ty des Dirac-Elektrons. Die Wahrscheinlichkeitsdichte auRerhalb des Kreis-Potentials
ist gegeben durch p = w;wl, wobei 1 = 1) + 1. Mit den Gleichungen (5.21) und (5.36)
ist es moglich, diesen Ausdruck numerisch zu berechnen. Fiir die Darstellung der Wahr-
scheinlichkeitsdichte innerhalb des Kreispotentials muss der Ausdruck 1/);' 1y mit Gleichung
(5.37) numerisch ausgewertet werden. Fiir die Resonanzfille wurde bei der Herleitung von
Gleichung (5.46) die Annahme getroffen, dass nur ein Summand |a;|* einen Beitrag zur
Wahrscheinlichkeitstromdichte leistet, da nur eine Mode des Kreis-Potentials angeregt ist.
Diese Tatsache sollte sich aber auch in der transmittierten Wellenfunktion niederschla-
gen. Deshalb kann im Folgenden angenommen werden, dass fiir einen Resonanzfall nur der
Summand |b;|* einen Beitrag zur Wahrscheinlichkeitsdichte des Dirac-Elektrons leistet. Fiir
diesen Fall ergibt sich der Ausdruck

Wit = 216l [Ui (qr)* + [Jiy1 (gr)* = 2alm [Jig1 (qr) J7 (qr)]cos (20 + 1) )| . (5.47)
Da die J, (gr) rein reell sind [16], vereinfacht sich Gleichung (5.47) zu
lon =216 | (ar)” + Jisa ()] (5.48)

Gemif Gleichung (5.48) sollte demnach fiir die Resonanzfélle eine Radialsymmetrie der
Wahrscheinlichkeitsdichte erkennbar sein. Um einen ersten Eindruck von der Verteilung
der Wahrscheinlichkeitsdichte innerhalb des Kreis-Potentials zu bekommen, ist in Abbil-
dung 5.7 der zu ¢I¢t proportionale Ausdruck |J; (¢r)|* + |Jit1 (gr)|? fiir die Fille A, B
und D dargestellt. Zum Vergleich sind im rechten Diagramm die ersten vier Besselfunk-
tionen gezeigt. Es ist zu sehen, dass nur fiir ¢ = 0 das Dirac-Elektron eine Lokalisierung
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Abbildung 5.8: Verteilung der Wahrscheinlichkeitsdichte 14 des Dirac-Elektrons inner-
und auferhalb des Kreispotentials fiir die Fille A (E = 0.704, R = 0.3), B (E = 0.282,
R=04),D (FE=1.524, R=0.775) und E (EF = 8, R = 0.2) mit Vj = 10. Der gelbe Kreis
kennzeichnet das Potential.

um r = 0 erfihrt. Dies liegt daran, dass Jy (¢r) bei gr = 0 ein Maximum besitzt, wihrend
die Ji>o (gr) dort verschwinden. Fiir die anderen Kurven liegt das Maximum der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung nicht im Zentrum des Kreispotentials, da Jy (¢r) nur in der Mode
i = 0 eingeht. Es sollte sich demnach fiir diese Félle eine Ringstruktur ausbilden. In Ab-
bildung 5.8 ist die tatsédchliche Wahrscheinlichkeitsdichte des Dirac-Elektrons fiir die Félle
A, B und D, sowie fiir die Parameter £ = 9.9 und R = 0.2 (Bild E) dargestellt. Bild A
zeigt eine radialsymmetrische Verteilung der Wahrscheinlichkeitsdichte des Elektrons um
r = 0, genau wie wir es erwartet haben. Die Bilder B und D zeigen die ebenfalls vorrausge-
sagte Ringstruktur auf. Allerdings ist in Bild D die Wahrscheinlichkeitsdichte nicht mehr
ganz radialsymmetrisch. Der Grund hierfiir liegt darin, dass die Summanden |b@-¢3\2 nun
neben |b3|2 einen entscheidenden Beitrag an der Wahrscheinlichkeitsdichte leisten und da-
her Gleichung (5.48) nur noch als Néherungsformel anzusehen ist. Allen Resonanzfillen ist
gemeinsam, dass sie im Vergleich zum Aufenbereich eine starke Erhthung der Wahrschein-
lichkeitsdichte im Kreis-Potential erméglichen. Im Gegensatz dazu steht die Verteilung der
Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Parameterpaar £ = 8 und R = 0.2, die keiner Resonanz-
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situation entspricht (Bild E). Es ist zu sehen, dass fiir diesen Fall das Elektron nicht im
Inneren des Kreis-Potentials lokalisiert ist. Weiter kann man erkennen, wie die einfallende
Welle um das kreisférmige Hindernis gebeugt wird und damit zur Vorwértsstreuung des
Elektrons beitragt.
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6 Zusammenfassung

Gegenstand dieser Arbeit ist der Klein-Tunneleffekt in Graphen und der Vergleich mit dem
gewohnlichen Tunneleffekt.

Der gewdhnliche Tunneleffekt ist der Ubergang eines Schrodinger-Elektrons zwischen zwei
klassisch erlaubten Zonen mit oszillierenden Wellen durch eine klassisch verbotene Zone.
Der Ubergang durch die Barriere wird dabei durch die evaneszenten Wellen in dieser Bar-
riere vermittelt. Die Tunnelwahrscheinlichkeit ist kleiner 1 und nimmt exponentiell mit der
Hohe und der Breite der Barriere ab.

In Graphen haben niederenergetische Elektronen eine lineare Dispersion um den K-Punkt,
der am Ubergang von Valenzband E < 0 und Leitungsband E > 0 liegt. Dieses pseudo-
relativistische Verhalten erlaubt eine Beschreibung der Elektronen durch eine masselose
Dirac-Gleichung (Weyl-Gleichung). In dieser effektiven Beschreibung geht der Pseudospin
ein, der die Zugehorigkeit zu einem der beiden Untergitter des hexagonalen Bienenwaben-
gitters angibt. Das Vorhandensein oszillatorischer Zustdnde mit ' < 0 und die Erhaltung
des Pseudospins ermdglichen das Klein-Tunneln in Graphen, das sich in Abhéngigkeit der
Stufen- und Streugeometrie in verschiedenen Effekten zeigt.

Fiir eine ebene Stufe oder Barriere kommt es bei senkrechtem Einfall zu perfekter Trans-
mission. Dies folgt aus der Abwesenheit von Riickstreuung durch die Erhaltung des Pseu-
dospins. Bei schrigem Finfall auf eine Stufe ist die Transmissionswahrscheinlichkeit 7" < 1
ohne evaneszente Wellen in der Stufe. Der Transmissionskoeffizient ergibt sich aus der Ste-
tigkeit der Wellenfunktionen und der Impulserhaltung parallel zur Stufe. Dies fiihrt auf
ein Brechungsgesetz in Analogie zum Brechungsgesetz der Optik. Bei schrigem Einfall auf
eine Barriere konnen Fabry-Pérot-Resonanzen mit 7' = 1 auftreten, wenn das Produkt aus
Normalkomponente des Wellenzahlvektors in der Stufe und Stufenbreite ein ganzzahliges
Vielfaches von 7 ist.

Um die Streuung einer einfallenden ebenen Welle an einer kreisférmigen Stufe zu untersu-
chen, 16sen wir die Weyl-Gleichung in Polarkoordinaten und entwickeln einfallende, trans-
mittierte und gestreute Welle in Partialwellen. Das Streuverhalten des Elektrons charakte-
risieren wir mittels der Streueffizienz () und der Winkelverteilung der gestreuten radialen
Wabhrscheinlichkeitsstromdichte j& (¢). Die Ergebnisse werden mit dem Streuverhalten ei-
nes Schrodinger-Elektrons verglichen. Im Gegensatz zu einem Schrodinger-Elektron erfihrt
ein Dirac-Elektron keine Riickstreuung, wie j (¢) zeigt. Im Gegensatz zur strukturlosen
Form von @ fiir ein Schrédinger-Elektron, fiir das es unter der Stufe nur evaneszente Wel-
len gibt, zeigt die Streueffizienz des Dirac-Elektrons wegen der Existenz oszillatorischer
Zustdnde fiir £ < 0 ein oszillatorisches Verhalten. Fiir kleine Energien kann es zur reso-
nanten Anregung von Moden des Kreispotentials kommen, die zu einer starken Erhchung
der Streueffizienz fithrt. Dominiert nur eine Mode, ergibt sich eine Abstrahlcharakteristik
mit n Kosinus-Peaks, wobei n die Ordnung der Mode ist. In diesem Fall kommt es zu einer
langen Lokalisierung des Elektrons auf einem ringférmigen Orbit im Kreispotential.

Das reiche Streuverhalten am Kreispotential weist eine starke Ahnlichkeit mit der Streuung
elektromagnetischer Wellen an einer Kugel (Mie-Streuung) auf [16]. Die Untersuchung die-
ser Analogie zur Optik, insbesondere mit Blick auf die Resonanzen und die Lokalisierung
von Elektronen im Kreispotential, ist eine lohnenswerte Fortfiihrung dieser Arbeit.
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A Streuung eines Schrodinger-Elektrons am kreisformigen
Stufenpotential

Damit ein Vergleich zwischen der Streuung eines masselosen Dirac-Elektrons und einem
Schrodinger-Elektron angestellt werden kann, wollen wir im Folgenden die Gréfen ) und
Jjr fiir die Streuung an einem Potential geméf Gleichung (5.1) im Rahmen der Schrédinger-
Theorie finden.

A.1 Losungen der Schrodinger-Gleichung

Mit 2m = 1 ist der freie Hamiltonoperator eines Schrodinger-Elektrons in Polarkoordinaten
gegeben als [3]

PR -
Der vollstindige Satz kommutierender Observablen ist gegeben durch Hgen, und L. Die
Eigenfunktionen 1 (7, ¢) der Eigenwertgleichung

2 2
2 190 Lz>' (A1)

Hgen. = p* = — <

Hsen. ) (r, ) = B (1, 0) (A.2)

lassen sich somit in einen Radial- und Winkelanteil separieren, ¥, (7, ©) = ¢m (1) Xm (),
wobei ., () die Losung der Drehimpuls-Eigenwertgleichung aus Gleichung (5.7) darstellt.
Der Radialanteil von )y, (r,¢) ist jetzt durch die Differentialgleichung

0 10 m
or2  ror r2

) b (1) = By () (A3)

bestimmt. Substituiert man z = v/Er und é,, (1) = Z, (), dann ergibt sich aus Gleichung
(A.3) die Bessel’sche Differentialgleichung [16, 17]

2 10 m?
~Z 4 -2 1——1\|Z =0 AA4
[8z2+28z+< z2>} m (2) =0, (A-4)
in der Z,, (z) die Besselfunktionen sind. Die Eigenfunktionen der Eigenwertgleichung (A.2)
lassen sich jetzt angeben als

U (1, 0) = \/%Zm (\/Er> elme. (A.5)

Die Wellenfunktion des einfallenden Elektrons ldsst sich als Entwicklung nach Bessel-
Funktionen erster Art schreiben [16],

o0

o= > iy (kr)e?, (A.6)

n=—oo

wobei k = v/E. Analog lisst sich die gestreute Wellenfunktion

o0

e =Y i"anH (kr)e™? (A7)

n=—oo

mit komplexen Koeffizienten a, aufstellen, wobei die Wahl der Hankel-Funktion durch die
Randbedingungen festgelegt ist. Zum Auffinden der transmittierten Wellenfunktion muss
in zwei Fille beziiglich des Brechungsindexes a = sgn (E — Vp) unterschieden werden. Fiir
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a = —1 lésst sich in Gleichung (A.4) die Substitution z = VE — Vor = iy/Vp — Er = igr =
iz durchfithren, die auf die Differentialgleichung

(aa—;+%%—<1+rg—;>>¢m(x)20 (A-8)

fithrt. Losungen dieser Differentialgleichung sind die modifizierten Bessel-Funktionen [16,
17]

Iy (z) =1i"™J, (ix), (A.9)
die nun zum Aufstellen der transmittierten Wellenfunktion mit den komplexen Koeffizien-
ten b, verwendet werden konnen:

o0

di(a==-1)= Y (=1)"buly (gr)e™?. (A.10)

n=—oo

Fiir « = 1 gilt wieder die Differentialgleichung (A.4) mit z = ¢qr = v/E — Vpr und die
transmittierte Wellenfunktion schreibt sich als

o0

i(a=1)= Y i"bpJy (qr)e™?. (A.11)

n=—oo

A.2 Berechnung der Streukoeffizienten

Die Stetigkeit der Wellenfunktionen und ihrer Ableitungen

Yo (r=R)+ U (r=R)=1 (r=R), (A.12)
e N Oy
5, =R+ 5= (r=R)=—"(=R) (A.13)

fiihrt auf ein Gleichungssystem zur Bestimmung der Streukoeffizienten a, und b,. Nach
Losen dieses Gleichungssystem ergeben sich die Streukoeffizenten zu
kJy, (kR) I, (qR) — qJn (kR) I}, (¢R)

@D D Ry 1, (aR) — WHL (6B I, (aR)’ S

/ /
(o =1) = k(‘lj;z (kR) Jn (¢R) quj((ll){:R) In(@R) (A.15)
an (kR) Jr/z (qR) - an (kR) Jn (qR)

Fiir den Fall a = 1 lésst sich mit Hilfe der Rekursionsbeziehungen (5.18) und (5.19), sowie
der Beziehung (5.31) die Relation J',, (kR) = (—1)" J}, (kR) ableiten, die gleichermafen
auch fiir die Hankel-Funktionen gilt. Es ergibt sich damit a_, (&« = 1) = a, (o = 1). Fiir
den Fall o = —1 ergibt sich mit Hilfe der Rekursionsbeziehungen fiir modifizerte Bessel-
Funktionen [17]

n
I, (qR) = q_RI" (qR) + In+1 (¢R), (A.16)
n
I, (qR) = ~.r" (¢R) = In-1(qR) (A.17)
und der Beziehung I_, (¢R) = I, (¢R) die Relation I’ (¢R) = I} (qR). Daraus folgt
a_p (= —-1) =a, (o = —1), sodass letztendlich allgemein die Beziehung
A—p = Qn (A18)

angegeben werden kann.
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A.3 Radiale Wahrscheinlichkeitsstromdichte ;. der gestreuten Welle
Die Berechnung der Wahrscheinlichkeitsstromdichte erfolgt durch (2m = 1) [3]

J=1({Vy* —y*Vy), (A.19)
wobei der Nabla-Operator in Polarkoordinaten definiert ist durch
0 10
= e, +-—e,. A2
A\v4 aT‘e + r 8@ €y ( 0)

Der radiale Anteil der Wahrscheinlichkeitsstromdichte j; berechnet sich nach den Glei-
chungen (A.7), (A.19) und (A.20) zu

(1) ,
=iy <im"ama;H,g> (kr) M"Twel(m")w —~ c.c.> (A.21)

m,n

Unter Ausnutzung der Asymptotik der Hankel-Funktionen (5.23) folgt daraus

- 2 - * _i(m— * —i(m—
g = — Z <amanel(m ne 4 ay, ane i(m ")‘p)
m,n=0
_ 4 (m—n)p _
= Z amale — Zame
4 *
- 2 Z amcos (my) +ag | | 2 Z ay cos (ny) + ag

2

(A.22)

m,n=0
n=1

— (Z 52 |an| cos? (ng) +2 Z enemRe (a) anm,) cos (ng) cos (mgp))

m<n

it 1 flirn=1

mit g, = .
" 2 firn>1

A.4 Streueffizienz ()
Unter Verwendung der Rekursionsbeziehung (5.16) und Gleichung (A.7) erhilt man

zpr%zpjz S i ana [ HWY* (k) — kHED® (k) | HO® (k) -9 (A 23)

m,n=—00

Mit diesem Ausdruck lasst sich die radiale Wahrscheinlichkeitsstromdichte bestimmen und
es folgt fiir den radialen Wahrscheinlichkeitsstrom der Ausdruck

27 >
I = / jerdep = 2imkr S | (HSLy (kr) HD™ (k) = HSL (k) HD (k)
0

o (A.24)
Unter Benutzung der Asymptotik der Hankel-Funktionen (5.23) folgt daraus

=8 Y l|an| (A.25)

m=—0oQ

Der Wahrscheinlichkeitsstrom der einfallenden Welle ergibt sich nach Gleichung (A.19) zu
j¢ =2k = 2v/E. Damit folgt fiir die Streueffizienz der Ausdruck

2 o0
Q=15 D laml”. (A.26)

m=—0oQ
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