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Dieses Skript ist nicht zum Selbststudium, sondern zur Begleitung der im Untertitel genannten Lehrveran-
staltung gedacht. Die Ausfithrungen dienen der Lehre und stellen lediglich eine Zusammenfassung der an-
gegebenen Literatur in dem durch die Denkwerkzeuge entwickelten Rahmen dar. Das Skript wird seit dem
Sommersemester 2009 verwendet und regelmiflig tberarbeitet. Ab dem Sommersemester 2013 ist diese
Fassung verbindlich.
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Vorbemerkung

Die Angehérigen einer Sprachgemeinschaft gebrauchen ihre Sprache und verwenden deren
Redemittel, um bestimmte Zwecke zu erreichen. Dabei geben die jeweilige Grammatik und
die auf diese zurtickgreifenden Spezifikationen der korrekten Verwendung von Ausdriicken
vor, wie welche Redezwecke erfiillt werden kénnen, umgekehrt geben die jeweils verfolgten
Zwecke den Rechtfertigungsmal3stab fiir eine Sprache, ihre Grammatik und die Spezifikatio-
nen der korrekten Verwendung ihrer Ausdriicke ab.

Dabei gilt, dass der Grammatiktyp einer Sprache grundsitzlich bestimmt, welche Rede-
handlungsmoglichkeiten in dieser Sprache tiberhaupt eingerichtet, welche Ausdriicke tiber-
haupt eingefihrt werden kénnen, wihrend mit der Spezifikation des spezifischen Inventars
einer Sprache und der Regulierung der korrekten Verwendung der in diesem Inventar enthal-
tenen Ausdriicke festgelegt wird, welche Redehandlungen in dieser Sprache tatsachlich aus-
gefithrt werden kénnen. Bezogen auf einen bestimmten Grammatiktyp sind es also das je-
weilige Inventar und die jeweilige Regelung der korrekten Verwendung der darin enthaltenen
Ausdricke, die bestimmen, was in einer Sprache wie wortiber gesagt werden kann (T D: 2.4).

Im Unterschied zu unserer lebensweltlichen Gebrauchssprache, bei der sowohl die Gram-
matik einschlieSlich des Inventars als auch die Regulierung der korrekten Verwendung vor
allem auf historisch gewachsenen impliziten Konventionen beruhen, findet in den Wissen-
schaften wie auch in anderen Bereichen, etwa der Gesetzgebung, regelmil3ig eine gezielte
Erweiterung gegebener Sprachen durch die Einfihrung neuer Ausdriicke und eine (oft damit
verbundene) Einrichtung neuer Redemoglichkeiten statt. Bei Sprachen mit rein konstitutio-
neller Genese wie den bereits bekannten Standardsprachen erster Stufe sind sogar alle Aus-
driicke einzufihren, alle Redehandlungsmaoglichkeiten allererst zu etablieren. Einfiihrungs-
versuche kénnen nun einerseits in verschiedenen Hinsichten misslingen, andererseits ldsst
sich die Einfithrungspraxis reflektieren und — bis zu einem gewissen Grad — durch zielfih-
rende Regeln anleiten.

Im Folgenden werden zunichst die Einfiihrung atomarer Ausdriicke in Sprachen, die damit
verfolgten Zwecke und einige allgemeine Unterscheidungen zwischen verschiedenen Formen
der Einfuhrung kursorisch erldutert (1). Sodann wird mit einer Auszeichnung bestimmter
Sprachen erster Stufe und einer Prizisierung der Erweiterungsrede fiir diese Sprachen das
begriffliche Fundament fir die weitere Arbeit geschaffen und das Verhiltnis von axiomati-
schem Setzen und definitorischem Setzen niher erldutert. Die Einfthrung der metasprachli-

chen Begrifflichkeiten erfolgt dabei selbst durch Definitionen, so dass mit der Einfiihrung
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der metasprachlichen Begrifflichkeiten gleichzeitig Beispiele fiir das Definieren gegeben wer-
den (2).

AnschlieBend finden die dann etablierten Erweiterungsbegriffe im Aufbau der Ver-
wandtschaftssprache V Exemplifizierung. Ziel ist es dabei zum einen, das Verstindnis der
Erweiterungsrede und der Rolle von axiomatischen und definitorischen Setzungen beim
Sprachaufbau durch die Schaffung von Beispielen zu stiitzen. Zum anderen soll weitere Ver-
trautheit mit den konkreten Titigkeiten des axiomatischen und definitorischen Setzens her-
gestellt und das zielgerichtete Anziehen von Axiomen und Definitionen eingetibt werden (3).

Ausgertistet mit Erweiterungsbegrifflichkeiten und konkreten Beispielen wird sodann die
definitorische Spracherweiterung naher untersucht, wobei der Schwerpunkt auf dem Ver-
hiltnis von regelgemiflen Definitionen und definitorischen Spracherweiterungen liegt. (4).
Im Anschluss ist die Funktionsweise der Definitionsregel fir die unbedingte Definition von
Pradikatoren niher zu erldutern sowie die regelgeleitete Definition von Pridikatoren zu er-
lernen (5). Anschliefend sind Anfangskenntnisse zur Definition von Funktoren und Indivi-
duenkonstanten zu erwerben (6). Vorbereitend findet eine Erliuterung der (Mindest- und
Hochst) Zahlquantifikationen statt (D: 5.3)

Die Kapitel 1 bis 5 bilden den Pflichtteil der Veranstaltung. Wie fur den (Meta)Logik-Teil
gilt auch hier, dass der MafBstab fiir die Klausur durch die Ubungsaufgaben vorgegeben witd.
Erfahrungsgemil gilt dabei: Wer regelmiBig die Ubungsaufgaben beatbeitet (auch wenn nur
im Versuchssinnl) und regelmaf3ig an den angebotenen Begleitveranstaltungen teilnimmt, der
besteht normalerweise die Klausur. Wer die Ubungsaufgaben nicht bearbeitet oder nicht an
den Begleitveranstaltungen teilnimmt, der besteht die Klausur in der Regel nicht. Es folgen

Hinweise zur Textgestaltung und zur Klammereinsparung.

[Zur Textgestaltung] Drei Sorten von hervorgehobenen Zeilen sind innerhalb des Textes
systematisch nummeriert: Metasprachliche Festlegungen, Theoreme etc. sind in der Form
(Kapitelnummer-n) nummeriert, wobei die Zihlung in jedem Kapitel neu einsetzt. Die An-
gabe von Redehandlungsregeln folgt keiner allgemeinen Nummerierung. Stattdessen werden
Redehandlungsregeln mit mnemotechnischen Abkiirzungen benannt. Objektsprachliche axi-
omatische und definitorische Setzungen, Beispiele, alle Bearbeitungen derselben, Schaubilder,
Tabellen etc. sind in der Form [Kapitelnummer.n] nummeriert. Auf die Satzaussage eines mit
[Kapitelnummer.n] nummerierten objektsprachlichen Satzes wird in der Form [Kapitelnum-

mer.n|, Bezug genommen. Von diesen Nummerierungen ausgenommen sind im Allgemei-
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nen lediglich Beispielaussagen, die nicht weiter bearbeitet und daher, wenn tberhaupt, mit
Zusatzzeichen markiert werden. Querverweise auf Kapitel der Denkwerkzeuge haben die
Form (T D: Kapitelnummer), wihrend Querverweise innerhalb des Skripts die Form (T Ka-
pitelnummer) haben. Vorverweise auf Kapitel der Denkwerkzeuge haben die Form (D: Kapi-
telnummer), wihrend Vorverweise innerhalb des Skripts die Form (Kapitelnummer) haben.
Vielen metasprachlichen Theoremen folgt ein Beweisansatz. Diese Beweisansitze sind
selbst keine Beweise, sondern sollen nur ein gewisses Verstindnis davon herstellen, wie ein
Beweis fiir das betreffende Theorem zu fithren wire. Das Zeichen 'm' wird verwendet, um

das Ende solcher Beweisansitze zu markieren.”

[Zur Klammereinsparung] (i) Bei iterierten Konjunktionen und Adjunktionen sei implizite

Linksklammerung vereinbart:
At ANAs A oA Ay stehe flir (LL((AT A A2) AAS) LA AY)
und
A1 v Ayv ... v Aystehe fir (..(A1 v Ay vV A3) ... VA

(ii) Zur Bindungsstirke der zweistelligen Junktoren sei festgelegt:

(ita) Ist § ein zweistelliger Junktor, dann stehe

AABYT fiir AAB) ¢ T
(iib) Ist ¢ ein zweistelliger, von 'A" verschiedener Junktor, dann stehe
APBAT fur A BATD).
(iiv) ist § ein zweistelliger, von 'A" verschiedener Junktor, dann stehe

AVBT fiir (AvB)§T.

(iid) Ist ¢ ein zweistelliger, von 'A" und V' verschiedener Junktor, dann stehe
AYBvIfurAdBvD).

Ansonsten erfolgt die Klammerung wie in Kap. 4 der Denkwerkzeuge.

Es handelt sich um ein aktives Dokument: Jeder Eintrag im Inhaltsverzeichnis ist mit dem entsprechenden
Kapitel verkntipft und alle Eintrdge sind als Lesezeichen vorhanden. Ferner sind alle Querverweise, Nen-
nungen nummerierter Zeilen und Regelnennungen im FlieBtext, die sich nicht im unmittelbaren Umfeld der
Bezugsstelle befinden, mit den entsprechenden Stellen verkniipft. Man kann daher durch Klicken auf Ver-
weise und mit der Funktion "Vorherige Ansicht" (Alt+Nach-links-Taste) zu den einschligigen Verweisstel-
len und wieder zuriick wechseln. Man mache sich dies auch begleitend zur Lektire des ausgedruckten
Skripts zu Nutze. Verweise auf Kapitel der Denkwerkzeuge verlinken auf die elektronische Fassung des je-
weiligen (Ober)Kapitels.
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Deutlichkeit der Begriffe vertreibt die Schwarmerey; hinter Verworrenen Begriffen versteken
sich Theosophen. Goldmacher, Mystiker, Initiaten in geheimen Gesellschaften.

Das Kapitel von den definitionen ist in der Logic das allerwichtigste. Denn es ist immer die
groflite Forderung, die man an einen philosophen thun kann, dal3 er seinen Begriff definiren

soll.
Immanuel Kant

1 Zur Einfuhrung

Um einen (im Folgenden immer: atomaren) Ausdruck in eine Sprache S einzufiihren, ist

vorbereitend zunichst anzugeben, welcher grammatischen Kategotie dieser Ausdruck in S
angehoren und gegebenenfalls welche Stellenzahl er haben soll. Der Ausdruck wird sodann
in § eingefiihrt, indem seine korrekte Verwendung in Sitzen von S festgelegt wird.

Die Einfithrung von Ausdriicken dient damit gerade dazu, bestimmte Redehandlungsmog-
lichkeiten einzurichten. Beispielsweise erlaubt die Einfithrung des Annahmeperformators das
Annehmen von Aussagen, die Einfihrung des Folgerungsperformators und der logischen
Operatoren erlaubt das Folgern von Aussagen, die Einfihrung des Behauptungsperforma-
tors erlaubt das Behaupten von Aussagen und gemeinsam erlauben die Einfihrungen dieser
Redeteile das Beweisen und Behaupten von Aussagen.

Die Einfthrung dieser Redeteile erlaubt es damit auch, Aussagen als wahr zu qualifizieren —
eben indem man sie behauptet und beweist. Dabei legen die Regeln, mit denen ein logischer
Operator p eingefihrt wird, fest, wie eine Aussage, die g zum Hauptoperator hat, als wahr
qualifiziert werden kann und wie welhe Aussagen im Ausgang von einer solchen Aussage
(und gegebenenfalls weiteren Aussagen) als wahr qualifiziert werden konnen. Allgemein gilt:
Wie welche Ausdriicke in eine Sprache eingefiibrt sind, legt fest, welche Aussagen in dieser Sprache wie als
wabr qualifiziert werden konnen (T D: 2.4).

Mit den in Kap. 4 der Denkwerkzeuge eingefiihrten Redeteilen lassen sich allerdings nur
begrenzte Redeabsichten verwirklichen, insbesondere lassen sich nur Aussagen einer Art als
wahr qualifizieren, nimlich die logisch-wahren Aussagen (T D: 5.1.2). Um auch Aussagen als
wahr zu qualifizieren, die nicht logisch-wahr sind, miissen weitere Ausdriicke eingefithrt und
in threr Verwendung reguliert werden.

Will man etwa in einer Verwandtschaftssprache nicht nur die Aussage
AzVy Mutter-von(y, ) v =AzVy Mutter-von(y, z),
sondern etwa auch die Aussage
AzVy Mutter-von(y, )

oder in einer empirischen Sprache nicht nur Aussagen wie
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2 1 Zur Einfuihrung

schwerer(a, b) v —schwerer(a, b)

oder

AxAy(schwerer(z, 1) — —schwerer(y, ©)) v VaVy(schwerer(z, 3) A schwerer(y, 1)),

sondern Aussagen wie

schwerer(a, b)

bzw.

—schwerer(a, b)

und

AxAy(schwerer(z, 1j) — —schweret(y, x))

als wahr qualifizieren, dann muss man allererst die Pridikatoren 'Mutter-von(.., ..)" und
'schwerer (.., ..)' so in die jeweilige Sprache einfithren, dass die Méglichkeit zur Wahrqualifi-
kation dieser logisch-indeterminierten Aussagen geschaffen wird. Allgemein: Wil man mebr als
nur logisch-wabre Aussagen als wahr erweisen, dann muss man mebr als nur die logischen Operatoren ein-
fithren.

Hinsichtlich der Sprachen, in denen die verwendungsfestlegenden Redehandlungen erfol-
gen, sind drei Einfihrungsformen zu unterscheiden: Ausdriicke einer Sprache koénnen in
ithrer Verwendung reguliert werden, indem (i) in der jeweiligen Konstruktionssprache ent-
sprechende Redehandlungsregeln gesetzt werden oder (i) indem die korrekte Verwendung
der einzufithrenden Ausdricke durch konstruktsprachliche Redehandlungen in der Sprache
selbst festlegt wird oder (iii) indem die konstruktionssprachliche Setzung von Redehand-
lungsregeln mit konstruktsprachlichen Festlegungen verbunden wird. Im ersten Fall handelt
es sich um konstruktions- bzw. metasprachliche Einfihrungen, im zweiten Fall um &onstrukt- bzmw.
objektsprachliche Binfiihrangen und im dritten Fall um gemischt(sprachlich)e Binfiihrangen.”

Ein Parade-Beispiel fir das konstruktionssprachliche Einfithren durch das Setzen von Rede-
handlungsregeln ist die Einfithrung des Annahme- und des Folgerungsperformators und der
logischen Operatoren durch die Annahmeregel und die Folgerungsregeln. Man beachte da-
bei, dass die Regeln fir die logischen Operatoren gusammen die korrekte Verwendung des
Folgerungsperformators reglementieren. Ein Ausdruck muss also nicht durch genau eine
Regel oder genau ein Regelpaar und — allgemeiner — nicht durch genau eine oder genau zwei

Festlegungen eingefiihrt werden.

*

Zur Unterscheidung von Konstruktions- und Konstrukt- bzw. Meta- und Objekt- bzw. Konstitutions- und
konstituierter Sprache siche D: 2.2.4.
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Bei konstruktsprachlichen Einfiihrungen wird ein Ausdruck eingefiihrt, indem eine Redehand-
lung in der Konstruktsprache vollzogen wird. Um derartige Einfithrungen vornehmen zu
konnen, muss daher zuvor die Méglichkeit zu entsprechenden konstruktsprachlichen Rede-
handlungen geschaffen werden, indem entsprechende Performatoren konstruktionssprach-
lich, also durch das Setzen von Redehandlungsregeln, in die Konstruktsprache eingefithrt
werden.

Die Standardformen des konstruktsprachlichen Einfithrens sind das axzomatische Setzen und
das definitorische Setzen, die entsprechenden objektsprachlichen Performatoren sind (hier)
'AXIOM___"und 'DEF___". Der Performator 'AXIOM___' wird durch Regeln fir das axi-
omatische Setzen eingefithrt (siche etwa die Regeln AS1 und AS2 in Kap. 2.2). Der Perfor-
mator fiir das definitorische Setzen wird durch Definitionsregeln eingefithrt (siche etwa die
Regel DP in Kap. 2.2 und die Regeln DFB und DIB in Kap. 6).

Spiter wird beim Aufbau der Verwandtschaftssprache V u.a. der Satz
[3.1] AXIOM Az(Vy(Elter-von(y, ) A weiblich(y)) A Vz(Elter-von(z, ) A —weiblich(z)))
geduflert und damit die Aussage

[3.1],  Az(VyElter-von(y, x) A weiblich(y)) A Vz(Elter-von(z, x) A —weiblich(z)))

als Axiom gesetzt (1 3.1). Mit dieser Setzung werden die Teilausdriicke 'Elter-von(.., ..)" und
'weiblich(..)" (partiell) in V eingefiihrt. Dagegen ist die Verwendung aller anderen Teilausdri-

' — in V bereits andet-

cke des Setzungssatzes — einschlieBllich des Performators 'AXIOM___
weitig — in diesem Fall durch Redehandlungsregeln — reguliert.

Beim Aufbau von V wird spiter u.a. der Satz
[3.8] DEF Az/Ay(Mutter-von(z, y) <> Elter-von(z, y) A weiblich(z))
geduflert und damit die Aussage
[3.8]a  AzAy(Mutter-von(z, y) <> Elter-von(z, 3) A weiblich(z))

als Definition gesetzt (1 3.2). Damit wird der Pradikator 'Mutter-von(.., ..)' definiert. Dabei
wird ausschlieBlich die Verwendung von 'Mutter-von(.., ..)" in V geregelt, wihrend die sonsti-
gen Teilausdriicke des Definitionssatzes — einschliefllich des Performators 'DEF___ " — in
ithrer Verwendung bereits durch Redehandlungsregeln oder Axiome reguliert sind.

Durch das axiomatische und definitorische Setzen werden nicht nur Ausdricke in die

Sprache eingefiihrt, sondern die gesetzten Aussagen werden durch die Setzung direkt als

wahr qualifiziert und somit als Grinde gewonnen: Axzomatisches Setzen und definitorisches Setzen
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sind wabrqualifizierende Akte, Axiome stellen die Anfangsgrinde des Beweisens logisch-
indeterminierter Aussagen dar, Definitionen liefern weitere Griinde.

Um die gesetzten Aussagen auch in Beweise einbringen zu kénnen, ist jedoch wiederum al-
lererst eine entsprechende Redehandlungsmdglichkeit zu etablieren, indem der Anziehungs-
performator 'Da___" durch Regeln, die das Angiehen bestimmter Aussagen, insbesondere der
Axiome und Definitionen, erlauben, eingefithrt wird. Die fur die Anziehung von Axiomen
und Definitionen einschligige Regel lautet hier:

(ANZ1) Wenn eine parameterfreie Aussage I" in S axiomatisch oder definitorisch gesetzt ist, dann

darf man I' in S anziehen.

In V gehort ANZ1 zu den Redehandlungsregeln und dementsprechend kénnen die Aussage
[3.1], — als Axiom — und die Aussage [3.8], — als Definition — in V in Beweisen angezogen
werden. Damit ist wu.a. die oben aufgefiihrte logisch-indeterminierte Aussage
'AzVy Mutter-von(y, )" in V beweisbar. Zu beachten ist dementsprechend, dass die Verwen-
dungsregulierung fur die axiomatisch und definitorisch eingefithrten Ausdriicke auch da-
durch erfolgt, dass die Anziehungs- und Folgerungsregeln bestimmen, was man mit den ge-
setzten Axiomen und Definitionen in Beweisen tun darf.

Gemischisprachliche Einfiihrungen werden insbesondere bei der Konstruktion von empirischen
Sprachen einschligig. Um Ausdriicke mit empirisch-synthetischen Bedeutungsanteilen einzufiih-
ren, ist namlich die korrekte Verwendung dieser Ausdriicke auch an nichtsprachliche Zubringer-
operationen zu binden. Die allgemeine Form der dazu vorzunehmenden operationalen Einftih-

rungen durch Konstatierungsregeln lasst sich wie folgt angeben:

X Wenn man beim Vollzug der nichtsprachlichen Zubringeroperationen Zi, ..., Z; beziiglich
mit 01, ..., 0, bezeichneter Gegenstinde zu dem und dem Ergebnis gelangt, dann darf man
eine Aussage detr Form @ (04, ..., 0,) konstatieren.

Ein Beispiel ist etwa die folgende Regel, die die korrekte Verwendung des Pridikators

'schwerer(.., ..)" an eine Wigeoperation bindet:

KW) Wenn zwei mit 61, 02 bezeichnete Korper auf je eine Waagschale einer geeichten Balken-
waage gelegt werden und die 01-Waagschale tiefer sinkt als die 0.-Waagschale, dann darf
man die aus der Anwendung von 'schwerer(.., ..)' auf 0; und 0, resultierende Aussage kon-
statieren.

Mit dem Setzen einer Konstatierungsregel werden die entsprechenden Pradikatoren partiell

konstruktionssprachlich eingefiihrt, insbesondere werden ihre empirisch-synthetischen Be-

deutungsanteile durch die Konstatierungsregeln gegeben. Zugleich wird iiber die Gesamtheit

der Konstatierungsregeln der Konstatierungsperformator 'KON___' eingefiihrt.
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Das Konstatieren einer Aussage ist ebenfalls ein wahrqualifizierender Akt, die konstatierbaren
Aussagen sind Empireme, die — mit einer entsprechenden Anziehungsregel — ebenso wie Axi-
ome und Definitionen angezogen werden durfen. Ebenso wie Axiome und Definitionen
liefern Empireme also Griinde, die nicht ihrerseits erst durch Beweise als wahr qualifiziert
werden miissen.

In der Regel mochte man Pridikatoren, deren empirisch-synthetische Bedeutungsanteile
konstruktionssprachlich durch Konstatierungsregeln gegeben werden, auch mit analytisch-
strukturellen Bedeutungsanteilen versehen, so soll z.B. — material gesprochen — die Schwerer-
Beziechung prinzipiell asymmetrisch, irreflexiv und transitiv sein (d.h. der Pradikator 'schwe-
ret(.., ..)" soll in empirischen Sprachen asymmetrisch, irreflexiv und transitiv sein (1 2.4, D:
0.2). Dies erreicht man, indem man in der Sprache geeignete Axiome setzt, womit der jewei-
lige Pridikator dann partiell konstruktsprachlich und insgesamt gemischtsprachlich einge-
fihrt wird.

Um zu erreichen, dass der Pridikator 'schwerer(.., ..)' die gewlnschten Eigenschaften hat,

kann man beim Aufbau einer empirischen Sprache S beispielsweise die Aussagen

[1.1]  —Vz schwerer(z, z)

und
[1.2]  AzAyAz(schwerer(z, y) A schwerer(y, 2) — schwerer(z, 2))

in S als Axiome setzen und somit sicherstellen, dass der Pridikator 'schwerer-(.., ..)" irreflexiv

([1.1]), transitiv ([1.2]) und damit auch asymmetrisch in § ist.

Letzeres bedeutet, dass die Aussage
[1.3]  AzAy(schwerer(z, y) — —schwerer(y, Z))

in S beweisbar ist. Falls [1.1] und [1.2] in S als Axiome gesetzt sind, ist dies gerade der Fall,
[1.3] muss dann also nicht extra gefordert werden. Alternativ konnte man auch [1.2] und [1.3]
als Axiome in § setzen, womit dann auch [1.1] (durch Anziehung von [1.3]) in S beweisbar
wire.

Die nach den spiter etablierten Regeln DP, DFB und DIB zulassigen Definitionen fiihren
immer zu einer definitorischen Erweiterung der jeweiligen Sprache um den definierten Ausdruck
(1 4.3): Die definierten Ausdricke sind eliminierbar, d.h. zu jeder Aussage der um die Definiti-
on und den definierten Ausdruck erweiterten Sprache gibt es eine in der erweiterten Sprache

dquivalente Aussage, die nur Ausdricke des Ausgangsinventars enthilt (1 4.1), und die erwei-
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terte Sprache ist eine konservative Erwpeiterung der Ausgangssprache, d.h. in ihr sind nur die
Aussagen der Ausgangssprache beweisbar, die bereits in der Ausgangssprache selbst beweis-
bar waren (T 4.2).

Abxciomatische Setzungen fithren normalerweise nicht u definitorischen Erweiternungen, sie sollen die Spra-
che gerade >wirkliche verstirken. Insbesondere werden Axiome nicht nur gesetzt, um Ausdriicke
(erstmals) einzufiihren, sondern um eine Sprache nicht-konservativ zu erweitern, d.h., um im
erweiterten Zustand tatsichlich aus Ausdriicken des Ausgangsinventars gebildete Aussagen
beweisen zu kénnen, die vorher nicht beweisbar waren.

Bei einer solchen nicht-konservativen Erweiterung verdndert sich jeweils die Spezifikation
der korrekten Verwendung der betroffenen< Ausdriicke. Bezogen auf die erweiterte Sprache
sind diese Ausdriicke dann iiber die Gesamtheit der fiir ihre korrekte Verwendung einschla-
gigen Festlegungen eingefthrt. Zu beachten ist, dass zu den von einer axiomatischen Setzung
sbetroffenenc< Ausdriicken unter Umstinden nicht nur Teilausdriicke des gesetzten Axioms
gehoren, sondern gegebenenfalls etwa auch Ausdriicke der Sprache, die zur Definition von
Teilausdriicken des Axioms herangezogen wurden oder die unter Rickgriff auf Teilausdri-
cke des Axioms definiert wurden.

Jede definitorische Erweiterung setzt voraus, dass bereits nicht-definitorische Erweiterungen vorgenommen
wurden. Nicht-definitorische Erweiterungen richten gewissermallen die ersten Redehand-
lungsméglichkeiten ein, sie erlauben die ersten Wahrqualifikationen und fithren zu den ersten
Grinden, wihrend definitorische Erweiterungen im Ausgang von den schon vorhandenen
Ausdriicken und Redemdéglichkeiten in — zumindest in formaler Hinsicht — risikofreier Weise
zu weiteren Ausdricken und weiteren Griinden fthren.

Zwei Kernprinzipien sind fir jede Ausdruckseinfihrung einschligig: Das Prinzip der forma-
len Korrektheit sowie das Prinzip der materialen Addagquatheit. Wichtigster Aspekt der formalen
Korrektheit ist hier die Konsistenzwahrung: Fihrt eine Einfihrung zur Inkonsistenz der
Sprache, dann taugt diese Sprache nur noch als Mittel fir alles und nichts und vor allem fiir
letzteres (T D: 5.1.4). Diesbeziiglich geht man mit konservativen — und also auch mit defini-
torischen — Erweiterungen kein Risiko ein, wihrend bei Erweiterungen, die nicht konservativ
sind, die Konsistenzwahrung immer fraglich ist. Einfithrungen sollen aber nicht nur formal
korrekt, sondern auch material adiquat sein: Sie sollen die Erreichung der verfolgten Rede-
zwecke bzw. -Absichten erlauben. So ist es etwa formal korrekt, in einer Verwandtschafts-
sprache, in die bereits der Ausdruck 'minnlich(..)', aber der Ausdruck 'weiblich(..)' noch nicht

eingefithrt wurde, 'weiblich(..)' einzufithren, indem man
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Az(weiblich(z) <> minnlich(z))
als Definition setzt. Falls man allerdings die Absicht hatte, eine konsistente Sprache aufzu-
bauen, in der sich u.a. die Aussage:
Vz(minnlich(z) A —weiblich(z))
beweisen ldsst, dann hat man sich die Verwirklichung dieser Absicht erfolgreich verbaut.
Neben den genannten Kernprinzipien der formalen Korrektheit und der materialen Ada-
quatheit gibt es weitere Gesichtspunkte bzw. Forderungen, die bei allen Einfiihrungen eine
Rolle spielen, aber meist gegeneinander abgewogen werden missen: Der Grundsatz der Ein-
fachheit im Gebrauch (= Handlichkei?), der Grundsatz der Einfachheit fiir die metatheoreti-
sche Untersuchung (= Uberschaubarkei?), die Forderung, Einfiihrungen so vorzunehmen, dass
keine »neuenc unentscheidbaren Aussagen resultieren (= Entscheidbarkeitsmaximiernng, vgl. Kap.
4.1.2) und das Prinzip der Bordmittel, das im einschligigen Wahlfall eine Bevorzugung
konstruktsprachlicher Einfihrungen verlangt.
Als Beispiel fur Konflikte zwischen diesen Forderungen sei hier auf die Moglichkeit ver-
wiesen, unter Ruckgriff auf den Negator und einen der zweistelligen Junktoren die weiteren
zweistelligen Junktoren durch Definitionsschemata einzuftihren. Tut man dies, so resultiert

eine groBere Uberschaubarkeit — aber eben auf Kosten der Handlichkeit (1 D: 5.3.1).

Ubung 1.1
Im vorhergehenden Text wurde behauptet, dass mit der Setzung von [3.1], und [3.8], als

Axiom bzw. Definition die Aussage 'AzVy Mutter-von(y, z)' beweisbar ist. Erginzen Sie im
folgenden Beweisfragment fehlende Schritte, bis ein Beweis entsteht, und ergidnzen Sie an
den mit "?' markierten Stellen fehlende Kommentare. Beachten Sie dabei, dass angezogene

Aussagen immer verfiigbar bleiben. '..." deutet fehlende Zeilen (also wenigstens eine fehlen-

de Zeile) an.

0 Es-gilt  AzVy Mutter-von(y, )

1 Da Az(Vy(Elter-von(y, x) A weiblich(y)) | Ax. [3.1]a
A
Vz(Elter-von(z, x) A —weiblich(z)))
2 Da AzAy(Mutter-von(z, ) <> Elter-von(x, y) A weiblich(z)) | Def. [3.8]a
3 Also Vy(Elter-von(y, x) A weiblich(y)) | UB; 1
A

Vz(Elter-von(z, x) A —weiblich(2))
4 Also Vy(Elter-von(y, x) A weiblich(y)) | KB; 3
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5 Seis Elter-von(y, x) A weiblich(y)

6 Alsos Ay(Mutter-von(y, y) <> Elter-von(y, §) A weiblich(y)) | UB; 2
7 Alsos Mutter-von(y, x) <> Elter-von(y, x) A weiblich(y) | UB; 6
k-2 Alsos Vy Mutter-von(y, x) | ?

k-1 Also Vy Mutter-von(y, x) | ?

k Also AzVy Mutter-von(y, ) | ?
Ubung 1.2

Im vorhergehenden Text wurde auch behauptet, dass a) wenn [1.1] und [1.2] axiomatisch
gesetzt sind, auch [1.3] beweisbar ist, und dass b) wenn [1.3] axiomatisch gesetzt ist, auch
[1.1] beweisbar ist. Erginzen Sie in den folgenden Beweisfragmenten fehlende Schritte, bis

Beweise entstehen, und erginzen Sie fehlende Kommentare.

)

0 Es-gilt  AzAy(schwerer(z, y) — —schwerer(y, x))

1 Da —Vz schwerer(z, 1) | Ax. [1.1]

2 Da AxAyAz(schwerer(z, 1) A schwerer(y, 2) — schwerer(z, 2)) | Ax. [1.2]

3 Seis schwerer(x, y)

4 Wiress  schwerer(y, x)

5 Alsos4  schwerer(x, y) A schwerer(y, x) | KE; 3, 4

6 Alsoss  AyAz(schwerer(x, 3) A schwerer(y, z) — schwerer(x, 2) | UB; 2

k-5 Alsos s Vz schwerer(x, ) | ?

k-4 Alsoss  —Vz schwerer(z, z) | ?

k-3 Alsos —schwerer(y, x) | NE; 4-(k-
4

k-2 Also schwerer(x, y) — —schwerer(y, X) | ?

k-1 Also Ay(schwerer(x, y) — —schwerer(y, X)) | ?

k Also AzAy(schwerer(x, y) — —schwerer(y, z)) | ?

b)

0 Es-gilt —Vz schwerer(z, )

1 Da AxAy(schwerer(z, y) — —schwerer(y, x)) | Ax. [1.3]

2 Wites Vz schwerer(z, )
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3 Seiz3 schwerer(x, x)

4 Wiress4 Vo schwerer(z, )

5 Alsoz34  schwerer(x, x) | ?

k-2 Alsozs —Vzx schwerer(z, ) | ?

k-1 Alsos —Vzx schwerer(z, ) | PB; 2, 3-
(k-2)

k Also —Vzx schwerer(z, ) | NE; 2-(k-
D

Ubung 1.3

Eine Explikation eines Ausdrucks p einer Sprache § liegt vor, wenn man einen Ausdruck p*
unter Rucksicht auf die Verwendung von p in S in eine Sprache S* einfithrt. Dabei soll dann

die korrekte Verwendung von p* in S* in Teilen der (korrekten) Verwendung von p in S

entsprechen.

Besondere Bedeutung kommt bei der Vorbereitung einer Explikation der Erstellung eines

Explikationsmafistabes zu. Dieser ist eine Menge von Aussagen von S*, die p* zum Teilaus-
druck haben und die nach der Einfithrung von p* in $* in $* beweisbar sein sollen. Ist S
eine Gebrauchssprache und S* eine Explizitsprache, dann gehen in den ExplikationsmaQstab

oft Aussagen ein, die das Ergebnis der Formalisierung von S-Aussagen sind, in denen p kor-

rekt verwendet wird. Wie gut der Explikationsmal3stab ist, hingt dann nattrlich auch von der
Qualitit der Formalisierungen ab.

Formalisieren Sie die folgenden Aussagen tiber Verwandtschaftsverhiltnisse, wobei Sie den
Bezug auf Menschen unterschlagen kénnen und sollen. So sollte etwa 'Jeder hat wenigstens
eine UrgroBmutter' durch 'AzVy UrgroBmutter-von(y, x)' und 'Jeder hat héchstens zwei
GroBmiitter' durch

AxAuAvAw(GroBmutter-von(u, ) A GroBmutter-von(v, ) A GroBmutter-von(w, )

N

U=VVU=WV V=)
formalisiert werden. Sodann ist zu beachten: Jeder hat genau n so-und-so Dinge, wenn er
wenigstens und héchstens n so-und-so Dinge hat. Jeder hat also genau dann genau vier

GroBeltern, wenn er wenigstens und hochstens vier Grofeltern hat.
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a) Jeder hat wenigstens ein weibliches Elternteil und wenigstens ein Elternteil, das nicht weiblich
ist.

b) Jeder hat h6chstens zwei Eltern.

] Wenn jemand Elter von jemand ist, dann ist letzterer nicht Elter des ersteren.

d) Jeder hat genau zwei Eltern.

€) Jeder hat wenigstens eine Mutter.

f) Niemand hat mehr als eine Mutter.

o) Jeder hat genau eine Mutter.

h) Jeder hat wenigstens einen Vater.

] Niemand hat mehr als einen Vater.

) Jeder hat genau einen Vater.

k) Jeder hat genau einen Vater und genau eine Mutter.

D Jeder ist Sohn oder Tochter von irgendjemand.
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Sprachen werden oft nicht in einem Zug konstituiert, so dass alle Ausdriicke in einer dann
abgeschlossenen Konstitutionsphase eingefithrt werden. Stattdessen findet vielmehr oft eine
schrittweise Sprachkonstitution statt, bei der eine Sprache nach und nach durch die Einfiih-
rung neuer Ausdriicke oder die Setzung zusitzlicher Axiome oder auch Redehandlungsregeln
Zug um Zug erweitert und an die Bedurfnisse der Sprecher angepasst wird. Dabei ist es oft
so, dass verschiedene Sprachen Teile ihres Inventars, ihrer Syntax und Festlegungen fiir be-
stimmte — in allen diesen Sprachen wichtige — Ausdriicke teilen. In dieser Hinsicht kann man
oft verschiedene Sprachen als Erweiterungen einer Ausgangssprache betrachten.

Im Folgenden wird nun die Erweiterungsrede zunichst fiir so genannte LE-Sprachen pra-
zisiert. Dies sind Sprachen erster Stufe, die — zunichst einmal in einem intuitiven Sinne —
Erweiterungen der — nach Abschluss von Kap. 4 der Denkwerkzeuge im Prinzip bekannten
— Sprache L darstellen (2.1).

Sodann werden die Ausgangssprachen fiir die weiteren Betrachtungen, die LLE-Sprachen 1.
und eine praxisnahe Erweiterung derselben, die Sprache L*, bereitgestellt. Diese Sprachen
sehen im Gegensatz zu L die Redehandlungen des axiomatischen und des definitorischen
Setzens sowie des Anziehens von Axiomen und Definitionen vor, wobei L* zusitzlich die
Einbringung bereits bewiesener Aussagen und die Anwendung zulissiger Folgerungsregeln
erlaubt. Sobald L* zur Verfigung steht, werden unter den LE-Sprachen die so genannten
ADS-Sprachen ausgezeichnet, die bestimmte Erweiterungen von L' darstellen. Fiir diese
werden dann weitere Erweiterungsbegrifflichkeiten zur Verfiigung gestellt, die die metatheo-

retische Auseinandersetzung mit dem axiomatischen und definitorischen Setzen etleichtern

2.2).
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Darauf folgen einige Bemerkungen zum Verhiltnis von axiomatischem und definitori-
schem Setzen beim Sprachaufbau. In diesem Zusammenhang ist auch die in philosophischen
Kontexten gerne bemiihte Rede von Grundausdriicken bzw. Grundbegriffen zu streifen
(2.3). Den Abschluss bildet ein Ubungskapitel zur materialen Adiquatheit (2.4). Der Leser
sollte sich bei der Lektiire der folgenden Kapitel bewusst machen, dass die metasprachliche
Einfihrung von Begrifflichkeiten zur Beschreibung des objektsprachlichen Einfithrens nach

demselben Muster erfolgt und denselben Kriterien gentigen muss wie dieses selbst.

2.1 LE-Sprachen

(2-1) DefiNitioN. LE-SPIOCRE ..........oooeeeeeeeeeeeeeeeeeee et ee et e ettt e e et tae e e e aaa e et ttaeeaeetsaaeeessssaeesssenaens 15
(2-2) Theorem. Alle in L beweisbaren Aussagen sind in jeder LE-Sprache beweisbar .............cccccccuevcueecceennnnnn. 16
(2-3) DefiNitioNn. EFWEILEIUNG .........ceeecveeeeeeteeeeseeeeeeeteeaeeetea e et ittaaaestsaaeessssaaaessssesseasssseesssssaessssesanas 17

(2-4) Theorem. Alle in einer LE-Sprache beweisbaren Aussagen sind auch in ihren Erweiterungen beweisbar

......................................................................................................................................................................... 17
(2-5) Theorem. Erweiterung UNd SYNTOX .........c.cocueeeeruirieneeiietesieestesite st et st et tesate st s s e sbeetesbeebesaeesatenseens 17
(2-6) Theorem. Strukturelle Eigenschaften der EFWeIterung ............ccoccueeeeeeeueesueesieeeneeeseessseesseeesseesssessnsees 20
(2-7) Theorem. L ist die KI@INSte« LE-SPIACRE...............ccoueeveeeireeeeeeeie e eeteeecteesaeesteesaeeetaesveesaveesreetaesaree s 22
(2-8) Definition. INVENtArerWeiterung..............ccueieereeseesieesiesieesieesieesieesteesteestaeseeseaseasseessnesseesseesses 22
(2-9) Theorem. Inventarerweiterung UNd SYNEAX .........cceecveeiueeiiueeeeeeieeeeteeeire e s eseeesteesreesebeesveessreessaesreens 23
(2-10) Theorem. Strukturelle Eigenschaften der INventarerweiterung ............c.ceceeeeeeeeereeseeeesesseeseeseenae 26
(2-11) Theorem. Inventarerweiterung Und EFWEItEIUNG..............cccuueeeeiueeeeiiuieeeeciteeeeiiteeeesreeeeeseeesessseeeessseeeans 27
(2-12) Theorem. Eindeutigkeitstheorem fiir INVentarerweiterungen..............cceucueeeeeeveeesieeeiieesireesreesseesiseens 28
(2-13) Definition. PerformatorikKerweiterung ..............cccecveceeseesueesiesieesiiesiiesieeseeseesseeseesaesieeseenees 28
(2-14) Theorem. Strukturelle Eigenschaften der Performatorikerweiterung ............c.cccoeeeveeceesveescveeseeniseens 29
(2-15) Theorem. Performatorikerweiterung Und ErWeiterung............ccoueecueeeenuenueneenieeiesieeeesseesieseeseeneeens 29
(2-16) Theorem. Eindeutigkeits-Theorem fiir Performatorikerweiterungen.............ccoueeevveeeeiveeeeeivvneeesivneenn 29

In Kap. 2.2.3 der Denkwerkzeuge wurden Sprachen als Einheiten aus Grammatik und Per-
formatorik charakterisiert, wobei die Grammatik ihrerseits in Inventar und Syntax zerfillt.
Fir die folgende Auseinandersetzung mit der Erweiterung von Sprachen ist es jedoch
zweckmallig, Sprachen (im Sinne von Explizitsprachen) als Einheiten aus Grammatik, Per-

formatorik, der Menge ihrer Axiome und der Menge ihrer Definitionen aufzufassen.
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Unter dieser Charakterisierung gilt insbesondere, dass zwei Sprachen S, S* genau dann
identisch sind, wenn die Grammatik von S gleich der Grammatik von S* ist (d.h., das In-
ventar von S ist gleich dem Inventar von $* und die Syntax von § ist gleich der Syntax von
S*), die Performatorik von S gleich der Performatorik von S* ist (d.h., fiir alle R gilt: R ist
genau dann eine Redehandlungsregel von S, wenn R eine Redehandlungsregel von S* ist),
die Menge der Axiome von § gleich der Menge der Axiome von S* ist (d.h., fiir alle A gilt: A
ist genau dann ein Axiom von S, wenn A ein Axiom von $* ist) und die Menge der Defini-
tionen von § gleich der Menge der Definitionen von S* ist (d.h., fiir alle A gilt: A ist genau
dann eine Definition von S, wenn A eine Definition von S* ist).

Erliuternd ist hinzuzufiigen, dass I" genau dann ein Axiom bzw. eine Definition von S ist,
wenn I eine S-Aussage ist und I" in S als Axiom bzw. Definition gesetzt ist oder es ein Aus-
sagenschema und eine Redehandlungsregel von S gibt, nach der alle S-Aussagen, die Instan-
zen dieses Aussagenschemas sind, als Axiom bzw. Definition von S genutzt werden diirfen,
und I eine Instanz dieses Schemas ist. Man beachte: Axiome und Definitionen einer Sprache
sind immer Aussagen dieser Sprache. Sind weder in § noch in §' Axiome oder Definitionen
vorhanden, etwa, weil die entsprechenden Redehandlungen gar nicht vorgesehen sind, dann
gilt trivialerweise, dass I" genau dann Axiom resp. Definition von S ist, wenn I" Axiom resp.
Definition von §" ist.

Man beachte, dass sich daraus, dass eine Aussage I" in S als Axiom oder Definition gesetzt

ist, nicht ergibt, dass diese Setzung gemill der Redehandlungsregeln von S korrekt ist. Im

Gegensatz zu der hier gepflegten korrektheitsnentralen NV erwendung von 'Axiom' und 'Definiti-
on' wird andernorts insbesondere 'Definition' oft korrektheitssensitiv zur alleinigen Auszeich-
nung von — im hiesigen Sinne — regelgemifBlen Definitionen verwendet. Dies ist bei der Lek-
tire anderer Texte zu berticksichtigen!

Am Anfang aller folgenden Spracherweiterungen und Betrachtungen steht die Sprache L. L
ist eine Sprache erster Stufe, fiir die gilt: Das Inventar von L enthilt keine Individuenkons-
tanten, die abzihlbar unendliche Menge PAR = {'u', V', 'W', X, 'y, ', 'u/, 'v/", 'w/", 'x/', 'y,
'z, '), Y, W, %L Y, 2y, L) der L-Parameter, die abzahlbar unendliche Menge VAR =
{'u, "', ", 2y, Y e, ), S, e 'y g e, ) W e Yy, 7, L. der -Vardablen,

LI} '

keine Funktoren, den L-Pridikator '. = .', die Menge {'—-__ ', ' — , — ,




14 2 Erweiterungen

' A ''__v__ '} der L-Junktoren, die Menge {'A.,'V.'} der L-Quantifikatoren und

b

die Menge {'Sei___','"Wire__ ', 'Also___'"'Es-gilt__ '} der L-Performatoren.

Die Syntax von L enthilt die Kategorien der L-Terme, L.-Quantoren, L.-Formeln und L-
Sitze gemil} den in Kap. 3.2 der Denkwerkzeuge gegebenen Definitionen. Die Redehand-
lungsregeln von L sind die in Kap. 4 der Denkwerkzeuge etablierten Folgerungsregeln, die
Annahmeregel sowie die Behauptungsregel. L. enthilt keine Axiome und auch keine Definiti-
onen, d.h., {A | Aist Axiom von L.} = @ und {A | A ist Definition von L} = @."

Im Folgenden werden LE-Sprachen (L-Erweiterungs-Sprachen) betrachtet, d.h. Sprachen
erster Stufe, fiir welche einerseits gilt, dass sie Erweiterungen von L sind, wihrend sie ande-
rerseits vom Grammatiktyp her héchstens Standardsprachen erster Stufe sind.

Dazu sei zunichst in Erinnerung gerufen, dass das Inventar jeder Standardsprache erster

Stufe S die atomaren Kategorien der S-Konstanten o, S-Parameter B, S-Vatiablen w, S-
Funktoren ¢", S-Pridikatoren ®", S-Junktoren ¢", S-Quantifikatoren IT und S-
Performatoren E umfasst, wihrend die Syntax einer solchen Sprache S die syntaktischen

Kategorien der S-Terme 6, S-Quantoren [Tw, S-Formeln A und S-Sitze X enthilt (1 D: 3.2).

Dabei ist zu beachten, dass sich Angehérige der Operatorenkategorien der Funktoren, Pra-
dikatoren und Junktoren hinsichtlich ihrer Stellenzahl unterscheiden kénnen, wihrend
Quant(ifikat)oren (im vorgegeben Rahmen) und Performatoren immer einstellig sind. Wel-
che Ausdriicke zur Syntax einer Sprache erster Stufe gehoren, deren Inventar wenigstens das
Inventar von L umfasst und héchstens die Kategorien einer Standardsprache erster Stufe
enthilt, hingt allein vom jeweiligen Inventar ab, denn die in Kap. 3.2 der Denkwerkzeuge
gegebenen Definitionen der syntaktischen Kategorien gelten — in entsprechender Spezialisie-
rung — fur alle diese Sprachen.

Im Folgenden wird die Kategorienrede ohne Sprachbezug verwendet, um allgemein iber
grammatische Kategorien (gemil3 der Standardgrammatik erster Stufe) zu reden. Beispiels-
weise wird 'Kategorie' verwendet, um allgemein tber grammatische Kategorien gemidl3 der
Standardgrammatik erster Stufe zu reden und 'Funktor' oder 'Kategorie der Funktoren' um
Ausdriicke sprachiibergreifend zu kategorisieren, wihrend mit Ausdriicken wie 'S-Kategorie'
die grammatischen Kategorien einer konkreten Sprache S betitelt werden und Ausdriicke wie
'S-Funktor' oder 'Kategorie der S-Funktoren' sich auf die (Menge der) Funktoren einer kon-

kreten Sprache S beziehen.

*

"9 ist das Zeichen fir die leere Menge, d.h. die Menge, die keine Elemente enthilt.
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Man beachte, dass fir die Performatorik der im Folgenden betrachteten Sprachen immer
vorausgesetzt wird, dass diese im Gegensatz zu gebrduchlichen Alltagsregelwerken (i) nur
Regeln enthalten, die das Redehandeln der Sprachbenutzer direkt, ohne Vermittlung weiterer
Regeln, anleiten, und (ii) dass alle Konsequenzen der Regeln einer Sprache selber als Normen
fir die Sprachbenutzung gelten. Eine Performatorik, die eine allgemeine Regel enthilt, die
dann durch eine spezifische Regel eingeschrinkt wird, fihrt damit bei Eintreten des Regelan-
tezedens fur die spezifischere Regel zu widersprichlichen Handlungsanweisungen. Hier be-
steht also ein Gegensatz zu vielen gebrauchssprachlichen Regelwerken, bei denen das Vor-
gehen in solchen Fillen durch hoherstufige Regeln reguliert oder eine Entscheidung an eine

Entscheidungsinstanz, etwa ein Gericht, delegiert wird. In diesem Zusammenhang wird fest-

gelegt: S ist performatorik-konsistent genau dann, wenn (i) S eine Sprache ist und (ii) es keine

Instanz A eines Regelantezedens einer Redehandlungsregel von S gibt, so dass unter A in S

eine Redehandlung erlaubt und nicht erlaubt ist.
Nun zur Definition des einstelligen (metasprachlichen) Pridikators '.. ist eine LE-Sprache’,

die anschlie3end etlautert wird:

(2-1) Definition. L.E-Sprache
S ist eine LE-Sprache
gdw
S ist eine performatorik-konsistente Sprache erster Stufe und
() Das Inventar von § umfasst hochstens die atomaren Kategorien einer Standardspra-
che erster Stufe und
a) {B | Bistein S-Parameter} = PAR,
b) {&| €ist eine S-Variable} = VAR,
o '.=.'€ {D | Distein S-Pridikator},
d) {¢ | distein L-Junktor} < {§ | ¢ ist ein S-Junktor},
e) {IT| ITist ein L-Quantifikator} < {IT | ITist ein S-Quantifikator},
f) {E| Eistein L-Performator} < {& | E ist ein S-Performator} und
(i) Die Syntax von S enthilt genau die Kategorien der S-Terme, S-Quantoren, S-
Formeln und S-Sitze gemil den in Kap. 3.2 der Denkwerkzeuge gegebenen Definiti-
onen,

(iiiy Die Performatotik von S enthilt wenigstens die Redehandlungstegeln von L.

Fiir das Inventar einer LE-Sprache S gilt nach Klausel (i) von Definition (2-1), dass es
héchstens die atomaren Kategorien der Standardgrammatik erster Stufe umfasst und dass die

Menge der S-Parameter gleich PAR ist, die Menge der S-Variablen gleich VAR ist, '.. = ..
Element der Menge der S-Pridikatoren ist, die Menge der L-Junktoren Teilmenge der Menge

der S-Junktoren ist, die Menge der I.-Quantifikatoren Teilmenge der Menge der S-
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Quantifikatoren und die Menge der L-Performatoren Teilmenge der Menge der S-

Performatoren ist. Das Inventar von LE-Sprachen umfasst also zumindest das gesamte L-

Inventar.

Die Syntax einer LE-Sprache S enthilt gemill Klausel (i) von Definition (2-1) die Katego-

rien der S-Terme, S-Quantoren, S-Formeln und S-Sitze gemil den in Kap. 3.2 der Denk-

werkzeuge gegebenen Definitionen. Dabei ist allerdings zu beachten, dass diese Definitionen

auf die entsprechende Sprache zu spezialisieren sind; es sind genau solche (wohlgeformten)

Ausdriicke Mitglieder der syntaktischen Kategorien einer LE-Sprache S, deren atomare Teil-
ausdriicke simtlich S-Ausdriicke sind.

Fir die Performatorik einer LE-Sprache § gilt nach Klausel (iii) von Definition (2-1), dass
sie wenigstens die Redehandlungsregeln von L. umfasst. Mit anderen Worten: Wenn S eine

LE-Sprache ist, dann ist die Performatorik von L Teilmenge der Performatorik von S. Da
LE-Sprachen sodann performatorik-konsistent sein miissen, gilt ferner, dass die Performato-
rik einer LE-Sprache S gegeniiber der Performatorik von L nicht in »non-monotoner« Weise,

also um neue Redehandlungsregeln, die die Redehandlungsregeln von L einschrinken, erwei-

tert wurde. Damit gilt insbesondere, dass alle L-Aussagen, die in L. beweisbar sind, auch in

jeder LE-Sprache beweisbar sind. Dabei gilt, dass I" i S beweisbar ist genau dann, wenn S

eine Sprache ist und T eine S-Aussage ist, fiir die es in S einen Beweis gibt. Das folgende,

ohne Beweisansatz notierte Theorem halt den gerade beschriebenen Sachverhalt noch einmal
fest:
(2-2) Theotem. Alle in L beweisharen Aussagen sind in jeder LE-Sprache beweisbar
Fiir alle L-Aussagen I" gilt: Wenn I in L beweisbar ist und S eine LE-Sprache ist, dann ist I’
auch in S beweisbar.
In Definition (2-1) finden sich keine Klauseln zu Axiomen und Definitionen, da in L. weder
Axiome noch Definitionen gesetzt sind (und auch gar nicht gesetzt werden kénnen, da die

entsprechenden Redehandlungsmaéglichkeiten fir L. nicht gegeben sind). Daher gilt trivialer-

weise flir alle LE-Sprachen S, dass alle Axiome von L auch Axiome von S und alle Definiti-

onen von L. auch Definitionen von S sind. Im Folgenden werden — so nicht ausdriicklich

anders angegeben — ausschlief3lich LE-Sprachen betrachtet.
Bevor nun die Sprachen L." und L* niher spezifiziert werden kénnen, sind zunichst einige

Prazisierungen der Erweiterungsrede fir LE-Sprachen vorzunehmen, wobei diese (und wei-
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tergehende) Prizisierungen nur die hier benétigten Unterscheidungen bereitstellen, nicht
aber alle Erweiterungsméglichkeiten und Konfigurationen derselben abdecken.
Zuerst wird ein allgemeiner Erweiterungsbegriff fiir LE-Sprachen etabliert:
(2-3) Definition. Erweiterung
S" ist eine Erweiterung von S
gdw
S und §' sind LE-Sprachen und
() Furalle 1, (n,) K gilt: Wenn t ein (n-stelliger) S-Ausdruck der atomaren Kategorie K
ist, dann ist T auch ein (n-stelliger) S'-Ausdruck der atomaren Kategorie K,
(i) Fur alle R gilt: Wenn R eine Redehandlungsregel von S ist, dann ist R auch eine
Redehandlungsregel von S',
(iii) Fir alle I" gilt: Wenn I ein Axiom von S ist, dann ist I" auch ein Axiom von S',
(iv) Fir alle I' gil: Wenn T eine Definition von § ist, dann ist I' auch eine Definition
von §'.

Da LE-Sprachen performatorik-konsistent sind, gilt mit Klausel (i) (und u.a. dem nachfol-
genden Theorem) wiederum das folgende Theorem:
(2-4) Theorem. Alle in einer LE-Sprache beweisbaren Aussagen sind anch in ihren Erweiterungen beweisbar

Wenn S' eine Erweiterung von S ist, dann gilt fiir alle S-Aussagen I': Wenn I" in S beweis-
bar ist, dann ist I auch in S' beweisbar.

Man beachte bei dieser und den folgenden Festlegungen, dass sich aus den Bestimmungen
fir die atomaren Kategorien zweier LE-Sprachen rentsprechende« Verhiltnisse fir ihre syn-

taktischen Kategorien ergeben:

(2-5) Theorem. Erweiterung und Syntax
Wenn S' eine Erweiterung von § ist, dann:
(i)  Jeder (geschlossene) S-Term ist auch ein (geschlossener) S'-Term,
(i) Jeder S-Quantor ist auch ein $'-Quantor,
(iii) Jede (geschlossene) S-Formel ist auch eine (geschlossene) S'-Formel und
(iv) Jeder S-Satz ist auch ein S'-Satz.

Beweisansatz: Sei S' eine Erweiterung von S. Dann gilt nach Definition (2-3), dass S und S' LE-
Sprachen sind und es gilt: Wenn t ein (n-stelliger) S-Ausdruck der atomaren Kategorie K ist,
dann ist 7 auch ein (n-stelliger) S'-Ausdruck der atomaren Kategorie K.

Zu (i): Zunichst zeigt man: (ia) Wenn 0 ein S-Term ist, dann ist 0 ein S'-Term. (ia) ldsst sich
durch Induktion tiber den Termaufbau zeigen. Um zu zeigen, dass eine Eigenschaft E fir alle
Terme einer LE-Sprache S gilt, reicht es namlich zu zeigen, dass E fiir alle atomaren S-Terme

gilt und sich iber den Termaufbau weiter vererbt.
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Es sind nimlich alle Terme einer LE-Sprache S entweder atomare Terme oder durch An-
wendung von Funktoren auf andere — und letztendlich auf atomare Terme — aufgebaute funk-

torale Terme. Ist nun S eine LE-Sprache und gilt eine Eigenschaft E fiir alle atomaren S-
Terme und gilt: Wenn S-Terme 64, ..., 0, die Eigenschaft E haben und ¢ ein n-stelliger S-

Funktor ist, dann hat auch (01, ..., 0,) die Eigenschaft E, dann gilt daher E fiir alle S-Terme.

Nun zum konkreten Fall: Zunichst sind alle atomaren S-Terme 0 auch (atomare) S'-Terme.
Es gilt nimlich: Wenn 0 eine S-Individuenkonstante ist, dann ist 0 eine S'-
Individuenkonstante, wenn 0 ein S-Parameter ist, dann ist 0 ein S'-Parameter, und wenn 0 eine
S-Variable ist, dann ist 0 eine S'-Variable. Daraus ergibt sich: Wenn 0 ein atomarer S-Term (al-
so eine S-Individuenkonstante, ein S-Parameter oder eine S-Variable) ist, dann ist 0 ein atoma-
rer S'-Term (also eine S-Individuenkonstante, ein S'-Parameter oder eine S'-Variable) und
mithin ein S'-Term.

Nun ist zu zeigen, dass sich die Eigenschaft, S'-Term zu sein, tber den Termaufbau der S-
Terme vererbt. Dazu ist zu zeigen: Wenn die S-Terme 01, ..., 0, auch S'-Terme sind und ¢ ein
n-stelliger S-Funktor ist, dann ist auch ¢(04, ..., 0,) ein S'-Term. Seien dazu 01, ..., 0, S-Terme
und auch S'-Terme. Sei nun ¢ ein n-stelliger S-Funktor. Dann ist ¢ auch ein n-stelliger S'-
Funktor und 01, ..., 0, sind nach Voraussetzung S'-Terme und damit ist (01, ..., 05) auch ein
S'-Term. Es gilt also, dass alle atomaren S-Terme auch S'-Terme sind und dass sich die Eigen-
schaft, S'-Term zu sein, Gber den Termaufbau vererbt. Damit gilt dann (ia).

Damit gilt aber auch, dass fiir alle S-Terme 6 gilt: Wenn 6 ein geschlossener S-Term ist, dann
ist O ein geschlossener S'-Term. Sei nidmlich 0 ein geschlossener S-Term. Dann ist 0 ein S-
Term, der keine S-Variable zum Teilterm hat. Nun gilt fir alle & £ ist genau dann eine S-
Variable, wenn £ eine S'-Variable ist. Also ist 0 ein S-Term, der keine S'-Variable zum Teilterm
hat. Mit (ia) ergibt sich dann: 0 ist ein S'-Term, der kein S'-Variable zum Teilterm hat, und
mithin ist 0 ein geschlossener S'-Term.

Zu (1): Sei 1w ein S-Quantor. Dann ist I1 ein S-Quantifikator und w eine S-Variable. Dann
ist IT ein S'-Quantifikator und o eine S'-Variable und damit [1w ein S'-Quantot.

Zu (1i1): Um (iii) zu zeigen wird zunachst unter Rickgriff auf (i) und (ii) durch Induktion iiber
den Formelaufbau gezeigt: (iiia) Wenn I' eine S-Formel ist, dann ist I" eine S'-Formel. Um zu

zeigen, dass eine Eigenschaft E fiir alle Formeln einer LE-Sprache S gilt, reicht es nimlich zu
zeigen, dass E fiir alle atomaren S-Formeln gilt und sich iiber den Formelaufbau weiter vet-

etbt. Es sind nimlich alle Formeln einer LE-Sprache S entweder atomare Formeln oder

durch Anwendung von Junktoren und Quantoren auf andere — und letztendlich auf atomare

Formeln — aufgebaute molekulare Formeln.
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Ist nun S eine LE-Sprache und gilt eine Eigenschaft E (a) fiir alle atomaren S-Formeln und
gilt: (b) Wenn S-Formeln Ay, ..., A, die Eigenschaft E haben und ¢ ein n-stelliger S-Junktor
ist, dann hat auch §(Ay, ..., A,) die Eigenschaft E, und (c) wenn eine S-Formel A die Eigen-
schaft E hat und Ilw ein S-Quantor ist, dann hat auch ITwA die Eigenschaft E, dann gilt da-

her E fiir alle S-Formeln.

Zunichst ist also zu zeigen, dass alle atomaren S-Formeln auch S'-Formeln sind. Sei dazu I"
eine atomare S-Formel. Dann gibt es einen n-stelligen S-Pridikator @ und S-Terme 01, ..., 0,,
so dass I" das Ergebnis der Anwendung von @ auf 0y, ..., 6, ist. Seien @ und 64, ..., 6, so.
Dann ist @ ein n-stelliger S'-Pradikator und nach (i) sind 01, ..., 0, S-Terme und damit ist
dann I" auch eine atomare S'-Formel und damit eine S'-Formel. Also gilt fiir alle atomaren S-
Formeln, dass sie S'-Formeln sind.

Sodann ist zu zeigen, dass die Eigenschaft, eine S'-Formel zu sein, sich iiber den Formelauf-
bau der S-Formeln vererbt. Zunichst fiir junktorale Formeln: Angenommen die S-Formeln
Ay, ..., Aq sind auch S'-Formeln. Sei nun ¢ ein n-stelliger S-Junktor. Dann ist { auch ein n-
stelliger S'-Junktor und Ay, ..., A sind nach Voraussetzung S'-Formeln und damit ist auch
$(Ay, ..., Ay) eine S'-Formel.

Nun bleiben noch die quantoralen Formeln: Angenommen A ist eine S-Formel, die auch ei-
ne S'-Formel ist. Sei nun [1o ein S-Quantor. Dann ist mit (ii) [1w ein S'-Quantor und nach
Voraussetzung A eine S'-Formel und somit [TwA eine S'-Formel. Es gilt also, dass alle atoma-
ren S-Formeln auch S'-Formeln sind und dass sich die Eigenschaft, eine S'-Formel zu sein,
tber den Formelaufbau vererbt. Damit gilt dann (iiia).

Daraus ergibt sich aber auch, dass fiir alle S-Formeln I' gilt: Wenn I" eine geschlossene S-
Formel ist, dann ist I" eine geschlossene S'-Formel. Sei namlich I' eine geschlossene S-Formel.
Dann ist I' eine S-Formel, in der keine S-Variable frei ist. Nun gilt fiir alle & £ ist genau dann
eine S-Variable, wenn € eine S'-Variable ist. Also ist I" eine S-Formel, in der keine S'-Variable
frei ist. Mit (ilia) ergibt sich dann: I' ist eine S'-Formel, in der keine S'-Variable frei ist, und
mithin ist I eine geschlossene S'-Formel.

Zn (iv): Sei EI ein S-Satz. Dann ist B ein S-Performator und I' eine S-Aussage Dann ist B

ein S'-Performator und mit (iii) ist I" eine S'-Aussage und damit EI" ein S'-Satz. m

Das nichste Theorem besagt, dass die Erweiterungsbezichung fur LE-Sprachen reflexiv so-

wie transitiv und antisymmetrisch ist (1 2.4):"

*

Zu Eigenschaften von Relationen (bzw. Pridikatoren) siche auch Kap. 6 der Denkwerkzeuge.
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(2-6) Theorem. Strukturelle Eigenschaften der Erweiternng

@
(i)

(1)

Wenn S eine LE-Sprache ist, dann ist S eine Erweiterung von S.
Wenn S* eine Erweiterung von S' ist und S' eine Erweiterung von § ist, dann ist $* eine
Erweiterung von S.

Wenn S' eine Erweiterung von S ist und S eine Erweiterung von §' ist, dann ist §' gleich

S.

Beweisansatz: Zu (i): Sei S eine LE-Sprache. Dann ist S eine LE-Sprache und es gilt:

Wenn 1 ein (n-stelliger) S-Ausdruck der atomaren Kategorie K ist, dann ist T auch ein (n-
stelliger) S-Ausdruck der atomaren Kategorie K,

Wenn R eine Redehandlungstregel von S ist, dann ist R auch eine Redehandlungstegel von S,
Wenn I" ein Axiom von S ist, dann ist I" auch ein Axiom von S,

Wenn I" eine Definition von S ist, dann ist I" auch eine Definition von S.

Damit ist S dann nach Definition (2-3) eine Erweiterung von S.

Zu (ii): Sei S* eine Erweiterung von S' und S' eine Erweiterung von S. Dann sind S*, §' und S

LE-Sprachen und es gilt:

und

Wenn t ein (n-stelliger) S'-Ausdruck der atomaren Kategorie K ist, dann ist t auch ein (n-
stelliger) S*-Ausdruck der atomatren Kategorie K,

Wenn R eine Redehandlungsregel von §' ist, dann ist R auch eine Redehandlungsregel von
S*,

Wenn I' ein Axiom von S' ist, dann ist I" auch ein Axiom von S*,

Wenn I' eine Definition von §' ist, dann ist I" auch eine Definition von S*.

Wenn 7 ein (n-stelliger) S-Ausdruck der atomaren Kategorie K ist, dann ist t auch ein (n-
stelliger) S'-Ausdruck der atomaren Kategotie K,

Wenn R eine Redehandlungsregel von S ist, dann ist R auch eine Redehandlungsregel von
S,

Wenn I' ein Axiom von S ist, dann ist I" auch ein Axiom von S/,

Wenn I' eine Definition von S ist, dann ist I" auch eine Definition von S',

Daraus ergibt sich, dass S* und S LE-Sprachen sind und dass gilt:

Wenn t ein (n-stelliger) S-Ausdruck der atomaren Kategorie K ist, dann ist t auch ein (n-
stelliger) S*-Ausdruck der atomaren Kategorie K,

Wenn R eine Redehandlungsregel von S ist, dann ist R auch eine Redehandlungsregel von
S*,

Wenn I' ein Axiom von S ist, dann ist I" auch ein Axiom von S*,

Wenn I eine Definition von S ist, dann ist I" auch eine Definition von S*.

Damit gilt nach Definition (2-3), dass S* eine Erweiterung von S ist.
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Zu (iii): Sei §' eine Erweiterung von S und S eine Erweiterung von S'. Dann ergibt sich mit

Definition (2-3):

und

Wenn t ein (n-stelliger) S-Ausdruck der atomaren Kategorie K ist, dann ist t auch ein (n-
stelliger) S'-Ausdruck der atomaren Kategorie K,

Wenn R eine Redehandlungsregel von S ist, dann ist R auch eine Redehandlungsregel von
S,

Wenn I' ein Axiom von S ist, dann ist I" auch ein Axiom von §',

Wenn I' eine Definition von S ist, dann ist I" auch eine Definition von S'

Wenn 7 ein (n-stelliger) S'-Ausdruck der atomaren Kategorie K ist, dann ist t auch ein (n-
stelliger) S-Ausdruck der atomaren Kategorie K,

Wenn R eine Redehandlungstregel von ' ist, dann ist R auch eine Redehandlungsregel von
S,

Wenn I' ein Axiom von S' ist, dann ist I" auch ein Axiom von S,

Wenn I' eine Definition von §' ist, dann ist I" auch eine Definition von S.

Daraus ergibt sich:

7 ist genau dann ein (n-stelliger) S-Ausdruck der atomaren Kategorie K, wenn 1 ein (n-
stelliger) S'-Ausdruck der atomaren Kategorie K ist,

R ist genau dann eine Redehandlungsregel von S, wenn R eine Redehandlungsregel von §'
ist,

I" ist genau dann ein Axiom von S, wenn I ein Axiom von §'ist,

T ist genau dann eine Definition von S, wenn I eine Definition von §' ist.

Damit gilt dann zunichst, dass das Inventar von S gleich dem Inventar von S'ist, die Perfor-

matorik von S gleich der Performatorik von §', die Menge der Axiome von S gleich der Men-

ge der Axiome von S' und die Menge der Definitionen von S gleich der Menge der Definitio-

nen von §' ist. Sodann ergibt sich aus der Annahme und Theorem (2-5) :

und

Jeder S-Term ist auch ein S'-Term,
Jeder S-Quantort ist auch ein S'-Quantor,
Jede S-Formel ist auch eine S'-Formel und

Jeder S-Satz ist auch ein S'-Satz.

Jeder §'-Term ist auch ein S-Term,
Jeder S'-Quantor ist auch ein S-Quantor,
Jede S'-Formel ist auch eine S-Formel und

Jeder S'-Satz ist auch ein S-Satz.

Daraus ergibt sich:
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0 ist genau dann ein S-Term, wenn 0 ein S-Term ist,
I ist genau dann ein S-Quantor, wenn Iw ein S'-Quantor ist,
A ist genau dann eine S-Formel, wenn A eine S'-Formel ist,

¥ ist genau dann ein S-Satz, wenn X ein S'-Satz ist.

Damit ist dann auch die Syntax von S gleich der Syntax von S'. Nach den Bemerkungen am

Anfang des Kapitels ist dann insgesamt S' gleich S. m

Das folgende Theorem besagt, dass L in dem Sinne die »kleinste« LE-Sprache ist, als (i) L eine

LE-Sprache ist und (ii) fiir jede LE-Sprache S gilt, dass S eine Erweiterung von L ist:

(2-7) Theorem. L ist die >kleinstec LE-Sprache
@) Listeine LE-Sprache,
(i) Wenn S eine LE-Sprache ist, dann ist S eine Erweiterung von L.

Beweisansatz: Zu (i): L ist eine performatorik-konsistente Sprache erster Stufe, fiir die die Klau-
seln (i) bis (iii) von Definition (2-1) erfillt sind.
Zu (ii): Sei S eine LE-Sprache. Dann gilt mit (i), dass L eine LE-Sprache ist und aus Definiti-
on (2-1) ergibt sich, dass
Wenn 1 ein (n-stelliger) L-Ausdruck der atomaren Kategorie K ist, dann ist T auch ein (n-

stelliger) S-Ausdruck der atomaren Kategorie K,
Wenn R eine Redehandlungsregel von L ist, dann ist R auch eine Redehandlungsregel von S.

Sodann ergibt sich daraus, dass
{A | Aist Axiom von L} = @ und {A | Aist Definition von L} = 0,

dass

Wenn I' ein Axiom von L ist, dann ist I" auch ein Axiom von S,

Wenn I' eine Definition von L ist, dann ist I" auch eine Definition von S.

Damit ist S nach Definition (2-3) insgesamt eine Erweiterung von L. m

Die nichste Festlegung betrifft eine ausschlie8liche Erweiterung des Inventars um atomare

Ausdricke:

(2-8) Definition. Inventarerweiterung
S' ist eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdriicke 1 (der Kategorie K1 und der Stelligkeit
81) ..., Wy (der Kategorie K., und der Stelligkeit s,)
gdw
n>1und S und $' sind LE-Sprachen und
(i) i ist atomarer S'-Ausdruck (der Kategorie K; und der Stelligkeit sy), ..., W, ist ato-
marer S'-Ausdruck (der Kategorie K, und der Stelligkeit s,),
(i) Fir alle 1, () K* gilt: 1 ist genau dann ein (r-stelliger) S-Ausdruck der atomaren

Kategorie K*, wenn 7 ein von pi, ..., p, verschiedener (r-stelliger) S'-Ausdruck der
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atomaren Kategorie K* ist,

(i) Fiir alle R gilt: R ist genau dann eine Redehandlungsregel von S, wenn R eine Re-
dehandlungstegel von S ist,

(iv) Fiir alle I" gilt: T" ist genau dann ein Axiom von S, wenn I" ein Axiom von §' ist,

(v) Fir alle I gilt: T ist genau dann eine Definition von S, wenn I eine Definition von

S'ist.
Man beachte, dass die Ausdriicke py, ..., py, um die das Inventar erweitert wird, weder Para-

meter noch Variablen sein konnen, da fiir zwei LE-Sprachen S und S' die Menge der S-
Parameter gleich PAR gleich der Menge der S'-Parameter und die Menge der S-Variablen

gleich VAR gleich der Menge der S'-Variablen ist. Inventarerweiterungen sind immer dann

notwendig, wenn neue Redemittel bereitgestellt werden sollen: Bevor die Verwendung von
Ausdriicken in einer Sprache reguliert werden kann, miissen diese zunichst als Ausdriicke
dieser Sprache zur Verfiigung stehen.

Um die Ubersichtlichkeit zu erhdhen, werden im Folgenden bei der Formulierung von
Theoremen und in Beweisansitzen oft die Stellen fiir Kategorien und Stelligkeit unterdriickt,

also beispielsweise

die atomaren Ausdriicke i, ..., gy

statt

die atomaren Ausdriicke p1 der Kategorie Ky und der Stelligkeit s, ..., p, der Kategorie K,

und der Stelligkeit S,

AuBerdem werden fiir den Fall, dass n = 1, die Indizes weggelassen. Analoges gilt fiir spitere
Definitionen.

Wie bei der allgemeinen Erweiterung (vgl. Theorem (2-5)) ergeben sich auch bei der Inven-
tarerweiterung aus den Festlegungen fir die atomaren Ausdriicke entsprechende Verhiltnisse
fir die syntaktischen Kategorien. Das entsprechende Theorem wird zur Vereinfachung spa-

terer Beweise etwas allgemeiner formuliert:

(2-9) Theorem. Inventarerweiterung und Syntax
Wenn S' eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdriicke w1, ..., b, ist und
wenn S* eine LE-Sprache ist, deren Inventar gleich dem Inventar von §' ist, dann gilt fiir
alle 1, dass
() t genau dann ein (geschlossener) S-Term ist, wenn 7 ein (geschlossener) S*-Term
ist, der weder p1 noch ... noch , zum Teilausdruck hat,
(i) 7 genau dann ein S-Quantor ist, wenn 1 ein S*-Quantor ist, der weder w1 noch ...
noch ., zum Teilausdruck hat,
(ili) © genau dann eine (geschlossene) S-Formel ist, wenn t eine (geschlossene) S*-

Formel ist, die weder p1 noch ... noch w, zum Teilausdruck hat, und
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(iv) 7 genau dann ein S-Satz ist, wenn T ein S*-Satz ist, der weder w1 noch ... noch p,

zum Teilausdruck hat.

Beweisansatz: Sei S' eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdriicke pi, ..., pin.

Dann gilt nach Definition (2-8), dass S und S' LE-Sprachen sind und es gilt: 7 ist genau dann
ein (r-stelliger) S-Ausdruck der atomaren Kategorie K, wenn t ein von pi, ..., pa verschiede-
ner (r-stelliger) S'-Ausdruck der atomaren Kategorie K ist.

Sei nun S* eine LE-Sprache, deren Inventar gleich dem Inventar von §' ist. Dann gilt: 7 ist

genau dann ein (r-stelliger) S'-Ausdruck der atomaren Kategorie K, wenn t ein (r-stelliger) S*-
Ausdruck der atomaren Kategorie K ist. Damit gilt aber insgesamt: 7 ist genau dann ein (r-
stelliger) S-Ausdruck der atomaren Kategorie K, wenn t ein von p, ..., pa verschiedener (r-

stelliger) S*-Ausdruck der atomaren Kategorie K ist.

Zu (1): Zunichst zeigt man, dass

(laa) Wenn 0 ein S-Term ist, dann ist 0 ein S*-Term, der weder p1 noch ... noch p, zum

Teilausdruck hat

und dass

(iab) Wenn 0 ein S*-Term ist, der weder gy noch ... noch p, zum Teilausdruck hat, dann ist
0 ein S-Term.
Dabei sind (iaa) und (iab) wieder durch Induktion tiber den Termaufbau zu zeigen (siche Be-
weisansatz zu Klausel () von Theorem (2-5)). Zuerst zeigt man (iaa): Wenn 6 ein S-Term ist,
dann ist 0 ein S*-Term, der weder p1 noch ... noch p, zum Teilausdruck hat.

Zunichst gilt, dass wenn 6 ein atomarer S-Term ist, 0 ein von pi, ..., pa verschiedener ato-
marer S*-Term ist. Da die Teilausdruckschaft fiir atomare Terme mit der Identitit zusam-
menfillt, ergibt sich, dass wenn 0 ein atomarer S-Term ist, 0 ein atomarer S*-Term ist, der
weder p1 noch ... noch p, zum Teilausdruck hat.

Angenommen die S-Terme 01, ..., 0, sind S*-Terme, die weder w1 noch ... noch p, zum
Teilausdruck haben. Sei nun ¢ ein n-stelliger S-Funktor. Dann ist ¢ auch ein n-stelliger S*-
Funktor, der von pi, ..., pa verschieden ist und damit weder g1 noch ... noch p, zum Teil-
ausdruck hat, und 04, ..., 0, sind nach Voraussetzung S*-Terme, die weder g noch ... noch
tn zum Teilausdruck haben. Damit ist aber auch (01, ..., 0,) ein S*-Term, der weder g1 noch
... noch p, zum Teilausdruck hat.

Sodann zeigt man (iab): Wenn 0 ein S*-Term ist, der weder p1 noch ... noch p, zum Teil-
ausdruck hat, dann ist 6 ein S-Term. Zunichst gilt, dass wenn 0 ein von pi, ..., pa verschiede-

ner atomarer S*-Term ist, 0 ein atomarer S-Term ist. Damit ergibt sich wiederum, dass wenn
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0 ein atomarer S*-Term ist, der weder p1 noch ... noch pn zum Teilausdruck hat, 6 ein atoma-
rer S-Term ist.

Angenommen fiir die S*-Terme 01, ..., 0, gilt: Wenn 01, ..., 6, weder p1 noch ... noch pn
zum Teilausdruck haben, dann sind 64, ..., 6, S-Terme. Sei nun ¢ ein n-stelliger S*-Funktor
und sei (01, ..., 04) ein S*-Term, der weder g noch ... noch p, zum Teilausdruck hat. Dann
haben weder ¢ noch 01 noch ... noch 0, g1 oder ... oder pn zum Teilausdruck, denn sonst
hitte (01, ..., 04) p1 oder ... oder p, zum Teilausdruck.

Dann ist ¢ von yi, ..., g verschieden und damit auch ein n-stelliger S-Funktor. Sodann ha-
ben 01, ..., 0, weder w1 noch ... noch p, zum Teilausdruck und sind damit nach Vorausset-
zung S-Terme. Damit ist ¢ ein n-stelliger S-Funktor und 64, ..., 6, sind S-Terme und damit ist
auch (01, ..., 0y) ein S-Term.

Somit gilt insgesamt:

(ia) 0 ist genau dann ein S-Term, wenn 0 ein S*-Term ist, der weder u noch ... noch p, zum

Teilausdruck hat.

Daraus ergibt sich dann wiederum:

0 ist genau dann ein geschlossener S-Term, wenn 0 ein geschlossener S*-Term ist, der weder

mt noch ... noch p, zum Teilausdruck hat.
Sei niamlich 0 ein geschlossener S-Term. Dann ist 6 ein S-Term, der keine S-Variable zum
Teilterm hat. Nun gilt fiir alle & £ ist genau dann eine S-Variable, wenn £ eine S*-Variable ist.
Also ist 0 ein S-Term, der keine S*-Variable zum Teilterm hat. Mit (ia) ergibt sich dann: 0 ist
ein S*-Term, der weder p1 noch ... noch p, zum Teilausdruck hat, und 0 ist ein S*-Term, der
kein S*-Variable zum Teilterm hat, und mithin ist 6 ein geschlossener S*-Term, der weder p
noch ... noch p, zum Teilausdruck hat.

Sei nun 0 ein geschlossener S*-Term, der weder gy noch ... noch p, zum Teilausdruck hat.
Dann ist 0 ein S*-Term, der weder p1 noch ... noch p, zum Teilausdruck hat und der keine
S*- und damit keine S-Variable zum Teilterm hat. Mit (ia) ergibt sich dann: 0 ist ein S-Term,
der kein S-Variable zum Teilterm hat, und mithin ist 0 ein geschlossener S-Term.

Zn (ii): Sei ITw ein S-Quantor. Dann ist IT ein S-Quantifikator und w eine S-Variable. Dann
ist IT ein von i, ..., ga verschiedener S*-Quantifikator und o eine von i, ..., pa verschiede-
ne S*-Variable und damit [1w ein S*-Quantor, der weder p noch ... noch p, zum Teilaus-
druck hat. Sei nun Ilw ein S*-Quantor, der weder p noch ... noch p, zum Teilausdruck hat.
Dann ist IT ein von yi, ..., g verschiedener S*-Quantifikator und w eine von wi, ..., o ver-
schiedene S*-Variable und damit IT ein S-Quantifikator und  eine S-Variable und somit I1w

ein S-Quantor.
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Zu (iii) #nd (iv): (iii) zeigt man — unter Rickeriff auf (i) und (i) — durch Induktion tber den
Formelaufbau (siche Beweisansatz zu Klausel (iii) von Theorem (2-5) ) und (iv) — unter Rick-

griff auf (iii) — analog zu (ii). m

Im Gegensatz zur Erweiterungsbeziehung ist die Beziehung der Inventarerweiterung nicht

reflexiv, sondern beztiglich der ersten und zweiten Stelle irreflexiv. Sodann ist die Beziechung

der Inventarerweiterung beztiglich der ersten und zweiten Stelle transitiv, womit sich auch

ergibt, dass sie beziiglich der ersten und zweiten Stelle asymmetrisch ist:

(2-10) Theorem. Strukturelle Eigenschaften der Inventarerweiterung

(i) Es gibt kein S, so dass es pi, ..., u, gibt und S eine Inventarerweiterung von S um die
atomaren Ausdricke pi, ..., Wy ist.

(i) Wenn S* cine Inventarerweiterung von S' um die atomaren Ausdriicke pi, ..., p, ist und
S' eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdriicke vy, ..., v, ist, dann ist $*
eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdriicke vi, ..., v, und p, ..., ty.

(iiiy Wenn S' eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdriicke pi, ..., p, ist, dann
ist S keine Inventarerweiterung von S' um die atomaren Ausdriicke w1, ..., pn.

Beweisansatz: Zu (i): Angenommen es gibe ein S, so dass es i, ..., pp gibt und § eine Inven-

tarerweiterung von S um die atomatren Ausdriicke pi, ..., py, ist. Seien S und pi, ..., pa SO.

Dann gilt nach Definition (2-8), dass ui, ..., pn atomare Ausdriicke von S sind und es gilt: 7 ist
genau dann ein atomarer S-Ausdruck, wenn t ein von i, ..., pa verschiedener atomarer S-
Ausdruck ist. Damit ergibt sich aber, dass p, ..., g verschieden von i, ..., pa sind, was im
Widerspruch zur Selbstidentitit steht.

Zu (ii): Sei S* eine Inventarerweiterung von S' um die atomaren Ausdriicke p, ..., pn und §'
eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdriicke vi, ..., v.. Dann sind S, 8" und $*

LE-Sprachen und man tberzeugt sich leicht, dass gilt:

R ist genau dann eine Redehandlungsregel von S, wenn R eine Redehandlungsregel von S*
ist,
I" ist genau dann ein Axiom von S, wenn I" ein Axiom von S* ist,

I" ist genau dann eine Definition von S, wenn I' eine Definition von S* ist.

Sodann gilt: vy, ..., v sind atomare S'-Ausdriicke und damit auch atomare S*-Ausdriicke und p, ...,

tn sind atomare S*-Ausdriicke. Nun ist nur noch zu zeigen:

T ist genau dann ein atomarer S-Ausdruck, wenn t ein von vy, ..., ve und pi, ..., ga verschie-
dener S*-Ausdruck ist.
Sei dazu 1 ein atomarer S-Ausdruck. Da §' eine Inventarerweiterung von S um vy, ..., v ist, ist

7 dann ein von vy, ..., v: verschiedener atomarer S'-Ausdruck. Da S* eine Inventarerweiterung
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von S'um yi, ..., W ist, ist T dann ein von vy, ..., v und pi, ..., g verschiedener atomarer S*-
Ausdruck.

Sei nun umgekehrt 1 ein von vi, ..., v und von pi, ..., g verschiedener atomarer S*-
Ausdruck. Dann ist T ein von vy, ..., v: verschiedener atomarer S'-Ausdruck. Dann ist 1 ein
atomarer S-Ausdruck.

Zun (iii): Ergibt sich aus (1) und (ii). m

Das folgende Theorem gibt Auskunft iiber die Verhiltnisse zwischen Inventarerweiterungen

und Erweiterungen:

(2-11) Theotem. Inventarerweiterung und Erweiterung
() Wenn S' eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdriicke w1, ..., py, ist, dann
ist §' eine Erweiterung von S.
(i) EsgibtS, S, sodass S' eine Erweiterung von S ist und es keine p, ..., p, gibt, so dass §'

eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdriicke p, ..., p, ist.

Beweisansatz. Zu (i): Sei S' eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdriicke pi, ..

*s

ta. Dann ergibt sich aus Definition (2-8), dass S und S' LE-Sprachen sind und dass gilt:

7 ist genau dann ein (r-stelliger) S-Ausdruck der atomatren Kategorie K*, wenn 7 ein von p,

..+, pa verschiedener (r-stelliger) S'-Ausdruck der atomaren Kategorie K* ist.
Daraus ergibt sich Klausel (i) von Definition (2-3) :

Wenn 1 ein (n-stelliger) S-Ausdruck der atomaren Kategotie K ist, dann ist T auch ein (n-
stelliger) S'-Ausdruck der atomaren Kategorie K.

Sodann ergibt sich mit Definition (2-8) :

R ist genau dann eine Redehandlungsregel von S, wenn R eine Redehandlungsregel von S'
ist,
T ist genau dann ein Axiom von S, wenn I ein Axiom von §' ist,

I" ist genau dann eine Definition von S, wenn I' eine Definition von §' ist.
Daraus ergeben sich Klausel (ii) bis (iv) von Definition (2-3):

Wenn R eine Redehandlungsregel von S ist, dann ist R auch eine Redehandlungsregel von S/,
Wenn I' ein Axiom von S ist, dann ist I" auch ein Axiom von §',

Wenn I' eine Definition von S ist, dann ist I" auch eine Definition von S'.

Damit ist S' dann insgesamt eine Erweiterung von S.
Zun (i1): Nach Theorem (2-7) ist L. eine Erweiterung von L. und nach Klausel (i) von Theorem
(2-10) gibt es keine w1, ..., gy, so dass L eine Inventarerweiterung von L um die atomaren

Ausdriicke p, ..., yy, ist. Also gibt es ein S, so dass S' eine Erweiterung von L ist und es kei-
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ne i, ..., py gibt, so dass S' eine Inventarerweiterung von L um die atomaren Ausdriicke pi,
..o, P ist. Also gibt es S, ', so dass S" eine Erweiterung von S ist und es keine pi, ..., i, gibt,

so dass S' eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdricke pi, ..., iy, ist. B

Das folgende Theorem besagt, dass es hochstens eine Inventarerweiterung einer Ausgangs-

sprache um dieselben Ausdriicke gibt:

(2-12) Theorem. Eindentigkeitstheorem fiir Inventarerweiterungen

Wenn S* eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdriicke p, ..., py ist und
S' eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdriicke i, ..., g, ist,
dann ist $* gleich S".

Beweisansatz: Seien S* und §' Inventarerweiterungen von S um die atomaren Ausdriicke pi, ...,
ta. Dann ergibt sich aus Definition (2-8), dass die Performatorik von S* gleich der Performa-
torik von S gleich der Performatorik von §' ist, dass die Menge der Axiome von S* gleich der
Menge der Axiome von S gleich der Menge der Axiome von §' ist und dass die Menge der
Definitionen von S* gleich der Menge der Definitionen von S gleich der Menge der Definiti-

onen von §'ist. Sodann gilt:

T ist ein atomarer S*-Ausdruck

gdw

T ist gleich w1 oder ... oder p, oder 7 ist ein atomarer S-Ausdruck

gdw

T ist ein atomarer S'-Ausdruck.
Damit gilt, dass die Inventare von $* und S§' tibereinstimmen. Die Identitit der Syntax von S*
mit der Identitit der Syntax von S' zeigt man dann fir beide Richtungen analog zum Vorge-

hen bei Theorem (2-5). Nach den Bemerkungen am Kapitelanfang ist damit S* gleich S'. m

Theorem (2-12) rechtfertigt es, dann, wenn irgendeine Inventarerweiterung von S um die

atomaren Ausdriicke ., ..., pn existiert, von der Inventarerweiterung von S um die atomaren

Ausdriicke py, ..., y zu sprechen.
Die nichste Festlegung betrifft eine ausschlieBliche Erweiterung der Performatorik um Re-

dehandlungsregeln:

(2-13) Definition. Performatorikerweiternng
S" ist eine Performatorikerweiterung von S um die Redehandlungsregeln R, ..., R,
gdw
n=1und S und $' sind LE-Sprachen und
() Fir alle 7, () K gilt: 1 ist genau dann ein (r-stelliger) S-Ausdruck der atomaren
Kategorie K, wenn 1 ein (r-stelliger) S'-Ausdruck der atomaren Kategorie K ist,
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(i) Ry, ..., R, sind Redehandlungsregeln von S,

(i) Fiir alle R* gilt: R* ist genau dann eine Redehandlungsregel von S, wenn R* eine
von Ry, ..., R, verschiedene Redehandlungsregel von S' ist,

(iv) Fiir alle I" gilt: T ist genau dann ein Axiom von S, wenn I ein Axiom von §' ist,

(v) Fur alle T gilt: T ist genau dann eine Definition von S, wenn I eine Definition von

S ist.
Im Gegensatz zur Erweiterungsbeziehung und ebenso wie die Beziehung der Inventarerwei-
terung ist die Bezichung der Performatorikerweiterung nicht reflexiv, sondern beztiglich der
ersten und zweiten Stelle irreflexiv. Sodann ist die Beziehung der Performatorikerweiterung
wie die der Inventarerweiterung beziiglich der ersten und zweiten Stelle transitiv, womit sich

auch ergibt, dass sie ebenfalls beziiglich der ersten und zweiten Stelle asymmetrisch ist:

(2-14) Theorem. Strukturelle Eigenschaften der Performatorikerweiterung

() Es gibt kein S, so dass es Ry, ..., R, gibt und S eine Performatorikerweiterung von S
um die Redehandlungsregeln Ry, ..., R, ist.

(i) Wenn S* eine Performatorikerweiterung von S' um die Redehandlungsregeln Rj, ..., R,
und S' eine Performatorikerweiterung von S um die Redehandlungsregeln Ry, ..., R,
ist, dann ist $* eine Performatotikerweiterung von S um die Redehandlungsregeln R,
... R'yund Ry, ..., R,.

(iiiy Wenn S' eine Performatorikerweiterung von S um die Redehandlungsregeln Ry, ..., R,

ist, dann ist S keine Performatotikerweiterung von S' um die Redehandlungsregeln R,

., R

Beweisansatz: Der Beweis erfolgt analog zu dem von Theorem (2-10). m

Das folgende Theorem besagt, dass sich Performatorikerweiterungen zu Erweiterungen ver-

halten, wie sich Inventarerweiterungen zu Erweiterungen verhalten:

(2-15) Theorem. Performatorikenveiterung und Erveiterung
(i) Wenn §' eine Performatorikerweiterung von S um die die Redehandlungsregeln Ry, ...,
R, ist, dann ist §" eine Erweiterung von S.
(i) Es gibt S, S", so dass S' eine Erweiterung von § ist und es keine Ry, ..., R, gibt, so dass

S' eine Performatotikerweiterung von S um die Redehandlungsregeln Ry, ..., R, ist.

Beweisansatz: Der Beweis erfolgt analog zu dem von Theorem (2-11). m

Das folgende Theorem besagt, dass es hochstens eine Performatorikerweiterung einer Aus-
gangssprache um dieselben Redehandlungsregeln gibt:
(2-16) Theorem. Eindentigkeits-Theorem fiir Performatorikerweiterungen

Wenn S* eine Performatorikerweiterung von S um die Redehandlungsregeln Ry, ..., R,, ist

und §' eine Performatorikerweiterung von S um die Redehandlungsregeln Ry, ..., R, ist,
dann ist $* gleich S

Beweisansatz: Der Beweis erfolgt analog zu dem von Theorem (2-12). m
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Theorem (2-16) rechtfertigt es, dann, wenn irgendeine Performatorikerweiterung von S um

die Redehandlungsregeln R, ..., R, existiert, von der Performatorikerweiterung von S um

*

die Redehandlungstegeln R, ..., R, zu sprechen.
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2.2 ADS-Sprachen und Erweiterungen um Axiome und De-

finitionen

2.2.1 ADS-Sprachen

(2-17) Theorem. Existenz einer Inventarerweiterung von L um 'AXIOM___', 'DEF___"und 'Da___"................ 32
(2-18) Definition. L ettt ettt ettt e e 32
(AS1) Erste Regel fiir das aXiomMQAtiSCRE SETZEN .........cccceeeecveeeeiesieeeeieeeceeecteeeeeeesteesseeeeaeesseessseeeans 32
(AS2) Zweite Regel fiir das AXiOMALISCNE SETZEN...........ccccueeeeeceeieeeeiieeeeceeeescteeeeeeaeeecaeaeesiranaeeiens 33
(DP) Regel fiir die (unbedingte) Definition von PradikQtoren .................ccooeeeeeeeeeeeceeeeeeiieeeeeiiveeeeenn, 33
(ANZ1) Regel fiir die Anziehung axiomatisch oder definitorisch gesetzter Aussagen......................... 34

(2-19) Theorem. Existenz einer Performatorikerweiterung von 1%%° um AS1, AS2, DP und ANZ1 .................. 35
(2-20) DEFINIEION. L ...ttt sttt t s s n s s s eseseseaean 35
(ANZ2) Regel fiir die Anziehung bereits bewWieSener AUSSAGEN..............cccueeeeecrveeeeesieressiieeaesiiseaensinns 35

(ZR1) Zuldssige Folgerungsregel zur Folgerung der Instanzen logisch-wahrer Aussagenschemata.... 36
(ZR2) Zuldssige Folgerungsregel zur Folgerung von Sukzedensinstanzen logisch-wahrer
Subjunktionsschemata im Ausgang von den entsprechenden Antezdensinstanzen............................ 36

(ZR3) Zuldssige Folgerungsregel zur Folgerung von Bisubjunktinstanzen logisch-wahrer

Bisubjunktionsschemata im Ausgang von entsprechenden Bisubjunktinstanzen....................c.......... 36
(2-21) Theorem. Existenz einer Performatorikerweiterung von L* um ANZ2, ZR1, ZR2 und ZR3..........ccccvru.... 37
(2-22) DEFINILION. L¥...........oooeeeeeeeeeeee ettt e e e e e et e e e ettt e e e ettt a e e st e e e s eaassasesstssaaestsaaanaens 37
(2-23) Definition. ADS-SPIGCRE.........cc.ooeoeeeieeeeeeeese ettt et ettt ettt teeteete s e teeseesees 38
(2-24) Theorem. In ADS-Sprachen sind genau die Aussagen dieser Sprachen beweisbar, die Konsequenzen der
jeweiligen Menge der Axiome und Definitionen SiNd ..............ccueecueeeieeeeeesieeseeeeeeseeseeeseesreeesreesseeseeensees 38
(2-25) Theorem. ADS-Sprachen und ihre Erweiterungen sind LE-SPrachen ................coceecveeeeciveeeeciueeescnnens 38
(2-26) Theorem. L” ist die sKIEINStEC ADS-SPIUCRE .........c.oeuveeeeeeeeeeeeeereeeeeeeseres ettt eses s 39
(2-27) Theorem. Inventarerweiterungen von ADS-Sprachen sind ADS-SPrachen ..............cceeceecceeecveesnennnnnn 39

Nun kénnen die Sprachen 1." und 1*, die als Ausgangssprachen fiir den definitorischen und
axiomatischen Sprachaufbau dienen werden, angegeben werden. L. soll eine Erweiterung
von L sein, in der das axiomatische und definitorische Setzen von Aussagen sowie die An-
ziehung der Axiome und Definitionen in Beweisen moglich ist. In L* soll dartiber hinaus
auch die Anziehung bereits bewiesener Aussagen und die Anwendung bestimmter zuldssiger
Folgerungsregeln méglich sein. Die Sprache L ldsst sich nur durch Inventar- und Performa-

torikerweiterungen erweitern. Um Erweiterungen durch axiomatische oder definitorische
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Setzungen vornehmen zu kénnen, sind eben allererst entsprechende Redehandlungsmaoglich-
keiten einzurichten.

Dazu ist zunichst das Inventar von L. um die Performatoren '"AXIOM___ ' fiir das axioma-
tische Setzen, 'DEF___' fiir das definitorische Setzen und — u.a. weil die gesetzten Axiome

und Definitionen eben gerade in Beweisen verwendet werden sollen — den Performator

'Da___' fiir Anzichungen zu erweitern. Das folgende Theorem besagt nun, dass es wenigs-
tens eine Inventarerweiterung von L um die Performatoren 'AXIOM___ ', 'DEF___ ' und
'Da___'¢gibt:

(2—1 7) Theotem. Existens einer Inventarerweiterung von L um'AXIOM___",'DEF___" und'Da__'

Es gibt ein S, so dass S eine Inventarerweiterung von L. um die Performatoren
'AXIOM___','DEF___"und 'Da__'ist.

Aus diesem Theorem und Theorem (2-12) ergibt sich, dass es genau eine Inventarerweite-
rung von L um die Performatoren 'AXIOM___ ', 'DEF___'und 'Da___" gibt. Damit ist die

folgende Definition der (metasprachlichen) Individuenkonstanten 'L*"" korrekt (1 6):

(2-18) Definition. [P

1ADD = §

gdw

S ist eine Inventarerweiterung von L. um die Performatoren 'AXIOM___ ', 'DEF___ ' und
'Da___ "

Nun koénnen die Redehandlungen des axiomatischen und definitorischen Setzens sowie des
Anziehens eingerichtet werden, indem die Performatorik von 1.*® um entsprechende Rede-
handlungsregeln erweitert wird. Die Verwendungsregulierung der neuen Performatoren er-

folgt damit wie die aller Performatoren konstruktionssprachlich durch das Setzen von Rede-
handlungsregeln. In den folgenden Regelformulierungen stehen 'S' und 'S" stets fiir
Erweiterungen von LAPP,

Die Verwendung des Performators '"AXIOM___" wird durch die Regeln AST und AS2 re-
guliert:
(AS1) Erste Regel fiir das axiomatische Setzen

Wenn A eine parameterfreie Aussage von § ist und wenn {A | A ist Axiom oder Definition

von S} U {A} nicht oberflicheninkonsistent ist, dann darf man A in S axiomatisch setzen.
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(AS2) Zweite Regel fiir das axiomatische Setzen

Wenn S' eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdriicke p (der Kategorie K

und der Stelligkeit 1), ..., p, (der Kategorie K, und der Stelligkeit s,,) ist, und wenn

a) A eine parameterfreie Aussage von S'ist und
b) {A | Aist Axiom oder Definition von S} U {A} nicht oberflicheninkonsistent ist,

dann darf man A in S" axiomatisch setzen.
Man beachte, dass die Forderung, dass die als Axiom zu setzende Aussage nicht schon offen-
sichtlich zu Widersprichen fuhrt, nicht ausreicht, um die Konsistenz der jeweiligen Erweite-
rung sicherzustellen. Gefordert ist hier ja nur, dass die Hinzufiigung des Axioms zur Menge
der bereits axiomatisch oder definitorisch gesetzten Aussagen nicht zu einer Menge fithrt, die
oberflicheninkonsistent ist, die also eine Kontradiktion oder eine Aussage und ihre Negation
enthilt (T D: 5.1.3). Die Inkonsistenz kann natirlich trotzdem vorhanden sein, sie kann so-
gar nur reinige Folgerungsschritte entfernt liegen. Gemeinhin wird man wenn mdoglich ver-
suchen, nachzuweisen, dass die als Axiom zu setzende Aussage mit der Menge der bereits
axiomatisch und definitorisch gesetzten Aussagen vertraglich ist. Stellt man umgekehrt fest,
dass dies nicht gegeben ist, muss die Sprache als inkonsistent verabschiedet bzw. — etwa
durch Streichung des betreffenden Axioms — >repariert« werden. Konsistenz ist fir LE-
Sprachen eine Voraussetzung ihrer erfolgreichen Benutzung. Allerdings sind Konsistenz-
nachweise oft nicht einfach und es ist nicht moglich, die Einhaltung der Konsistenzforde-
rung in derselben Weise verfahrensgeleitet zu priifen, wie etwa das (Nicht-)Bestehen von
Oberflicheninkonsistenz bei endlichen Aussagenmengen oder die Einhaltung der logischen
Regeln in einem Beweis(versuch). Analoge Bemerkungen betreffen die — zumindest fiir die
»kanonische« Reprisentation von Sprachen — oftmals erhobene Forderung, dass die als Axi-
om gesetzte Aussage nicht bereits aus den Axiomen folgt. Diese Forderung wird zudem in
der Praxis oft bewusst aus didaktischen oder Handlichkeitstiiberlegungen auller Acht gelas-
sen. Fiir die metatheoretische Uberschaubarkeit bringt sie jedoch entscheidende Vorteile.

Die Verwendung des Performators 'DEF___ ' wird durch die Regel DP reguliert:

(DP) Regel fiir die (unbedingte) Definition von Pridikatoren
Wenn:
a) &, ..., %, sind paarweise verschiedene Variablen von S (n > 1),
b) S'ist eine Inventarerweiterung von S um den n-stelligen Pridikator @,
¢) Aist eine Formel von S, fiir die gilt:
ca) in A sind héchstens &, ..., &, frei,
cb) in A ist kein S-Parameter Teilterm,
d) I isteine Aussage der Form:
Ny Ne@ (s, ., &) > ),

dann darf man T in S' definitorisch setzen.
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Fir die unbedingte Definition von Pradikatoren gemill DP gilt also: Die Definitionsaussage

bzw. Definition hat die Gestalt

Ner NE(DE, ..., &) < D)
D.h., die Definition hat die Gestalt einer (mehrfach) universalquantifizierten Bisubjunktion.
Die Bisubjunktion ist die Definitionsformel. Das linke Bisubjunkt ist die Definiendumformel mit
dem Definiendum (dem zu definierenden Ausdruck) als Hauptoperator; das rechte Bisubjunkt
ist das Definiens (der definierende Ausdruck) bzw. die Definiensformel. Der Definitionssarz ist das
Ergebnis der Anwendung des Definitionsperformators ' DEF___' auf die Definitionsaussage/die
Definition. Man betrachte etwa die spiter in V gesetzte Definition von 'minnlich(..)' (T 3.2).

Der Definitionssatz,
[3.5] DEF Az(minnlich(z) <> —weiblich(z)),

mit dessen AuBerung die Setzung vollzogen wird, ist das Ergebnis der Anwendung des Defi-

nitionsperformators 'DEF___"auf die Definition bzw. Definitionsaussage

[3.5]a Az(minnlich(z) <> —weiblich(z)).

Die Definitionsaussage ist eine universalquantifizierte Bisubjunktion. Die Bisubjunktion
minnlich(z) <> —weiblich(z)

ist die Definitionsformel. Das linke Bisubjunkt der Definitionsformel, 'minnlich(z)', ist die

Definiendumformel, eine atomare Formel, deren Hauptoperator das Definiendum, der ein-

stellige  Pradikator 'minnlich(..)!, ist. Das rechte Bisubjunkt der Definitionsformel,

'—weiblich(z)', ist das Definiens bzw. die Definiensformel. Man beachte, dass sich aus der
Forderung, dass A eine S-Formel ist, insbesondere ergibt, dass alle atomaren Teilausdriicke
von A atomare S-Ausdriicke sind. Sind umgekehrt alle atomaren Teilausdriicke der Formel A
atomare S-Ausdriicke, dann ist A eine S-Formel.

Die Verwendung des Performators 'Da___' wird zunichst nur durch die Regel ANZ1 re-

guliert, die die Verwendung der gesetzten Axiome und Definitionen als Griinde erlaubt:

(ANZY) Rege! fiir die Anziehung axiomatisch oder definitorisch gesetzter Aussagen
Wenn eine parameterfreie Aussage I' in S axiomatisch oder definitorisch gesetzt ist, dann
darf man I in S anziehen.

Angezogene Aussagen bleiben erinnerlich immer verfiighbar. Das folgende Theorem bereitet

die Definition der (metasprachlichen) Individuenkonstante 'L vor:
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(2-19) Theorem. Existenz, einer Performatorikerweiterung von LAPP um AS1, AS2, DP und ANZ1
Es gibt ein S, so dass S eine Performatorikerweiterung von LAPD um die Redehandlungste-
geln AS1, AS2, DP und ANZ1 ist.
Aus diesem Theorem und Theorem (2-16) ergibt sich, dass es genau eine Performatoriker-
weiterung von LAPP um die Redehandlungsregeln AS1, AS2, DP und ANZ1 gibt. Damit ist
wiederum die folgende Definition der (metasprachlichen) Individuenkonstanten 'L."" korrekt:”
(2-20) Definition. I*
Lr=S
gdw
S ist eine Performatorikerweiterung von LAPP um die Redehandlungsregeln AS1, AS2, DP
und ANZ1.
L" erlaubt bereits alles, was man benétigt, um eine Standardsprache erster Stufe durch Inven-
tarerweiterungen und anschlieBende Setzung von Axiomen und Definitionen aufzubauen.
Allerdings ist " fiir die alltigliche Beweispraxis insofern etwas unhandlich, als man gerne
bereits bewiesene Aussagen nicht noch einmal gewinnen, sondern anziehen mdochte. Dies
wird tiber die Hinzuftigung folgender Regel ermdglich:
(ANZ2) Regel fiir die Anziehung bereits bewiesener Aussagen

Wenn eine parametetfreie Aussage I' in S bereits bewiesen wurde, dann darf man I" in S

anziehen.

Eine Aussage ist in einer Sprache S bereits bewiesen, wenn in S ein Beweis fiir diese Aussage

vorgelegt wurde. ANZ2 ist hier so »auszulegens, dass auch die in Kap. 4 der Denkwerkzeuge
(einschlieBlich der Ubungen) bewiesenen I.-Aussagen, in deren Beweise keine Anziehungen
eingegangen sind, im Folgenden in allen LE-Sprachen als bewiesen gelten. Ein (immer: kot-
rekter) Beweis, der keine Anziehungen enthilt, ist ein Beweis fir eine logisch-wahre Aussage.
Analoges gilt fir Beweisschemata und Aussagenschemata. Dass keine Anziehungen nétig
sind, um die Aussage (resp. das Aussagenschema) frei von Abhingigkeiten zu gewinnen,
zeigt, dass diese Aussage (resp. dieses Aussagenschema) allein unter Riickgriff auf logische
Regeln etabliert werden kann und damit logisch-wahr ist. Die in Kap. 4 der Denkwerkzeuge
durch anziehungsfreie Beweise bewiesenen I.-Aussagen sind damit logisch-wahr — sie kénnen
alleine unter Ruckgriff auf die in jeder LE-Sprache verfiigbaren logischen Grundregeln be-
wiesen werden. Nun wurden in Kap. 4 der Denkwerkzeuge allerdings vornehmlich logisch-
wahre _Aussagenschemata bewiesen, also Aussagenschemata, deren Instanzen simtlich logisch-

wahr sind. Die Instanzen dieser bereits bewiesenen Schemata mochte man nun in der alltdg-

*  Siehe dazu wiederum die Regel DIB in Kap. 6.


http://www.phil.uni-greifswald.de/fileadmin/mediapool/ifp/pdf/siegwart/Denkwerkzeuge2012-Kap4.pdf
http://www.phil.uni-greifswald.de/fileadmin/mediapool/ifp/pdf/siegwart/Denkwerkzeuge2012-Kap4.pdf
http://www.phil.uni-greifswald.de/fileadmin/mediapool/ifp/pdf/siegwart/Denkwerkzeuge2012-Kap4.pdf

36 2 Erweiterungen

lichen Argumentations- und Beweispraxis gerne ebenfalls ausnutzen, ohne die entsprechen-
den Instanzen jeweils »aufs Neue« zu gewinnen. Viele der bewiesenen logisch-wahren Aussa-
genschemata sind schematischen Subjunktionen. Hier wurde jeweils gezeigt, dass die Sukze-
dentia allein im Ausgang von den jeweiligen Antezedentia zu gewinnen sind. Auch hier
mochte man den Ubergang von einer Antezedensinstanz zu einer Sukzedensinstanz vollzie-
hen, ohne den schon beschrittenen Weg noch einmal abzuschreiten. Analoge Bemerkungen
betreffen die Uberginge zwischen den Bisubjunktinstanzen bereits bewiesener logisch-
wahrer Bisubjunktionsschemata. Um die in Kap. 4 der Denkwerkzeuge bereits bewiesenen
logisch-wahren Aussagenschemata im Allgemeinen und schematischen Subjunktionen und
Bisubjunktionen im Besonderen fiir die Zwecke des praxisnahen Beweisens auszunutzen,

lisst sich die Performatorik von L." um zulissige Folgerungsregeln (1 D: 5.2.2) erweitern:

(ZR1) Zuldssige Folgerungsregel zur Folgernng der Instanzen logisch-wabrer Aussagenschemata
Wenn eine Aussage I' Instanz eines Aussagenschemas ist, fiir das in Kap. 4 der Denkwerk-
zeuge ein anziehungsfreier schematischer Beweis vorgelegt wurde bzw. in einer Ubungs-

aufgabe vorzulegen war, dann darf man I" folgern.

(ZR2) Zuldssige Folgerungsregel zur Folgerung von Sukzedensinstanzen logisch-wabrer Subjunktionsschemata im
Ausgang von den entsprechenden Antezdensinstanzen
Wenn die Subjunktion aus einer Aussage A und einer Aussage B Instanz eines Aussagen-
schemas ist, fiir das in Kap. 4 der Denkwerkzeuge ein anziehungsfreier schematischer
Beweis vorgelegt wurde bzw. in einer Ubungsaufgabe vorzulegen war, und man A gewon-

nen hat, dann darf man B folgern.

(ZR3) Zuldissige Folgernngsregel zur Folgerung von Bisubjunktinstanzen logisch-wabrer Bisubjunktionsschemata im
Ausgang von entsprechenden Bisubjunktinstanzen
Wenn die Bisubjunktion aus einer Aussage A und einer Aussage B Instanz eines Aussagen-
schemas ist, fiir das in Kap. 4 der Denkwerkzeuge ein anziehungsfreier schematischer
Beweis vorgelegt wurde bzw. in einer Ubungsaufgabe vorzulegen war, und man A (resp. B)
gewonnen hat, dann darf man B (resp. A) folgern.
Eine nach einer zuldssigen Regel gefolgerte Aussage wird damit verfligbar gemacht. Fine
Tilgung von Annahmen findet dabei dann und nur dann statt, wenn der Ubergang gleichzei-
tig nach einer tilgenden Regel, also SE, NE oder PB, korrekt ist. ANZ2 und die zulidssigen
Folgerungsregeln sind ahnlich motiviert, namlich durch den Wunsch, bereits etablierte Zu-
sammenhinge nicht von Neuem zu etablieren, sondern direkt auszunutzen. Allerdings beste-
hen zwei Unterschiede, die hervorzuheben sind. Der erste Unterschied ist »grundsitzlicher«
Natur: ANZ2 erlaubt die Ausnutzung von Beweisleistungen, die bereits zz der jeweiligen
Sprache erbracht wurden. Dagegen stellen die zuldssigen Regeln eine Erweiterung der Per-

formatorik dar, die unter Riickgriff auf bereits gezeigte logische Zusammenhinge zu recht-
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fertigen ist. Die zulédssigen Regeln vereinfachen die alltidgliche Beweispraxis und sie sind, wie
durch die in Kap. 4 der Denkwerkzeuge erstellten schematischen Beweise vorgefihrt, durch
die bedeutungsetablierenden Grundregeln abgedeckt. Alle mit Hilfe der zuldssigen Regeln
vollzogenen Uberginge lassen sich — gof. mit zusitzlichen Schritten — auch unter Anwen-
dung der Grundregeln erreichen — genau darin besteht die Zulassigkeit der zuldssigen Regeln.
Der zweite hervorzuhebende Unterschied betrifft die Parameterfreiheit der betroffenen Aus-
sagen: Angezogene Aussagen mussen parameterfrei sein, wihrend dies fiir die mit Hilfe zu-
lissiger Regeln gefolgerten Aussagen nicht zutrifft. Hintergrund ist die Uberlegung, dass die
Konklusion eines Beweises immer aus den angezogenen Aussagen folgen soll, was allgemein
nur sichergestellt ist, wenn die angezogenen Aussagen keine Parameter enthalten. Warum?
Fir die zuldssigen Regeln ist eine solche Beschrinkung nicht vonnéten, da die mit ihrer Hilfe
gefolgerten Aussagen ja gerade allein unter Ruckgriff auf die Grundregeln gewonnen werden
konnten. Im Regelkommentar ist bei Anziechungen die jeweilige Regel zu notieren und mit
einem passenden Kiirzel auf die einschligige Setzung bzw. den einschligigen Beweis zu ver-
weisen. Fir Folgerungen nach zuldssigen Regeln sind die jeweilige Regel und die Nummer
des jeweiligen Beweisschemas bzw. der Ubungsaufgabe in Kap. 4 der Denkwerkzeuge zu
notieren.
Das folgende Theorem bereitet die Definition der (metasprachlichen) Individuenkonstante

'L* vor:
(2-21) Theorem. Existenz; einer Performatorikerweiterung von L+ um ANZ2, ZR1, ZR2 und ZR3

Es gibt ein S, so dass S eine Performatorikerweiterung von L* um die Redehandlungsregeln

ANZ2, ZR1, ZR2 und ZR3 ist.
Aus diesem Theorem und Theorem (2-16) ergibt sich, dass es genau eine Performatoriker-
weiterung von L. um die Redehandlungsregeln ANZ2, ZR1, ZR2 und ZR3 gibt. Damit ist
wiederum die folgende Definition der (metasprachlichen) Individuenkonstanten 'L*' korrekt:
(2-22) Definition. I*

Lx=S

gdw

S ist eine Performatorikerweiterung von L* um die Redehandlungsregeln ANZ2, ZR1, ZR2
und ZR3.
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Fir die folgenden Ausfihrungen werden nun insbesondere so genannte ADS-Sprachen
(Axiomatische- und Definitorische-Setzungs-Sprachen) betrachtet: *
(2-23) Definition. ADS-Sprache
S ist eine ADS-Sprache
gdw
(i) S ist eine Erweiterung von L* und
(i) Die Performatorik von S umfasst héchsten die Redehandlungsregeln von L* und
gof. weitere Folgerungsregeln, die gegentiber den logischen Regeln von L zuldssig
sind,

(iliy Wenn A Axiom oder Definition von § ist, dann ist A parameterfrei.

Das folgende, ohne Beweisansatz notierte Theorem besagt, dass fiir jede ADS-Sprache § gilt,
dass in § genau die S-Aussagen beweisbar sind, die aus der Menge der Axiome und Definiti-

onen von S ableitbar sind:

(2-24) Theorem. [n ADS-Sprachen sind genau die Aussagen dieser Sprachen beweisbar, die Konsequenzen der
Jeweiligen Menge der Axciome und Definitionen sind
Wenn S eine ADS-Sprache ist, dann gilt fiir alle S-Aussagen I': {A | A ist Axiom oder De-
finition von S} = T" gdw I ist in S beweisbar.

Das folgende Theorem ergibt sich direkt aus Definition (2-3) und Definition (2-23) und be-
sagt, dass ADS-Sprachen und ihre Erweiterungen LE-Sprachen sind:

(2-25) Theotem. ADS-Sprachen und ibre Erweiterungen sind LE-Sprachen
(i) Wenn S eine ADS-Sprache ist, dann ist S eine LE-Sprache.
(i) Wenn S eine ADS-Sprache und S' eine Erweiterung von § ist, dann ist S' eine LE-
Sprache.

Eine LE-Sprache § ist gemill Definition (2-23) genau dann eine ADS-Sprache, wenn das
Inventar von S gegentiber L wenigstens um die Performatoren 'AXIOM___ ', 'DEF___"und

"Da___' erweitert ist, die Performatorik von S wenigstens die Redehandlungsregeln von L.

enthdlt und héchstens die Redehandlungsregeln von L* sowie ggf. weitere gegentiber den

logischen Regeln von L, also den logischen Grundregeln, zulassige Folgerungsregeln enthalt

und alle Axiome und Definitionen von S parameterfrei sind. Mit letzterer Bedingung gilt

dann fiir alle ADS-Sprachen S: Wenn I eine S-Aussage ist, dann ist I" genau dann in S be-

In der Abschlussklausur werden die von Ihnen zu benutzenden bzw. zu betrachtenden ADS-Sprachen nur
die Regeln von L* enthalten. Die Benutzung von ANZ2 und der zulidssigen Regeln wird in der Ab-
schlussklausur also nicht gestattet sein. Dort miissen sie Thre Beherrschung der bedeutungsetablieren-

den Grundregeln nachweisen.
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weisbar, wenn I" aus der Menge der in S axiomatisch oder definitorisch gesetzten Aussagen
ableitbar ist (Zur Ableitbarkeit siche D: 5.1.2).
Das folgende Theorem, dass sich mit Theorem (2-6) und den einschligigen Definitionen

ergibt, besagt, dass L." in dem Sinne die >kleinstec ADS-Sprache ist, als (i) L." eine ADS-
Sprache ist und (i) fiir jede ADS-Sprache S gilt, dass S eine Erweiterung von L” ist:

(2-26) Theotem. L* ist die skieinstec ADS-Sprache

@) L* isteine ADS-Sprache,

(i) Wenn S eine ADS-Sprache ist, dann ist S eine Erweiterung von L.
Aus Klausel (ii) von Theorem (2-26) und der Tatsache, dass 1" selber eine Erweiterung von
L ist, ergibt sich dann mit Theorem (2-4) insbesondere, dass alle L-Aussagen, die in L be-
weisbar sind, in jeder ADS-Sprache beweisbar sind. Fiir I.” selbst gilt, dass in 1." genau die
L"-Aussagen beweisbar sind, die aus {A | A ist Axiom oder Definition von L.} = @ ableitbar
sind, welches genau die I."-Aussagen sind, die in L beweisbar sind, welches genau die I.-
Aussagen sind, die in L. beweisbar sind, welches genau die logisch-wahren L-Aussagen sind.
Da die zusitzlichen Regeln von L* nur die Anziechung bereits bewiesener Aussagen erlauben
(ANZ2) bzw. gegentber den logischen Regeln von L zulissig sind (ZR1, ZR2, ZR3), gilt
selbiges auch fur L*.

Das folgende, ohne Beweisansatz notierte Theorem besagt, dass alle Inventarerweiterungen

einer ADS-Sprache ADS-Sprachen sind:

(2-27) Theorem. Inventarerweiterungen von ADS-Sprachen sind ADS-Sprachen
Wenn § eine ADS-Sprache ist und S eine Inventarerweiterung von S um atomare Ausdrii-

cke pi, ..., Py ist, dann ist S eine ADS-Sprache.

2.2.2 Erweiterungen um Axiome und Definitionen

(2-28) Definition. Erweiterung Um AXIOME............cc.uueeeecueeeesciieeeeesiseeeeesieeeeesitseeeesssssssessissaaeassesaessens 40
(2-29) Theorem. Strukturelle Eigenschaften der Erweiterung um AXiOMe..............cccecuereesiereeneesienieeneesienieens 41
(2-30) Theorem. Erweiterung um Axiome Und ErWeiIterung ...........c...cccoueeeciueeeeeiiueeeeiiieeeesieeeeeseeessseeseesaneees 41
(2-31) Theorem. Eindeutigkeitstheorem fiir die Erweiterung um AXiOME ...........c.eccueeevueesieeeiveeseeesreesiseesseens 42

(2-32) Definition. Erweiterung um Axiome und um atomare AUSAricCKe ............cccovvvvveecveeeeceesieannnn. 42
(2-33) Theorem. Strukturelle Eigenschaften der Erweiterung um Axiome und atomare Ausdriicke................ 42
(2-34) Theorem. Erweiterung um Axiome und atomare Ausdriicke und Erweiterung .............cccoceeeevercueenneen. 45

(2-35) Theorem. Eindeutigkeitstheorem fiir die Erweiterung um Axiome und atomare Ausdriicke ................ 45
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(2-36) Definition. KonsiStente LE-SPrache .............coceeveevueesieeiienieseeseeeieeeeeeeesee e 46
(2-37) Definition. INKoNSISteNte LE-SPIACRE. ...........cccccuveeeeeceeeeeeteeeeeeeieeeeeeteeeeeteeeeeesteaeeesiasaaessaseaaens 46
(2-38) Theorem. LE-Sprachen sind genau dann inkonsistent, wenn sie nicht konsistent sind ......................... 46
(2-39) Theorem. Konsistenz und Inkonsistenz von ADS-SPrachen ...............ccccocceeeecvueeeeiiieeeeeiieeeeiveeesisneee e 46
(2-40) Theorem. Konsistenzwahrende Erweiterung von ADS-Sprachen um AXiOme..............coceevveeecveevrveennnnn. 47
(2-41) Definition. Erweiterung um DefinitiONen ..............cccocceereeseeseesiasiiesiiesiiesiee st st 48
(2-42) Theorem. Strukturelle Eigenschaften der Erweiterung um Definitionen .............cccccoveeeveeveeecreesveesneens 49
(2-43) Theorem. Erweiterung um Definitionen und ErWeIterUng ..........cc.eccueeeeeseueeseeeseeeseesseeseeesseesnseessees 49
(2-44) Theorem. Eindeutigkeitstheorem fiir die Erweiterung um Definitionen...............ccccouveevevveeeeivveeesiunnenn. 49
(2-45) Definition. Erweiterung um Definitionen und um atomare Ausdriicke...............ccccevvvveeevennn.. 50
(2-46) Theorem. Strukturelle Eigenschaften der Erweiterung um Definitionen und atomare Ausdriicke........ 50
(2-47) Theorem Erweiterung um Definitionen und atomare Ausdriicke und Erweiterung .............ccoceeevevuenne 50
(2-48) Theorem. Eindeutigkeitstheorem fiir die Erweiterung um Definitionen und atomare Ausdriicke......... 51

(2-49) Definition. Erweiterung um Definitionen und atomare Ausdriicke gemdf3 Definitionsregeln...51

(2-50) Theorem. Erweiterung um eine Definition und einen atomaren Ausdruck gemdpf einer Definitionsregel

(2-51) Theorem. Erweiterung um Definitionen und atomare Ausdriicke gemdf3 Definitionsregeln und
Erweiterung um Definitionen und atomare AUSAITCKE ...........c..occveeeeeiieeeiieecieeceeseeenee et ae s saeeneeesaeeas 53
(2-52) Theorem. Strukturelle Eigenschaften der Erweiterung um Definitionen und atomare Ausdriicke gemdfs
DEJINItIONSIEGEIN ...ttt ettt st s e e bttt st e e s ab e e sab e e sne e et e e sabeesabe e bt e et et ebeeereens 53
(2-53) Theorem. Erweiterung um Definitionen und atomare Ausdriicke gemdf3 Definitionsregeln und
EFWEITOIUNG ...vvveeieieiiiiiiiee e ettt tte e e e e sttt e e e e s e sttt e e e e e e e e s st bbb e aeeeeessasbb e e b eeeeesesassbbebaaeeesesanssbeaeaaeessssnsssesaaaeenas 54
(2-54) Theorem. Eindeutigkeitstheorem fiir die Erweiterung um Definitionen und atomare Ausdriicke gemdfs

L) a1 (o T =Je =] SRS 54

Zur metatheoretischen Begleitung des axiomatischen und definitorischen Setzens sind nun

weitere Erweiterungsbegrifflichkeiten zu etablieren. Zunichst wird die Rede von der Erwei-

terung um Axiome reguliert:

(2-28) Definition. Enweiterung um Axciome

S ist eine Erweiterung von S um die Axciome A, ..., Ay
gdw
n=1und S, S' sind ADS-Sprachen und
() Fir alle 1, (r,) K gilt: 7 ist genau dann ein (r-stelliger) S-Ausdruck der atomaren
Kategorie K, wenn t ein (-stelliger) S'-Ausdruck der atomaren Kategorie K ist,
(i) Fir alle R gilt: R ist genau dann eine Redehandlungsregel von S, wenn R eine Re-
dehandlungstegel von §' ist,
(i) Ay, ..., A, sind Axiome von §',
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(iv) Fiir alle I' gilt: " ist genau dann ein Axiom von S, wenn I ein von Ay, ..., A, ver-
schiedenes Axiom von S ist,

(v) Fir alle I gilt: T ist genau dann eine Definition von S, wenn I eine Definition von

S ist.
Man beachte, dass von dieser Definition nur Erweiterungen erfasst werden, bei der gegen-
tber der Ausgangssprache lediglich parameterfreie Axiome hinzukommen. Die Hinzufiigung
von Axiomen, die Parameter enthalten, fithrt zu Sprachen, die keine ADS-Sprachen und da-

her hier nicht von Interesse sind. Analoge Bemerkungen betreffen auch die folgenden Defi-

nitionen. Setzt man in einer ADS-Sprache S eine Aussage A gemil AS1 als Axiom, dann

geht man offenbar von S zur Erweiterung von S um das Axiom A tber. Das folgende Theo-

rem besagt, dass sich die Erweiterung um Axiome strukturell so verhilt wie die Inventarer-
weiterung um atomare Ausdriicke und wie die Performatorikerweiterung um Redehand-

lungsregeln:

(2-29) Theotrem. Strukturelle Eigenschaften der Erweiternng um Axiome

(i) Es gibt kein S, so dass es Ay, ..., A, gibt und S eine Erweiterung von S um die Axiome
A1, ceey An ist.

(i) Wenn S* eine Erweiterung von S' um die Axiome Ay, ..., A, ist und S' eine Erweite-
rung von S um die Axiome A'y, ..., A', ist, dann ist S* eine Erweiterung von S um die
Axiome A'y, ..., A'bund Aq, ..., A,

(iliy Wenn S' eine Erweiterung von S um die Axiome Ay, ..., A, ist, dann ist S keine Erwei-
terung von ' um die Axiome Ay, ..., A,

Beweisansatz: Der Beweis erfolgt analog zu dem von Theorem (2-10). m

Das folgende Theorem besagt, dass sich die Erweiterung um Axiome im Verhiltnis zur Er-
weiterung so verhilt wie die Inventarerweiterung um atomare Ausdriicke und wie die Per-
formatorikerweiterung um Redehandlungsregeln:
(2-30) Theotem. Erweiterung um Axiome und Erweiterung
() Wenn S' eine Erweiterung von S um die die Axiome Ay, ..., A, ist, dann ist S' eine Erweite-
rung von S .

(i) EsgibtS, ", so dass S' eine Erweiterung von S ist und es keine Ay, ..., A, gibt, so dass S'

eine Erweiterung von S um die Axiome Ay, ..., A, ist.

Beweisansatz: Der Beweis erfolgt analog zu dem von Theorem (2-11). m

Das folgende Theorem besagt, dass sich die Erweiterung um Axiome hinsichtlich der
Hochst-Zahl von Erweiterungen einer Sprache um dieselben Axiome so verhilt wie die In-
ventarerweiterung um atomare Ausdriicke und wie die Performatorikerweiterung um Rede-

handlungsregeln:
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(2-31) Theorem. Eindentigkeitstheorem fiir die Erweiternng nm Axiome
Wenn S* eine Erweiterung von S um die Axiome Ay, ..., A, ist und S' eine Erweiterung

von § um die Axiome Ay, ..., A, ist, dann ist S* gleich S".

Beweisansatz: Der Beweis erfolgt analog zu dem von Theorem (2-12). m

Nun wird die Rede von der Erweiterung um Axiome und atomare Ausdriicke reguliert:

(2-32) Definition. Ernpeiterung um Asciome und unr atomare Ausdriicke
S ist eine Erweiternng von S um die Axiome Ay, ..., Ay, und die atomaren Ausdriicke .1 (der Kategorie
K\ und der Stelligkeit $1), ..., yn (der Kategorie K., und der Stelligkeit s,)
gdw
m,n > 1und S, S' sind ADS-Sprachen und es gibt ein $*, so dass $* eine Inventarerweite-
rung von S um die atomaren Ausdriicke p; (der Kategorie Ki und der Stelligkeit 1), ...,
(der Kategorie K, und der Stelligkeit s,) ist und S' eine Erweiterung von $* um die Axiome
A, .o, Ay st

Ist $* eine Inventarerweiterung von S um atomare Ausdriicke p,, ..., p, und setzt man in S*

eine Aussage A gemi3 AS2 als Axiom, dann geht man von S zur Erweiterung von S um das

Axiom A und die atomaren Ausdricke p,, ..., uy, Uber. Das folgende Theorem besagt, dass
auch die Erweiterung um Axiome und atomare Ausdriicke beziiglich der ersten und zweiten

Stelle irreflexiv, transitiv und asymmetrisch ist:

(2-33) Theorem. Strukturelle Eigenschaften der Erweiterung um Axiome und atomare Ausdriicke
(i) Es gibt kein S, so dass es Ay, ..., Ay, und p, ..., u, gibt und S eine Erweiterung von S
um die Axiome Ay, ..., Ay und die atomaren Ausdricke p, ..., py ist.
(i) Wenn S5* eine Erweiterung von S' um die Axiome Ay, ..., A;, und die atomaren Ausdrii-
cke p, ..., gy ist und S' eine Erweiterung von S um die Axiome Ay, ..., A'; und die ato-
maren Ausdriicke v, ..., v, ist, dann ist $* eine Erweiterung von S um die Axiome A'j,
..., A'jund Ay, ..., Ay, und die atomaren Ausdriicke vy, ..., v, und i, ..., pn.
(iliy Wenn S' eine Erweiterung von S um die Axiome Ay, ..., A, und die atomaren Ausdrii-
cke pi, ..., Wy ist, dann ist § keine Erweiterung von S' um die Axiome Ay, ..., A, und die

atomaren Ausdricke pi, ..., pn.

Beweisansatz: Zu (i): Angenommen es gibe ein S, so dass es Ay, ..., Ay und p, ..., gy, gibt und
S eine Erweiterung von S um die Axiome Ay, ..., A, und die atomaren Ausdriicke i, ...,
ist. Seien S und Ay, ..., Am und pi, ..., pa so. Dann gilt nach Definition (2-32), dass ein S*
gibt, so dass $* eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdriicke p1, ..., pa ist und
S eine Erweiterung von $* um die Axiome Ay, ..., An ist. Sei $* so.

Dann ergibt sich mit Definition (2-8), dass w1, ..., gn atomare Ausdriicke von S* sind und

dass gilt:
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T ist genau dann ein atomarer S-Ausdruck, wenn T ein von pi, ..., pa verschiedener atomarer

S*-Ausdruck ist.

Sodann gilt aber mit Definition (2-28):

T ist genau dann ein atomarer S*-Ausdruck, wenn 7 ein atomarer S-Ausdruck ist.

Damit ergibt sich aber insgesamt, dass pi, ..., g verschieden von i, ..., pa sind, was im Wi-
derspruch zur Selbstidentitit steht.

Zu (ii): Sei S* eine Erweiterung von S' um die Axiome Ay, ..., An und die atomaren Ausdri-
cke pi, ..., pn und S' eine Erweiterung von S um die Axiome A"y, ..., A'j und die atomaren
Ausdriicke vy, ..., vs.

Dann gilt nach Definition(2-32), dass S, S' und S* ADS-Sprachen sind und dass:

Es gibt ein S*, so dass S* eine Inventarerweiterung von S' um die atomaren Ausdriicke pi,

..+, tn ist und S* eine Erweiterung von S* um die Axiome Ay, ..., Ay, ist,

und

Es gibt ein $~, so dass S~ eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdriicke vy,

..., vrist und S' eine Erweiterung von S~ um die Axiome A"y, ..., AYj ist.

Seien S* und S~ so. Erweitert man dann dass Inventar von S~ um yi, ..., pn, so erhilt man ei-
ne Inventarerweiterung von S~ um die atomaren Ausdriicke pi, ..., o
Sei nun S# eine solche Inventarerweiterung von S~ um p, ..., pa. Dann gilt mit Klausel (if)
von Theorem (2-10), dass S$# eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdriicke vy,
..y veund p, ..., po ist. Damit ist dann nach Theorem (2-27) auch $# eine ADS-Sprache.
Sodann gilt:

T ist ein atomarer S#-Ausdruck

gdw

T ist gleich p1 oder ... oder pn oder T ist gleich vi ... oder v: oder 7 ist ein atomarer S-
Ausdruck

gdw

T ist gleich p1 oder ... oder p, oder 7 ist ein atomarer S~-Ausdruck
gdw

T ist gleich p1 oder ... oder yu, oder 7 ist ein atomarer S'-Ausdruck
gdw

T ist ein atomarer S*-Ausdruck

gdw

T ist ein atomarer S*-Ausdruck.
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Ferner gilt, dass A", ..., A} Axiome von S' und damit Axiome von S* und damit Axiome von

S* sind und dass Ay, ..., Am Axiome von S* sind und dass

I ist ein Axiom von S#

gdw

I ist ein Axiom von S

gdw

I" ist ein Axiom von S~

gdw

TMist ein von A', ..., A'j verschiedenes Axiom von §'

gdw

T ist ein von A"y, ..., A'j verschiedenes Axiom von S*

gdw

I"istein von A"y, ..., A'jund Ay, ..., Am verschiedenes Axiom von S*.
Zuletzt gilt noch:

A ist eine Definition von S#
gdw

A ist eine Definition von S
gdw

A ist eine Definition von S~
gdw

A ist eine Definition von S'
gdw

A ist eine Definition von S*
gdw

A ist eine Definition von S*.

Da §# und S* ADS-Sprachen sind, ist damit S* insgesamt eine Erweiterung von S# um die

Axiome A'i, ..., Ajund Ay, ..., An. Damit gilt dann: S ist eine ADS-Sprache und es gibt ein

S#, so dass S# eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdriicke vy, ..., v und pi,
..e> Pn ist und S* eine Erweiterung von $# um die Axiome A"y, ..., A'j und A4, ..., An ist.
Nach Definition (2-32) ist damit S* eine Erweiterung von S um die Axiome A'y, ..., A'j und
A, ..., Am und die atomaren Ausdriicke vy, ..., veund 1, ..., pn.

Zu (ii1): Ergibt sich aus (i) und (ii). m

Das folgende Theorem gibt tiber das Verhiltnis der Erweiterung um Axiome und atomare

Ausdriicke zur Erweiterung Auskunft:
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(2-34) Theorem. Erweiterung um Axiome und atomare Ausdriicke und Erweiternng
(i) Wenn S' eine Erweiterung von S um die Axiome Ay, ..., A, und die atomaren Ausdrii-
cke pi, ..., gy ist, dann ist S' eine Erweiterung von S.
(i) Es gibt S, S, so dass S' eine Erweiterung von S ist und es keine Ay, ..., A,, und p, ...,
W, gibt, so dass S' eine Erweiterung von S um die Axiome Ay, ..., A, und die atomaren
Ausdriicke pi, ..., py, ist.
Beweisansatzz Zn (i): Sei S' eine Erweiterung von S um die Axiome Ay, ..., Am und die atomaren
Ausdriicke i, ..., pn. Dann gilt nach Definition (2-32), dass es ein S* gibt, so dass $* eine
Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdriicke i, ..., pn ist und S' eine Erweiterung
von S* um die Axiome A, ..., An ist. Sei S* so. Dann ist nach Klausel (i) von Theorem
(2-11) S* eine Erweiterung von S und nach Klausel (i) von Theorem (2-30) S' eine Erweite-
rung von S* und damit nach Klausel (i) von Theorem (2-6) S* eine Erweiterung von S.
Zun (1i): Nach Theorem (2-20) ist L* eine Erweiterung von L* und nach Klausel (i) von Theo-

rem (2-33) gibt es keine Ay, ..., Ay und pi, ..., py, so dass L+ eine Erweiterung von L™ um die

Axiome Ay, ..., A, und die atomaren Ausdriicke pi, ..., p, ist. Also gibt es S, S, so dass S’
cine Erweiterung von S ist und es keine Ay, ..., A, und pu, ..., py gibt, so dass S' eine Erwei-

terung von S um die Axiome Ay, ..., A, und die atomaren Ausdriicke pi, ..., p, ist. ®

Das folgende Theorem besagt, dass es hochstens eine Erweiterung einer ADS-Sprache um

dieselben Axiome und dieselben atomaren Ausdriicke gibt:

(2-35) Theorem. Eindentigkeitstheorem fiir die Erweiterung um Axiome und atomare Ausdriicke
Wenn S* eine Erweiterung von S um die Axiome Ay, ..., A,, und die atomaren Ausdriicke
U1, ..., By ist und S' eine Erweiterung von S um die Axiome Ay, ..., A, und die atomaren

Ausdriicke p, ..., p, ist, dann ist $* gleich S'.

Beweisansatz: Seien S* und S' Erweiterungen von S um die Axiome Ay, ..., An und die atoma-
ren Ausdriicke pi, ..., pa. Dann gilt nach Definition (2-32):
Es gibt ein §*, so dass S* eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdriicke pi,

..+, Pa ist und S* eine Erweiterung von S* um die Axiome Ay, ..., Ap ist,

und

Es gibt ein §~, so dass S~ eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdriicke pi,
..+, ko ist und S' eine Erweiterung von $~ um die Axiome Ay, ..., Ay ist.
Seien S§* und S~ so. Dann gilt mit Theorem (2-12), dass S+ gleich S~ ist. Dann sind $* und §'

Erweiterungen von St um die Axiome Ay, ..., Am. Daraus ergibt sich wiederum mit Theorem

(2-31), dass S* gleich S'ist. m



46 2 Erweiterungen

Die Vertriglichkeit der Einermenge der als Axiom zu setzenden Aussage mit der Menge der
bereits axiomatisch oder definitorisch gesetzten Aussagen ist zwar, da nicht effektiv tber-
prifbar, in den Regelantezedentia von AS1 und AS2 nicht gefordert, aber doch gewtinscht.
Fir ADS-Sprachen reicht dies nimlich aus, um sicherzustellen, dass die jeweiligen axiomati-
schen Setzungen nicht zur Inkonsistenz der Sprache ftihren.

Um derartige Sachverhalte genauer fassen zu kénnen, werden zunichst entsprechende De-

finitionen gesetzt:

(2-36) Definition. Konsistente LE-Sprache
S ist eine konsistente ILE-Sprache
gdw
S ist eine LE-Sprache und es gibt kein I, so dass sowohl I als auch —I" in S beweisbar sind.

(2-37) Definition. Inkonsistente LE-Sprache
S ist eine inkonsistente LE-Sprache
gdw
S ist eine LE-Sprache und § ist keine konsistente LE-Sprache.

(2-38) Theorem. LLE-Sprachen sind genan dann inkonsistent, wenn sie nicht konsistent sind
Wenn S eine LE-Sprache ist, dann ist § genau dann eine inkonsistente LE-Sprache, wenn S
keine konsistente LE-Sprache ist.

Beweisansatz: Sei S eine LE-Sprache. Sei nun S eine inkonsistente LE-Sprache. Dann ist nach
Definition (2-37) S keine konsistente LE-Sprache. Sei nun S keine konsistente LE-Sprache.
Dann ist S eine LE-Sprache und keine konsistente LE-Sprache und damit ist S nach Definiti-

on (2-37) eine inkonsistente LE-Sprache. m

Das folgende Theorem bringt eine Spezialisierung fiir ADS-Sprachen:

(2-39) Theorem. Konsistenz, und Inkonsistenz; von ADS-Sprachen
(i) Wenn S eine ADS-Sprache ist, dann ist S genau dann eine konsistente LE-Sprache,
wenn {A | Aist Axiom oder Definition von S} konsistent ist.
(i) Wenn S eine ADS-Sprache ist, dann ist S genau dann eine inkonsistente LE-
Sprache, wenn {A | A ist Axiom oder Definition von S} inkonsistent ist.

Beweisansatz: Sei S eine ADS-Sprache. Nach Theorem (2-25) ist S dann eine LE-Sprache und nach
Theorem (2-24) gilt fiir alle S-Aussagen I':

I' ist genau dann in S beweisbar, wenn {A | A ist Axiom oder Definition von S} T

Nun zu (i): Sei S eine konsistente LE-Sprache. Dann gibt es nach Definition (2-36) kein I', so
dass sowohl I' als auch —I" in S beweisbar sind. Damit gibt es dann aber auch keine S-Aussage

I", so dass
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{A | Aist Axiom oder Definition von 8} —T°

und

{A | Aist Axiom oder Definition von S} = —I".
Nun gilt fiir alle LE-Sprachen S, dass es wenigstens eine S-Aussage A gibt. Sei A nun eine S-
Aussage. Dann gilt

{A | Aist Axiom oder Definition von S} H# A

oder

{A | Aist Axiom oder Definition von S} K =A.

In beiden Fillen gibt es dann eine Aussage B, so dass

{A | Aist Axiom oder Definition von S} # B.
Damit gilt aber (siche D: 5.1.3), dass {A | A ist Axiom oder Definition von S} konsistent ist.
Sei nun {A | A ist Axiom oder Definition von S} konsistent. Dann gibt es keine S-Aussage
T", so dass
{A | Aist Axiom oder Definition von S} T
und
{A | Aist Axiom oder Definition von S} = —I"
und somit auch kein I', so dass sowohl I" als auch —I" in S beweisbar wiren. Damit ist S eine
konsistente LE-Sprache.
Zu (i1): Sei S eine inkonsistente LE-Sprache. Dann ist S keine konsistente LE-Sprache. Dann
gilt mit (i), dass {A | A ist Axiom oder Definition von S} nicht konsistent ist. Sei nun
{A | Aist Axiom oder Definition von S} nicht konsistent. Dann gilt mit (i), dass S keine kon-

sistente LE-Sprache ist und damit eine inkonsistente LE-Sprache ist. m

Nun das angekiindigte Theorem zum Zusammenhang zwischen der Vertraglichkeit der als
Axiom zu setzenden Aussage mit der Menge der bereits axiomatisch oder definitorisch ge-

setzten Aussagen und der Konsistenz-Wahrung:

(2-40) Theorem. Konsistenzmwahrende Erweiterung von ADS-Sprachen um Asxionze

() Wenn S eine ADS-Sprache ist, A, ..., A, S-Aussagen sind und
{A | A ist Axiom oder Definition von S} u {Ai, ..., A,,} konsistent ist, dann ist die

Erweiterung von S um die Axiome Ay, ..., A, eine konsistente LE-Sprache.

(i) Wenn S eine ADS-Sprache ist, S" eine Inventarerweiterung von S um die atomaren

Ausdriicke Py oeey B ist, Ay, e A S'-Aussagen sind und
{A | A ist Axiom oder Definition von S} u {Ai, ..., A,,} konsistent ist, dann ist die

Erweiterung von S' um die Axiome Ay, ..., A,, eine konsistente LE-Sprache.

Beweisansatzz. Zu (i): Sei S eine ADS-Sprache und seien Ay, ..., Am S-Aussagen und sei {A | A

ist Axiom oder Definition von S} U {Ay, ..., Am} konsistent. Sei nun die S* (nach (2-31) ein-
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deutig bestimmte) Erweiterung von S um die Axiome Ay, ..., An. Dann gilt mit Definition

(2-28), dass S* eine ADS-Sprache ist und dass

{A | Aist Axiom oder Definition von $*} = {A | A ist Axiom oder Definition von S}
U {A1, ..., An}.
Also ist S* eine ADS-Sprache und {A | A ist Axiom oder Definition von S*} ist konsistent
und nach Klausel (i) von Theorem (2-39) ist damit S* eine konsistente LE-Sprache.

Zu (ii): Sei S eine ADS-Sprache, S' eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdrii-
cke pi, ..., pn, seien A, ..., Am S'-Aussagen und sei {A | A ist Axiom oder Definition von S}
U {Ai, ..., Am} konsistent. Sei nun $* eine Erweiterung von S' um die Axiome Ay, ..., Am.

Dann gilt mit Definition (2-28), dass S* eine ADS-Sprache ist und aus den Definitionen
(2-8) und (2-28) ergibt sich

{A | Aist Axiom oder Definition von S*}

{A | Aist Axiom oder Definition von S'} U {Ay, ..., An}

{A | Aist Axiom oder Definition von S} u {Aq, ..., An}

Also ist S* eine ADS-Sprache und {A | A ist Axiom oder Definition von S*} ist konsistent

und nach Klausel (i) von Theorem (2-39) ist S* damit eine konsistente LE-Sprache. m

Nun werden Begrifflichkeiten fur die Rede von der Erweiterung einer Sprache um Definitio-

nen bzw. um Definitionen und atomare Ausdriicke eingefiihrt, die sich analog zu den fiir die

Erweiterung um Axiome bzw. Axiome und atomare Ausdriicke etablierten Begrifflichkeiten

verhalten:

(2-41) Definition. Erweiterung um Definitionen

S" ist eine Erweiterung von S um die Definitionen M, ..., A,
gdw
n=1und S, S' sind ADS-Sprachen und
() Fur alle 1, (r,) K gilt: 7 ist genau dann ein (r-stelliger) S-Ausdruck der atomaren
Kategorie K, wenn 1 ein (7-stelliger) S'-Ausdruck der atomaren Kategorie K ist,
(i) Fir alle R gilt: R ist genau dann eine Redehandlungsregel von S, wenn R eine Re-
dehandlungstregel von §' ist,
(iii) Fir alle I' gilt: I" ist genau dann ein Axiom von S, wenn I ein Axiom von S ist,
(iv) A, ..., A, sind Definitionen von S,
(v) Fiir alle I" gilt: T ist genau dann eine Definition von S, wenn I eine von Ay, ..., A,

verschiedene Definition von S" ist.
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Ist §" eine Inventarerweiterung von S um einen n-stelligen Pradikator ®@ und setzt man eine
Aussage I" gemill DP in S' als Definition, dann geht man offenbar von S' zur Erweiterung
von S§' um die Definition I tiber. Dieser Zug ist regelgedeckt und korrekt.

Man beachte aber, dass sowohl DP als auch die spiter gegebenen Regeln DFB und DIB
stets verlangen, dass (genau) eine Definition ausgehend von einer Sprache S in der Inventat-
erweiterung von S um den zu definierenden Ausdruck gesetzt wird. Eine Setzung in der je-

weiligen Ausgangssprache S selbst ist nach DP, DFB und DIB jedoch nzemals korrekt, sie
gefihrdet die Konservativitit der Erweiterung (1 4.2; 5.1).

Es folgen erwartbare Theoreme zu strukturellen Eigenschaften der Erweiterung um Defi-
nitionen sowie zum Verhiltnis zur Erweiterung und hinsichtlich der Héchst-Zahl von Erwei-
terungen um dieselben Definitionen:

(2-42) Theorem. Strukturelle Eigenschaften der Erweiternng um Definitionen
(i) Es gibt kein S, so dass es Ay, ..., A, gibt und S eine Erweiterung von S um die Definiti-

onen Ay, ..., A, ist.

(i) Wenn S* eine Erweiterung von S' um die Definitionen Ay, ..., A, ist und S' eine Erwei-
terung von S um die Definitionen A'y, ..., A', ist, dann ist $* eine Erweiterung von § um
die Definitionen A'y, ..., A, und Ay, ..., A,.

(iliy Wenn S' eine Erweiterung von S um die Definitionen Ay, ..., A, ist, dann ist S keine
Erweiterung von S' um die Definitionen Ay, ..., A,

Beweisansatz: Theorem (2-42) lisst sich analog zu Theorem (2-10) zeigen. m

2-43) Theorem. Erweiterung um Definitionen und Erweiterun
4 4
1) Wenn S' eine Erweiterung von S um die die Definitionen Ay, ..., A, ist, dann ist S' eine
g
Erweiterung von S.
(i) Es gibt S, S, so dass §' eine Erweiterung von S ist und es keine Ay, ..., A, gibt, so dass

S' eine Erweiterung von S um die Definitionen Ay, ..., A, ist.

Beweisansatz: Theorem (2-43) ldsst sich analog zu Theorem (2-11) zeigen. m

(2-44) Theorem. Eindentigkeitstheorem fiir die Erweiterung um Definitionen
Wenn S* eine Erweiterung von S um die Definitionen Ay, ..., A, ist und S" eine Erweite-

rung von S um die Definitionen Ay, ..., A, ist, dann ist $* gleich S

Beweisansatz: Theorem (2-44) lisst sich analog zu Theorem (2-12) zeigen. m

Nun werden Begrifflichkeiten fur die Rede von der Erweiterung einer Sprache um Definitio-

nen und atomare Ausdriicke eingefiihrt:
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(2-45) Definition. Erweiterung um Definitionen und um atomare Ausdriicke

S ist eine Erweiterung von S um die Definitionen Iy, ..., Ny, und die atomaren Ausdriicke .y (der Kate-
gorie Ky und der Stelligkeit 1), ..., un (der Kategorie K, und der Stelligkeit s,)
gdw

m,n = 1und S, S' sind ADS-Sprachen und es gibt ein $*, so dass $* eine Inventarerweite-

rung von S um die atomaren Ausdriicke p; (der Kategorie K und der Stelligkeit s1), ..., p,

(der Kategorie K,, und der Stelligkeit s,,) ist und S' eine Erweiterung von S* um die Defini-

tionen Ay, ..., A, ist.

Ist S' eine Inventarerweiterung von S um einen n-stelligen Pradikator @ und setzt man eine

Aussage I" gemil DP in S als Definition, dann geht man insgesamt von S zur Erweiterung

von S um die Definition T" und den n-stelligen Pridikator @ tber. Es folgen wiederum be-

reits zu erwartende Theoreme zu strukturellen Eigenschaften der Erweiterung um Definitio-

nen und atomare Ausdricke sowie zum Verhiltnis zur Erweiterung und hinsichtlich der

Hochst-Zahl von Erweiterungen um dieselben Definitionen und dieselben atomaren Aus-

dricke:

(2-46) Theorem. Strukturelle Eigenschaften der Erweiterung um Definitionen und atomare Ausdriicke

@

(i)

(iii)

Es gibt kein S, so dass es Ay, ..., Ay, und pi, ..., g, gibt und S eine Erweiterung von S
um die Definitionen Ay, ..., A, und die atomaren Ausdriicke py, ..., py, ist.

Wenn S* eine Erweiterung von S' um die Definitionen Ay, ..., A, und die atomaren
Ausdriicke pi, ..., py, ist und S' eine Erweiterung von S um die Definitionen A', ..., A
und die atomaren Ausdriicke vy, ..., v, ist, dann ist $* eine Erweiterung von S um die
Definitionen A'y, ..., A’y und Ay, ..., A, und die atomaren Ausdriicke vy, ..., v, und py,
T

Wenn S' eine Erweiterung von S um die Definitionen Ay, ..., A, und die atomaren Aus-
driicke p, ..., gy, ist, dann ist S keine Erweiterung von S' um die Definitionen Ay, ..., Ay,

und die atomaren Ausdriicke pi, ..., pp.

Beweisansatz: Theorem (2-406) lisst sich analog zu Theorem (2-33) zeigen. m

(2-47) Theorem Erweiterung um Definitionen und atomare Ausdriicke und Erweiterung

®

(i)

Wenn S' eine Erweiterung von S um die Definitionen Ay, ..., A, und die atomaren Aus-
driicke p, ..., gy ist, dann ist S' eine Erweiterung von S.
Es gibt S, §', so dass §' eine Erweiterung von § ist und es keine Ay, ..., A, und p, ...,

W, gibt, so dass S' eine Erweiterung von S um die Definitionen Ay, ..., A, und die ato-
maren Ausdricke pi, ..., py ist.

Beweisansatz: Theorem (2-47) lisst sich analog zu Theorem (2-34) zeigen. m
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(2-48) Theorem. Eindentigkeitstheorem fiir die Erweiterung um Definitionen und atomare Ansdriicke

Wenn S* eine Erweiterung von S um die Definitionen A, ..., A,, und die atomaren Aus-
dricke pi, ..., gy ist und S' eine Erweiterung von S um die Definitionen Ay, ..., A, und die
atomaren Ausdriicke pi, ..., py ist, dann ist S* gleich S".

Beweisansatz: Theorem (2-48) lisst sich analog zu Theorem (2-35) zeigen. m

Ein Spezialfall der Erweiterung um Definitionen und atomare Ausdriicke ist die Erweiterung
um eine regelgemalle Definition eines atomaren Ausdrucks und diesen Ausdruck selbst. Eine
solche Erweiterung findet mit jeder Setzung einer Definition gemil3 DP statt.

Normalerweise wird beim Aufbau einer Sprache jedoch nicht nur eine Definition gesetzt,
sondern es werden ganze >Definitionsketten< gebildet. Sind nun alle Definitionen gemif3 DP
oder einer anderen der im Folgenden etablierten Definitionsregeln erfolgt, dann steht die
Sprache am Ende der Definitionskette in bestimmten Beziehungen zur Ausgangssprache, so
ist etwa die Endsprache konsistent, wenn die Ausgangssprache konsistent war (1 4.2).

Um solche Beziehungen griffig formulieren zu koénnen, erfasst die folgende Definition da-

her nicht nur die regelgemille Erweiterung um eine Definition und einen atomaren Aus-

druck, sondern auch die Erweiterungsbeziehung, die zwischen zwei Sprachen S und 5* ge-

nau dann besteht, wenn S$* das Ergebnis einer Folge von Erweiterungen von S um mehrere

regelgemilBle Definitionen und die definierten Ausdriicke ist:

(2-49) Definition. Erweiterung um Definitionen und atomare Ausdriicke gemal§ Definitionsregeln
S* ist eine Erweiterung von S um die Definitionen Ay, ..., A, und die atomaren Ausdriicke .y (der Kate-
gorie Ky und der Stelligkeit s1), ..., pn, (der Kategorie K., und der Stelligkeit s,) gemdf§ den Definitionsre-
gl Ry, ..., Rjvon S
gdw
n, 7 = 1 und S, $* sind ADS-Sprachen und S$* ist eine Erweiterung von S um die Definiti-
on Ay, ..., A, und die atomaren Ausdriicke py (der Kategorie Ky und der Stelligkeit sy), ...,
wy, (der Kategorie K, und der Stelligkeit s,,) und
() Ry, ..., R;sind Definitionsregeln von S,
(i) Es gibt eine Folge S, ..., S, von ADS-Sprachen, so dass
a) Sogleich S und §,, gleich S* ist,
b) Furallez (1 <4< n)gilt:
ba) S, ist eine Erweiterung von S;1 um die Definition A; und den
atomaren Ausdruck y; (der Kategorie K; und der Stelligkeit s;) und
bb) es gibt ein S', so dass S' eine Inventarerweiterung von S;.1 um den
atomaren Ausdruck y; (der Kategorie K; und der Stelligkeit s;) ist und
A;in §' gemil eines Ry (1 < k < j) als Definition gesetzt werden darf.
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Erlduternd ist hinzuzufiigen, dass die Definitionsregeln einer LE-Sprache S die Redehand-

lungsregeln von S sind, die die Verwendung des Definitionsperformators regulieren. Das
folgende Theorem bringt eine Vereinfachung firn =1 und 7 = 1:
(2-50) Theorem. Erweiterung um eine Definition und einen atomaren Ausdruck gemdf einer Definitionsregel
S* ist eine Erweiterung von S um die Definition A und den atomaren Ausdruck p gemil3
der Definitionsregel R von S
gdw
S, 5* sind ADS-Sprachen und S* ist eine Erweiterung von S um die Definition A und den
atomaren Ausdruck p und
(i) R ist eine Definitionsregel von S,

(i) Es gibt ein S', so dass ' eine Inventarerweiterung von S um den atomaren Aus-

druck p ist und A in §' gemiB R als Definition gesetzt werden darf.

Beweisansatz: (Links-Rechts-Richtung): Sei S* eine Erweiterung von S um die Definition A und
den atomaren Ausdruck p gemil3 der Definitionsregel R von S. Mit Definition (2-49) gilt

dann, dass S, S* ADS-Sprachen sind und S* eine Erweiterung von S um die Definition A und

den atomaren Ausdruck p ist, R eine Definitionsregel von S ist und es eine Folge So, S1 von
ADS-Sprachen gibt, so dass So = S und S1 = $* und S eine Erweiterung von So um die De-
finition A und den atomaren Ausdruck p ist und es ein S' gibt, so dass S' eine Inventarerwei-

terung von So um den atomaren Ausdruck p ist und A in §' gemil R als Definition gesetzt

werden darf.
Seien nun Sy, Si so wie verlangt. Dann ist So = S und S; = S*. Damit gilt dann insgesamt,

dass S, S* ADS-Sprachen sind und S* eine Erweiterung von S um die Definition A und den

atomaren Ausdruck p ist, R eine Definitionsregel von S ist und es ein S" gibt, so dass S' eine

Inventarerweiterung von S um den atomaren Ausdruck p ist und A in §' gemil3 R als Defini-

tion gesetzt werden darf.

(Recht-Links-Richtung): Seien S, S* ADS-Sprachen und S* eine Erweiterung von S um die De-

finition A und den atomaren Ausdruck p, R eine Definitionstegel von S und gebe es ein S, so
dass §' eine Inventarerweiterung von S um den atomaren Ausdruck p ist und A in §' gemill R
als Definition gesetzt werden darf. Dann gilt mit So = S und S1 = S$*, dass es eine Folge So, S1
von ADS-Sprachen gibt, so dass So = S und S1 = $* und S eine Erweiterung von So um die
Definition A und den atomaren Ausdruck p ist und es ein S' gibt, so dass S eine Inventarer-

weiterung von So um den atomaren Ausdruck p ist und A in ' gemil3 R als Definition ge-

setzt werden darf. Damit gilt dann nach Definition (2-49) insgesamt, dass S* eine Erweiterung
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von S um die Definition A und den atomaren Ausdruck p gemil3 der Definitionsregel R von

Sist. m

Ist S' eine Inventarerweiterung von S um den n-stelligen Pridikator @ und T" eine S'-
Aussage, die die Voraussetzungen des Regelantezedens von DP fir @ erfillt, dann geht man

offenbar mit der definitorischen Setzung von I' in §' von § zur Erweiterung von S um die

Definition I" und den n-stelligen Pradikator @ gemil} der Definitionsregel DP von S tber.

Im Vorgriff auf Kap. 4.2 ist festzuhalten, dass eine solche Erweiterung auf jeden Fall konsis-
tent ist, wenn die Ausgangssprache konsistent ist. Das folgende Theorem besagt, dass regel-
gemifie Erweiterungen um Definitionen und atomare Ausdriicke Erweiterungen um Defini-
tionen und atomare Ausdriicke sind:
(2-51) Theorem. Erweiterung um Definitionen und atomare Ausdriicke gemaf§ Definitionsregeln und Erveiterung
um Definitionen und atomare Ausdriicke

Wenn $* eine Erweiterung von S um Definitionen Ay, ..., A, und atomare Ausdriicke i,

.-+ tn gemiB Definitionsregeln Ry, ..., R; von § ist, dann ist $* eine Erweiterung von S

um die Definitionen Ay, ..., A, und die atomatren Ausdricke i, ..., pn.

Beweisansatz: Exgibt sich direkt aus Definition (2-49). m

Damit und mit den einschligigen Definitionen ergeben sich die folgenden, ohne Beweisan-
satz notierten Theoreme zu strukturellen Eigenschaften der regelgemifen Erweiterung um
Definitionen, zum Verhiltnis zur Erweiterung sowie zur Hochstzahl von regelgemal3en Er-

weiterungen um dieselben Definitionen und dieselben atomaren Ausdriicke:

(2-52) Theorem. Strukturelle Eigenschaften der Erweiterung um Definitionen und atomare Ausdriicke gemaf§

Definitionsregeln

(i) Esgibtkein S, so dass es Ay, ..., Ayund o, ..., ppund Ry, ..., R; gibt und S eine Erwei-
terung von S um die Definitionen Ay, ..., A, und die atomaren Ausdriicke pi, ..., pn
gemil den Definitionsregeln Ry, ..., Rjvon § ist.

(i) Wenn S* eine Erweiterung von S' um die Definitionen Ay, ..., A, und die atomaren
Ausdriicke p, ..., py, gemiB den Definitionsregeln Ry, ..., R; von §' ist und S' eine Et-
weiterung von S um die Definitionen A"y, ..., A", und die atomaren Ausdriicke vy, ..., v,
gemiB den Definitionsregeln R's, ..., R';, von S ist,
dann ist $* eine Erweiterung von S um die Definitionen A"y, ..., A, und Ay, ..., A, und
die atomaren Ausdriicke vy, ..., v, und pi, ..., g, gemidB den Definitionsregeln R's, ...,
R, und Ry, ..., R;von S.

(iliy Wenn S' eine Erweiterung von S um die Definitionen Ay, ..., A, und die atomaren Aus-
driicke pi, ..., pp gemil den Definitionsregeln Ry, ..., Rj von § ist, dann ist S keine
Erweiterung von S' um die Definitionen Ay, ..., A, und die atomaren Ausdriicke pi, ...,

w, gemil den Definitionsregeln Ry, ..., R von S.
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Die Erweiterung um Definitionen und atomare Ausdricke gemil3 Definitionsregeln verhalt

sich in erwartbarer Weise zur Erweiterung:

(2-53) Theorem. Ernweiterung um Definitionen und atomare Ausdriicke gemaf§ Definitionsregeln und Erweiterung
() Wenn S' eine Erweiterung von S um die Definitionen Ay, ..., A, und die atomaren Aus-
driicke p, ..., py gemil den Definitionsregeln Ry, ..., R; von § ist, dann ist S' eine Er-

weiterung von S.
(i) Esgibt S, S, so dass S' eine Erweiterung von S ist und es keine Ay, ..., A, und p, ..., gy
und Ry, ..., R gibt, so dass S' eine Erweiterung von S um die Definitionen Ay, ..., A,

und die atomaren Ausdriicke pi, ..., p, gemil den Definitionsregeln Ry, ..., R; von S ist.

Das folgende Theorem besagt, dass es hochstens eine regelgemille Erweiterung einer Spra-

che um dieselben Definitionen und dieselben atomaren Ausdriicke gibt.

(2-54) Theorem. Eindentigkeitstheorem fiir die Erweiternung um Definitionen und atomare Ausdriicke gemalf§
Definitionsregeln
Wenn S* eine Erweiterung von S um die Definitionen Ay, ..., A, und die atomaren Aus-
driicke w1, ..., g, gemiB den Definitionsregeln Ry, ..., Rj von § ist und S' eine Erweite-
rung von S um die Definitionen Ay, ..., A, und die atomaren Ausdriicke pi, ..., g, gemil
den Definitionsregeln Ry, ..., R; von S ist, dann ist $* gleich §".

In Kap. 3 werden die hier definierten Erweiterungsformen exemplifiziert, indem durch

schrittweise Erweiterung von 1" eine Verwandtschaftssprache entwickelt wird.
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2.3 Erste Setzungen und Definitionen

Das regelgemille Definieren gemil3 DP, DFB oder DIB ist eine relativ risikofreie Form der
Ausdruckseinfihrung: Definiert man einen Pridikator gemil3 DP, einen Funktor gemil3
DFB oder eine Individuenkonstante gemif3 DIB, dann ist die Erweiterung der Ausgangs-
sprache um die Definition und den definierten Ausdruck gemil3 der jeweils einschligigen
Definitionsregel eine definitorische Erweiterung der Ausgangssprache. Damit ist insbesonde-
re sichergestellt, dass die erweiterte Sprache nicht durch die Erweiterung inkonsistent wird (1
4.3).

Allerdings braucht das Definieren einen Anfang: Jede (regelgemifle) Definition greift auf
schon eingeftihrte Ausdriicke zurtick. Offensichtlich muss es in (regelgemal3en) >Definitions-
kettenc also einen Anfangsbestand an Ausdricken geben, die ihrerseits nicht selber definiert
sind. Diesen Anfangsbestand bilden die so genannten Grundausdriicke, die zur Definition
weiterer Ausdriicke dienen. Genauer soll fiir LE-Sprachen festgelegt werden:

(2-55) Definition. Grundansdruck
w ést ein Grundansdruck von S
gdw
S ist eine LE-Sprache und p ist eine S-Individuenkonstante oder p ist ein S-Funktor oder p

ist ein S-Pridikator und es gibt keine S', $* und A, so dass S* eine Erweiterung von S' um

die Definition A und den atomaren Ausdruck p ist und S eine Erweiterung von S* ist.

Ist § eine LE-Sprache, dann sind nach der Definition genau die S-Individuenkonstanten, S-

Funktoren und S-Pridikatoren Grundausdriicke von S, die in S nicht durch eine Definition

eingefiihrt sind.

Diese Charakterisierung macht bereits deutlich, dass bei der nicht-sprachrelativierten Rede
von Grundausdriicken (oder Grundbegriffen) eine gewisse Skepsis angezeigt ist. Zu fragen
ist namlich immer, in welcher Sprache der jeweils als (undefinierbarer) Grundausdruck aus-
gezeichnete Ausdruck denn ein Grundausdruck sein soll: Unter den Pridikatoren, Funktoren
und Individuenkonstanten gibt es keinen Hochadel der absoluten Grundausdriicke, sondern
die Grundausdriicke einer Sprache sind einfach diejenigen Ausdriicke in einer Sprache, die in
dieser Sprache herangezogen werden, um andere Ausdriicke zu definieren, aber selbst nicht
definiert werden.

Im Folgenden wird deutlich werden, dass Sprachen mit identischer Grammatik, in denen
dieselben Aussagen beweisbar sind, im Ausgang von verschiedenen Grundausdriicken auf-

gebaut werden konnen, wobei Grundausdriicke der einen Sprache definierte Ausdriicke einer
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anderen Sprache sind (man vergleiche dazu die Verwandtschaftssprache V in Kap. 3 mit der
in Kap. 5.2. entwickelten Sprache und die Sprachen G* und W' in Ubung 2.5).

Eine gewisse Sonderstellung nimmt dabei allerdings der Identititspridikator ein, der in al-
len betrachteten Sprachen nicht durch Definition eingefiihrt und somit in allen betrachteten
Sprachen ein Grundausdruck ist. Allerdings ist auch der Identititspridikator kein absolut
undefinierbarer Ausdruck: Entfernt man etwa aus der Performatorik von L." die Regeln 1E

und IB und erweitert das Inventar der resultierenden Sprache um endlich viele Pridikatoren,

dann lisst sich der Identititspridikator in der daraus resultierenden Sprache S so definieren,
dass fiir alle geschlossenen S-Terme 6, 0, gilt: 0, = 0, ist genau dann in S beweisbar, wenn
fiir alle hochstens in der Variablen £ offenen S-Formeln A gilt, dass [0,, & A] <> [6,, &, A] in

S beweisbar ist. Des Weiteren lisst sich der Identititspradikator in Sprachen zweiter Stufe

material addquat definieren.

Die Grundausdriicke selbst kénnen nun nicht tiber Definitionen eingefiihrt werden, son-
dern sie missen tiber die Setzung von Redehandlungsregeln oder tiber axiomatische Setzun-
gen eingefthrt werden. Ein Beispiel fur den ersten Fall liefert wiederum der in LE-Sprachen
tber die Regeln IE und IB eingefithrte Identititspradikator.

Fir — in unserem Rahmen —>gewohnliche< Individuenkonstanten, Funktoren und Pradika-
toren ist jedoch — soweit moglich — der Maxime der Bordmittel zu folgen, d.h. Grundausdri-
cke sind durch axiomatische Setzungen einzufiihren. Dabei werden die Grundausdriicke in
die jeweilige Sprache eingefiihrt, indem eine Ausgangssprache schrittweise um Axiome und
die entsprechenden Ausdriicke erweitert wird (wobei allerdings im hier nicht weiter betrach-
teten Fall, dass Ausdriicke mit empirisch-synthetischen und analytisch-strukturellen Bedeu-
tungsanteilen versorgt werden sollen, metasprachliche Konstatierungsregeln ##d axiomatische
Setzungen einschliagig werden (1 1)).

Durch axiomatische Setzungen werden aber nicht nur Grundausdriicke bereitgestellt, son-
dern es wird auch ein Anfang fir das Beweisen von Aussagen, die nicht logisch-wahr sind,
geschaffen. Wie beim (regelgemillen) Definieren, so gibt es auch beim Beweisen solcher
Aussagen ein Anfangsproblem: In jedem Beweis fiir eine Aussage, die nicht logisch-wahr ist,
muss eine Aussage, die auch nicht logisch-wahr ist, angezogen werden. Auch das Beweisen
logisch-indeterminierter Aussagen muss dabei mit Aussagen beginnen, die nicht ihrerseits
erst bewiesen werden mussen, so die Beweisfuhrung zirkelfrei sein soll.

Den Anfang fiir das Beweisen solcher Aussagen liefern nun ebenfalls die axiomatisch ge-

setzten Aussagen, denn diese diirfen in Beweisen angezogen werden und erlauben so den
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Bewetis erster logisch-indeterminierter Aussagen. Mit der Setzung von Axiomen wird also das
Anfangsproblem fur das Definieren und das Anfangsproblem fiur das Beweisen logisch-
indeterminierter Aussagen auf einen Schlag¢ gel6st.

Die Setzung von Axiomen ist allerdings keine leichthin zu unternehmende Sache, denn ei-
ne nicht-konservative Spracherweiterung — wie sie mit axiomatischen Setzungen ja gerade
angestrebt wird — birgt immer das Risiko, dass die erweiterte Sprache durch die Erweiterung
inkonsistent wird. Daher wird man bei axiomatischen Setzungen bemtht sein, einen Konsis-
tenznachweis zu erbringen. Fernerhin ist die Setzung von Axiomen mit Hinsicht auf die ma-
terialen Redezwecke, die mit der jeweiligen Sprache verfolgt werden sollen, zu rechtfertigen:
Die Setzung von Axiomen unterliegt wie alle Einfihrungsformen den Prinzipien der forma-
len Korrektheit und der materialen Adaquatheit und ist also mitnichten eine Angelegenheit
freihdndiger Beliebigkeit! Dabei ist die formale Korrektheit u.a. zu prifen, indem untersucht
wird, ob die jeweils einschlagigen Standards erfullt sind; fur ADS-Sprachen etwa ist zu pri-
fen, ob gemill der entsprechenden Regeln verfahren wurde. Demgegentiber sind Axiome
(und Definitionen) hinsichtlich ihrer materialen Addquatheit zu rechtfertigen, indem dafiir
argumentiert wird — oder zumindest plausibilisiert wird —, dass sich mit ihnen die jeweils ver-

folgten Redezwecke erfolgreich und ohne unerwiinschte »)Nebenwirkungen< verfolgen lassen.
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2.4 Materiale Adagquatheit

(Ubnngskapitel)

Im Folgenden sollen Sie Entscheidungen zur materialen Adiquatheit bestimmter axiomati-
scher und definitorischer Setzungen fillen und begriinden. Vorbereitend werden einige ele-
mentare Begrifflichkeiten der Ordnungs- und Relationstheorie fir Sprachen (im Sinne von

Explizitsprachen) bereitgestellt:

(2-56) Definition. Reflexiver Pridikator
D ist ein reflexciver Pridikator in S
gdw
S ist eine Sprache, @ ist ein zweistelliger S-Pridikator und die Aussage
Az D(z, x)
istin S beweisbar.

Beispiel: In allen tblichen Sprachen ist der Identititspradikator ein reflexiver Priadikator. In
tblichen arithmetischen Sprachen ist der Pridikator '.. = .." ein reflexiver Pridikator. Dage-

gen ist der Pradikator '.. > .."in tblichen arithmetischen Sprachen kein reflexiver Pradikator.

(2-57) Definition. Irreflexciver Pridikator
D ist ein irreflexiver Préiidikator in S
adw
S ist eine Sprache, @ ist ein zweistelliger S-Pridikator und die Aussage
—Vz O(z, 1)
istin S beweisbat.

Beispiel: In iiblichen arithmetischen Sprachen ist .. > .." ein irreflexiver Pridikator.

(2-58) Definition. Transitiver Pridikator
D ist ein transitiver Préiidikator in S
adw
S ist eine Sprache, @ ist ein zweistelliger S-Pridikator und die Aussage
Az AyAz(D(z, y) A D(y, 2) — D(x, 2))

ist in S beweisbar.

Beispiel: In allen Gblichen Sprachen ist der Identititspridikator ein transitiver Pradikator. In

ublichen arithmetischen Sprachen sind '.. = ..' und '.. > .. transitive Pradikatoren.
p

(2-59) Definition. Symmetrischer Pridikator
D ist ein symmetyischer Priidifator in S
gdw
S ist eine Sprache, @ ist ein zweistelliger S-Pridikator und die Aussage
Nshy(@(z, 3) — D(y, 2)

ist in S beweisbar.
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Beispiel: In allen tblichen Sprachen ist der Identititspridikator ein symmetrischer Pridikator.
Dagegen sind '.. = ..' und ".. > .." in Gblichen arithmetischen Sprachen keine symmetrischen

Priadikatoren.

(2-60) Definition. Asymmetrischer Pradikator
D ist ein asymmetrischer Pridikator in S
gdw
S ist eine Sprache, @ ist ein zweistelliger S-Pridikator und die Aussage
Aahy(@(x, y) — ~D(y, @)

ist in S beweisbar.

Beispiel: In tblichen arithmetischen Sprachen ist .. > .." ein asymmetrischer Pradikator.
p p y

(2-61) Definition. Bezigliche eines Pridikators antisymmetrischer Préidikator
D st ein beiiglich VY antisymmetrischer Pridikator in S
gdw
S ist eine Sprache, @ und ¥ sind zweistellige S-Pridikatoren und die Aussage
Aahy(@(z, y) A Dy, 1) V(a, 1))

ist in S beweisbar.

Beispiel: In tblichen arithmetischen Sprachen ist .. = .." ein beztglich des Identititspradika-

tors antisymmetrischer Pradikator.

(2-62) Definition. Antisymmetrischer Pridikator
D ist ein antisymmetrischer Pridikator in S
gdw

® ist ein beziiglich '.. = .." antisymmetrischer Pridikator in S.

Beispiel: In Giblichen arithmetischen Sprachen ist '.. = .." ein antisymmetrischer Pradikator.

(2-63) Definition. Konverser Pradikator
D ist ein zuV konverser Pridikator in S
gdw
S ist eine Sprache, ® und W sind zweistellige S-Pridikatoren und die Aussage
Aahy(@(a, y) (g, 2))

ist in S beweisbar.

Beispiel: In tiblichen arithmetischen Sprachen ist '.. > .." ein zu .. < .." konverser Pradikator.

(2-64) Definition. Beziiglich eines Préiidikators konnexer Prédikator
D st ein P-konnexer Priidikator in S
gdw
S ist eine Sprache, @ und ¥ sind zweistellige S-Pridikatoren und die Aussage
NNy @ (x, y) v W (x, ) v Py, 7))

ist in S beweisbar.
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Beispiel: In Giblichen arithmetischen Sprachen sind .. = .." und ".. > .." beziiglich des Identi-

tatspradikators konnexe Pridikatoren.

(2-65) Definition. Konnexer Prédikator
D ist ein konnexer Pridikator in S
gdw
@ ist ein beziiglich '.. = .. konnexer Pridikator in S.

Beispiel: In iiblichen arithmetischen Sprachen sind '.. = .."und ".. > .." konnexe Pridikatoren.

(2-66) Definition. Beziglich eines Pridikators extensionaler Pridikator
D ist ein V-extensionaler Priidikator in S
adw
S ist eine Sprache, ® und W sind zweistellige S-Pridikatoren und die Aussage
AxAyAulv(@(z, y) A P(z, u) A P(y, v)— D(u, v))
istin S beweisbat.
Beispiel: In tblichen Sprachen sind alle zweistelligen Pradikatoren beztglich des Identitits-

pradikators extensionale Pridikatoren. Insbesondere sind in tblichen arithmetischen Spra-

chen'. = .'und .. > .."' bezliglich des Identititspridikators extensionale Pridikatoren.

Ubung 2.1

G sei die Inventarerweiterung von L* um die zweistelligen Pradikatoren
'eleichschwer(.., ..)" und 'schwerer(.., ..)'. G soll nun um Axiome erweitert werden, die die
Verwendung von 'gleichschwer(.., ..)' und 'schwerer(.., ..)' regulieren. Sollte in der entspre-
chenden Erweiterung gelten, dass
@® 'gleichschwer(.., ..)' reflexiv, symmetrisch und transitiv,
'schwerer(.., ..)" irreflexiv und transitiv (und damit asymmetrisch),

'schweret(.., ..)' 'gleichschwet(.., ..)"-konnex und

'schwerer(.., ..)' 'gleichschwer(.., ..)"-extensional ist,

oder sollte gelten, dass

@ 'gleichschwer(., ..)' reflexiv, symmetrisch und transitiv,
'schweret(.., ..)" irreflexiv und transitiv (und damit asymmetrisch),
'schweret(.., ..)' konnex und

'schweret(.., ..)' 'gleichschwet(.., ..)"-extensional ist?

Entscheiden Sie sich und motivieren Sie ihre Entscheidung.

Ubung 2.2

G* sei die Erweiterung von G um die Axiome:
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Az gleichschwer(z, ),

AzNy(gleichschwer(z, y) — gleichschwer(y, ),

AxAyAz(gleichschwer(z, y) A gleichschwer(y, 2) — gleichschwer(z, 2)),

—Vzx schwerer(z, ),

AzxAyNz(schwerer(z, ) A schwerer(y, 2) — schwerer(z, 2)),

AzNy(schwerer(x, y) v gleichschwer(z, 4) v schwerer(y, ),

AzAyAulv(schwerer(z, y) A gleichschwer(z, ©) A gleichschwer(y, v)— schwerer(u, v)).

G sei die Erweiterung von G um die Axiome:

Az gleichschwer(z, ),

AzNy(gleichschwer(z, y) — gleichschwer(y, ),

AxAyAz(gleichschwer(z, y) A gleichschwer(y, 2) — gleichschwer(z, 2)),

—Vzx schwerer(z, z),

AxAyAz(schwerer(z, ) A schwerer(y, 2) — schwerer(z, 2)),

AzxAy(schwerer(z, y) v & = y Vv schweret(y, 1)),

AzAyNulv(schwerer(z, y) A gleichschwer(z, ©) A gleichschwer(y, v)— schwerer(u, v)).

Wiahlen Sie die Erweiterung aus, in der die axiomatischen Setzungen Ihrer Ansicht nach ma-
terial addquat sind, und begriinden Sie Ihre Entscheidung unter Rickgriff auf Thre Antwort
zu Ubung 2.1.

Ubung 2.3

W sei die Inventarerweiterung von L* um die zweistelligen Pridikatoren
'aleichschwer(.., ..)' und 'wenigstens-so-schwer-wie(.., ..)'. W soll nun um Axiome erweitert
werden, die die Verwendung von 'eleichschwer(.., ..)' und
'wenigstens-so-schwer-wie(.., ..)' regulieren. Sollte in der entsprechenden Erweiterung gelten,

dass

@® 'gleichschwer(.., ..)" reflexiv, symmetrisch und transitiv,
'wenigstens-so-schwer-wie(.., ..)" reflexiv und transitiv,
'wenigstens-so-schwer-wie(.., ..)' beztglich 'gleichschwer(.., ..)' antisymmetrisch,
'wenigstens-so-schwer-wie(.., ..)' 'gleichschwer(.., ..)-konnex und

'wenigstens-so-schwet-wie(.., ..)' 'gleichschwer(.., ..)'-extensional ist,

oder sollte gelten, dass

@ 'gleichschwer(., ..)' reflexiv, symmetrisch und transitiv,
'wenigstens-so-schwer-wie(.., ..)' reflexiv, symmetrisch und transitiv,
'wenigstens-so-schwer-wie(.., ..)' 'gleichschwet(.., ..)-konnex und

'wenigstens-so-schwer-wie(.., ..)' 'gleichschwet(.., ..)"-extensional ist?

Entscheiden Sie sich und motivieren Sie ihre Entscheidung.
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Ubung 2.4
W* sei die Erweiterung von W um die Axiome:

Az gleichschwer(z, ),
AzAy(gleichschwer(x, y) — gleichschwer(y, ),
AzAyNz(gleichschwer(x, y) A gleichschwer(y, 2) — gleichschwer(z, 2)),
Az wenigstens-so-schwer-wie(z, ),
AzxAyA\z(wenigstens-so-schwer-wie(, §) A wenigstens-so-schwer-wie(y, 2)
— wenigstens-so-schwer-wie(z, 2)),
AzAy(wenigstens-so-schwer-wie(z, §) A wenigstens-so-schwer-wie(y, )
— gleichschwer(z, 1)),
AzAy(wenigstens-so-schwer-wie(z, ¥)
v
gleichschwer(z, y)
v
wenigstens-so-schwer-wie(y, 1)),
AzAyAuMv(wenigstens-so-schwer-wie(z, 3) A gleichschwer(z, ) A gleichschwer(y, v)

— wenigstens-so-schwer-wie(u, v)).
W* sei die Erweiterung von W um die Axiome

Az gleichschwer(z, z),
AxAy(gleichschwer(z, 3j) — gleichschwer(y, 7)),
AzAyAz(gleichschwer(z, y) A gleichschwer(y, 2) — gleichschwer(z, 2)),
Az wenigstens-so-schwer-wie(z, ),
AzAy(wenigstens-so-schwer-wie(z, §) — wenigstens-so-schwer-wie(y, 1)),
AxAyA\z(wenigstens-so-schwer-wie(, §) A wenigstens-so-schwer-wie(y, 2)
— wenigstens-so-schwer-wie(z, 2)),

AzA\y(wenigstens-so-schwer-wie(z, )

v

gleichschwer(z, v)

v

wenigstens-so-schwer-wie(y, )),
Az AyAulv(wenigstens-so-schwer-wie(z, 4) A gleichschwer(x, u) A gleichschwer(y, v)

— wenigstens-so-schwer-wie(u, v)).

Wihlen Sie die Erweiterung aus, in der die axiomatischen Setzungen Ihrer Ansicht nach ma-
terial addquat sind und begriinden Sie Thre Entscheidung unter Riickgriff auf Thre Antwort

zu Ubung 2.3.

Ubung 2.5

a) G sei die Erweiterung von G* um die Definition:

AxA\y(wenigstens-so-schwer-wie(z, 3) <> schwerer(z, 3)) v gleichschwer(z, v))
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und den Pridikator 'wenigstens-so-schwer-wie(.., ..)'. G ist eine konsistente ADS-Sprache, in
der alle Axiome von W* beweisbar sind. Entscheiden Sie, ob Sie die Erweiterung fiir material
adiaquat halten und begriinden Sie Thre Entscheidung unter Ruckgriff auf Ihre Antwort zu
Ubung 2.4.

b) W' sei die Erweiterung von W* um die Definition:

AxAy(schwerer(z, y) <> wenigstens-so-schwer-wie(z, 3) A —gleichschwer(z, )

und den Pridikator 'schwerer(.., ..). W' ist eine konsistente ADS-Sprache, in der alle Axiome
von G* beweisbar sind. Entscheiden Sie, ob Sie die Erweiterung fir material adiquat halten

und begriinden Sie Thre Entscheidung unter Riickgriff auf Thre Antwort zu Ubung 2.2.

Ubung 2.6

Informieren Sie sich iiber das so genannte Miinchhausen-Trilemma. Diskutieren Sie, inwie-
weit es gerechtfertigt erscheint, die Setzung von Axiomen als "dogmatischen Abbruch" zu

bezeichnen.
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Ausgehend von L* wird nun durch Anwendung der Regeln AS1, AS2 und DP die Ver-
wandtschaftssprache V entwickelt, in der unter anderem korrekte Formalisierungen der in
Ubung 1.3 zu formalisierenden Aussagen beweisbar sein sollen. Dazu wird zunichst durch
axiomatische Setzungen die axiomatische Basis von V aufgebaut (3.1), welche sodann durch
definitorische Setzungen ausgebaut wird (3.2). Ziel ist es, sich mit dem axiomatischen Setzen
und dem Definieren vertraut zu machen und das zielgerichtete Anzichen von Axiomen und

Definitionen einzuiiben.

3.1 Der Aufbau der axiomatischen Basis

Allererst wird die axiomatischen Basis von V aufgebaut. Dazu wird zunichst das Inventar
von L* um den zweistelligen Pridikator 'Elter-von(.., ..)" und den ecinstelligen Pradikator
'weiblich(..), die materialen Grundpridikatoren von V, erweitert. Das Resultat dieser Erwei-
terung, die Inventarerweiterung von L* um den zweistelligen Pridikator
'Elter-von(.., ..)" und den einstelligen Pridikator 'weiblich(..)', wird mit 'V bezeichnet.

Erstes Axiom soll die Aussage

311, Az(Vy(Elter-von(y, z) A weiblich(y)) A Vz(Elter-von(z, ) A —weiblich(2))),

eine Formalisierung von a) aus Ubung 1.3, sein. [3.1], ist eine parameterfreie Aussage. So-
dann ist {[3.1],}, die Einermenge von [3.1],, ersichtlich nicht oberflicheninkonsistent. Nun
gilt:

{A | A ist Axiom oder Definition von L*} =0
und somit ist auch

{A | Aist Axiom oder Definition von L*} u {[3.1],}

nicht oberflicheninkonsistent, denn es gilt:
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{A | A ist Axiom oder Definition von L*} U {[3.1],} =
0 U {311} =
{3114}
Tatsichlich gilt, da {[3.1],} nicht nur nicht oberflicheninkonsistent, sondern konsistent ist,

auch, dass {A | A ist Axiom oder Definition von L*} u {[3.1],} konsistent ist. Ferner gilt:

0t [3.1],

und damit auch

{A | Aist Axiom oder Definition von L*} t [3.1],.

Somit darf [3.1], nicht nur nach AS2 in V,, als Axiom gesetzt werden, sondern die Setzung ist

auch weder konsistenzgefihrdend noch uberflissig:

[3.1] AXIOM  Az(Vy(Elter-von(y, z) A weiblich(y)) A Vz(Elter-von(z, ) A —weiblich(2)))

Damit ist die Erweiterung von L* um die axiomatisch gesetzte Aussage und die beiden neuen
Pridikatoren erreicht. Diese Erweiterung wird mit 'V,' bezeichnet. In V, sind die Redehand-

lungsméglichkeiten gegentiber L* schon erheblich erweitert, so kann man etwa die Aussage
AzxVyVz(Blter-von(y, x) A Elter-von(z, ) A —y = 2)
in V, beweisen. Andererseits ist in V, etwa die Formalisierung der Aussage

Jeder hat héchstens zwei Eltern

noch nicht beweisbar.

Nun wird die axiomatische Basis weiter verstirkt, indem V, sukzessive unter Anwendung
von AST um weitere Axiome erweitern wird. Dabei sind jeweils nicht nur (i) die beiden Be-
dingungen des Regelantezedens erfillt, sondern es gilt dabei jeweils auch, dass (ii) die Einer-
menge der axiomatisch gesetzten Aussage jeweils mit der Menge der bereits axiomatisch (und
somit — da jeweils keine Definitionen gesetzt sind — der Menge der axiomatisch und definito-
risch) gesetzten Aussagen vertrdglich ist und (iii) die axiomatisch gesetzte Aussage jeweils
keine Konsequenz der Menge der bereits axiomatisch gesetzten Aussagen ist.

Zunichst wird mit der Setzung

[3.2] AXIOM AzAyAzAv(Elter-von(y, z) A Elter-von(z, ) A Elter-von(v, )

—

Y=ZVY=0UVZ=1),

bei der eine Formalisierung von b) aus Ubung 1.3 in V, als Axiom gesetzt wird, zu V,, der

Erweiterung von V, um das gesetzte Axiom, tibergegangen. Von V, wird durch die Setzung
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[3.3] AXIOM AzAy(Elter-von(z, y) — —Elter-von(y, 1)),

bei der eine Formalisierung von c) aus Ubung 1.3 in V, als Axiom gesetzt wird, zu Vs, der
Erweiterung von V, um das gesetzte Axiom tibergegangen.

Damit sind die Grundpridikatoren der Verwandtschaftssprache V eingefithrt. Sieht man
vom logischen Operator '.. = .." ab, so sind dies 'Elter-von(.., ..)" und 'weiblich(..)". Alle weite-
ren Pridikatoren werden nun unter Ruckgriff auf diese durch Definitionen eingefithrt. Zu
Veranschaulichungszwecken werden nun noch drei Individuenkonstanten durch axiomati-
sche Setzungen eingefiihrt, wozu zunichst das Inventar von V; um die Individuenkonstanten
1" (lies "Inge"), 'h" (lies "Hans") und 'o' (lies "Otto") erweitert wird, womit zu V,, der Inven-

'

tarerweiterung von V; um die Individuenkonstanten ', 'h' und 'o', tibergegangen wird.

Die Aussage
[3.4],  —weiblich(o) A (Elter-von(i, o) A weiblich(i)) A (Elter-von(h, o) A —weiblich(h))

ist eine parameterfreie Aussage, die wiederum nicht nur gemal3 AS2 in V, als Axiom gesetzt
werden darf, sondern tiberdies mit der Menge der in V; gesetzten Axiome vertriglich ist und
nicht aus dieser folgt. Es erfolgt die Setzung
[34] AXIOM —weiblich(o)

A

(Elter-von(i, o) A weiblich(i))

A

(Eltet-von(h, o) A —=weiblich(h))
mit der zu V;, der Erweiterung von V; um das gesetzte Axiom und die drei Individuenkons-

tanten Ubergegangen wird.

Ubung 3.1

Beachten Sie bei dieser und den folgenden Beweisaufgaben, dass Beweise in Erweiterungen
von L* zu erstellen sind. Sie konnen also auch ANZ2, ZR1, ZR2 und ZR3 anwenden.

a) Beweisen Sie folgende Aussagen in V:

& AzVyVz(Elter-von(y, ) A Elter-von(z, ) A =y = 2)
@ AzVy((Elter-von(y, z) A weiblich(z)) v (Elter-von(y, ) A —weiblich(z)))

b) Beweisen Sie folgende Aussagen in V,:
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®  AzAyAz((Elter-von(z, y) A —weiblich(z)) A (Elter-von(z, ) A —weiblich(2)) — z = 2)

@  AzVyVz(Elter-von(y, x) A Elter-von(z, z)
A
Av(Elter-von(v, 1) > V=YV U=2) A=V =Y A V= 2)))

c) Beweisen Sie folgende Aussage in Vi

—Vz Elter-von(z, )

d) Beweisen Sie in V:

®  Az(Elter-von(z,0) >z =iv x = h)
@  Az(Elter-von(z, 0) A weiblich(z) — z = i)
@  Ax(Elter-von(x, o) A —weiblich(z) — = = h)

e) Geben Sie zunichst direkte gebrauchssprachliche Formulierungen der bewiesenen Aus-
sagen an und suchen Sie sodann nach intuitiv dquivalenten gebrauchssprachlichen Aussagen,

die im Deutschen das Gleiche — aber wenn mdglich kirzer und eingingiger — sagen.

Ubung 3.2 (nach Absolvierung von D: 5.2.1 zu bearbeiten)
Zeigen Sie:

a) {[3.1],} ist konsistent und @ H [3.1],.
b) {[3.

<) {[3.
d) {[3.

|
1] [3-2],,} ist konsistent und {[3.1],} F [3.2],

1, [3-2]4, [3-3]4} ist konsistent und {[3.1],, [3. Z]A,} H [3.3],.

s [3:2] 45 [3-3] 4, [3-4]4} ist konsistent und {[3.1],, [3-2],, [3-3]4} F* [3-4]4-
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3.2 Der Ausbau der axiomatischen Basis

Offenbar zeichnen sich Beweise und Aussagen in V; durch eine relativ hohe Uniiber-
sichtlichkeit aus. Ferner vermisst man in V; die gewohnten Redemittel, um bestimmte Ver-
wandtschaftsverhiltnisse und Beziehungen zwischen diesen auszuzeichnen. Diese kénnen in
V; zwar »grundsitzlichc ausgedriickt werden, aber eben oft nur sehr miihselig. Besonders
deutlich wird dies, wenn man versucht, gebrauchssprachliche Aussagen tber Ver-
wandtschaftsverhiltnisse in V; zu tibertragen.

So miisste man, um auszudriicken, dass jeder Kind von genau einer Mutter und genau ei-
nem Vater ist, wobei letztere voneinander verschieden sind, eine Aussage wie

AxVyVz((Elter-von(y, ) A weiblich(y) A Av(Elter-von(v, ) A weiblich(v) — v = 1))

A

(Elter-von(z, ) A —weiblich(2) A Aw(Elter-von(w, ) A —weiblich(w) — w = 2))

A

-y =72
wihlen. Um bequemere und eingingigere Ausdrucksmoglichkeiten bereit zu stellen, werden
nun ausgehend von V; schrittweise Erweiterungen um Definitionen und Pridikatoren gemil3
DP vorgenommen.

Diese Erweiterungen lassen sich immer nach dem folgenden Muster durchfiibren: Zuerst ist die Gestalt
und die Stellenzahl n des Definiendums, also des zu definierenden Pridikators @, anzuge-
ben. Damit ist auch die Inventarerweiterung der Ausgangssprache um ® bestimmt. Sodann
ist der n-stellige Pridikator @ auf n paarweise verschiedene Variablen &, ..., &, anzuwenden;

das Ergebnis ist die atomare Definiendumformel

OE,..., &).

Dann ist zu Gberlegen, wie der Pridikator definiert werden soll, d.h., es ist zu Gbetlegen, was
mit ihm gesagt werden soll, d.h., wie seine korrekte Verwendung aussehen soll. Dementspre-
chend ist dann die Definiensformel A fiir das rechte Bisubjunkt zu wihlen. Dabei ist zu be-
achten, dass in A héchstens die Variablen &,,..., &, frei sein durfen, dass A eine Formel der
jeweiligen Ausgangssprache sein muss (dies ist gegeben, wenn alle atomaren Teilausdriicke
von A bereits Ausdriicke der Ausgangssprache sind) und dass in A kein Parameter Teilterm
sein darf.

Sodann ist der Kandidat fur die Definitionsaussage I" zu bilden. Dazu wird zunichst die

Definitionsformel, also die Bisubjunktion aus @(&,,..., ;) und A,
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DE,..., &) < A,

gebildet. Auf diese wird dann der &,-bindende Universalquantor NE, angewandt. Fur den Fall,

dass n = 1, ist die entstehende Quantorformel
Ne(@E) < B)
bereits die Definitionsaussage I'. Falls n > 1, wird im ndchsten Schritt der &, ,-bindende Uni-

versalquantor AZ, , auf A&, (DE,,..., &) < A) angewandt. Dieses Vorgehen wird ggf. fiir alle

verbleibenden Variablen durchgefihrt, bis die Universalquantifikation

Néi. NE(D(E,..., ) < D),
welche gerade die Definitionsaussage/Definition I ist, erreicht ist.

AnschlieBend ist nochmals zu priifen, ob das Regelantezedens von DP erfiillt ist, ob man
also alle Schritte formal richtig ausgefiihrt hat. Ist dies der Fall, dann ist I" in der Inventarer-
weiterung der jeweiligen Ausgangssprache um @ als Definition zu setzen, womit man wie
gewiinscht zur Erweiterung der Ausgangssprache um die Definition I" und den Priadikator ®
gemal} DP tbergeht.

V, wird nun zunichst um die Definition eines minnlich-Pridikators erweitert. Dieser soll
einstellig sein, und die Gestalt

minnlich(..)
haben. Damit ist auch die Inventarerweiterung von V; um diesen Pradikator, V, vorgegeben.
Dieser Pridikator wird nun auf die V,-Variable 'z’ angewendet. Das Ergebnis ist die atomare
Definiendumformel

minnlich(z),
wobei die Forderung der paarweisen Verschiedenheit der &,,..., &, trivialerweise erfullt ist, da
n=1ist.

Inhaltlich soll gelten, dass genau diejenigen Dinge mannlich sind, die nicht weiblich sind.

Dementsprechend wird als Definiensformel A die V,-Formel

Die Forderung der paarweisen Verschiedenheit der &, ..., &, mit 7 = 1 bedeutet, dass fiir alle 4, j mit 1 < ¢
<nund 1< j < ngilt: Wenn ¢ # 7, dann ist & von &; verschieden. Geht es wie im votliegenden Fall nur um
cine Variable & und ist somit n = 1, dann ist diese Forderung trivialerweise erfiillt: Seien nimlich 1 <i <1
und 1 £j < 1. Danngilt 1 =i=j = 1. Nimmt man nun an, dass i # j, so gilt unter dieser Annahme (trivial-
erweise), dass & verschieden von & ist. Also gilt fur alle ¢, jmit 1 <4< 1und 1 < j < 1: Wenn ¢ # j, dann ist

auch §; verschieden von ;.
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—weiblich(z),
gewihlt, von der auch gilt, dass in ihr nur 'z’ frei ist und dass sie keinen V;-Parameter zum
Teilterm hat.
Die Definitionsaussage wird nun gebildet, indem zunichst die Definitionsformel, die Bi-
subjunktion aus 'minnlich(z)' und '—weiblich(z)',
minnlich(z) <> —weiblich(z),
gebildet und auf diese sodann der 2-bindende Universalquantor 'Az___" angewendet wird.

Daraus resultiert bereits die Definitionsaussage
Az(minnlich(z) <> —weiblich(z)).
Nun ist zu prifen, ob das Regelantezedens von DP erfillt ist. Dazu noch einmal DP:
DOP)  Wenn:
a) &, ..., %, sind paarweise verschiedene Vatiablen von S (n = 1),
b)  §'ist eine Inventarerweiterung von S um den n-stelligen Pridikator @,
©) Adisteine Formel von S, fiir die gilt:
ca) in A sind héchstens &y, ..., &, frei,
cb) in A ist kein S-Parameter Teilterm,
d) I'isteine Aussage der Form:
Nt NE(DE, ..., &) < D),
dann darf man T in S' definitorisch setzen.
(Zu a): 'z’ ist eine V;-Variable, damit ist die Forderung mit 'z' fiir €, erfillt. (Zu b): V ist die
Inventarerweiterung von V; um den ecinstelligen Pridikator 'minnlich(.) (Zu o):
'—weiblich(z)' ist eine V;-Formel, fir die gilt, dass (ca) in ihr nur 'z’ frei ist und (cb) sie keinen
V.-Parameter zum Teilterm hat.
(Zu d): 'Az(minnlich(z) <> —weiblich(z)' hat die verlangte Form:
minnlich(z) <> —weiblich(z)
ist die Bisubjunktion aus der atomaren Formel 'minnlich(z)', dem Ergebnis der Anwendung

des zu definierenden ecinstelligen Pridikators 'minnlich(..)' auf die Variable 'z', und

'—weiblich(z)', der — unter (Zu c) gepriften — Formel. Ferner ist

Az(minnlich(x) <> —weiblich(z))
die Universalquantifikation dieser Bisubjunktion bzgl. 'z', womit diese Aussage insgesamt die
unter d) verlangte Form hat.

Da also das Regelantezedens von DP erfillt ist, darf die Aussage in V, als Definition ge-

setzt werden:
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[35] DEF Az(minnlich(z) <> —weiblich(z)),

womit zu V., der Erweiterung von V; um die Definition [3.5], und den einstelligen Pridika-
tor 'minnlich(..)' gemil3 DP, iibergegangen wird.
Als nichstes wird ein Pridikator eingefiihrt, der es erlaubt, (einfacher und eingingiger) da-

riber zu sprechen, dass jemand jemandes Kind ist. Dieser Pridikator soll die Gestalt
Kind-von(.., ..)
haben und zweistellig sein. Damit ist wiederum die Inventarerweiterung von V. um diesen

Pridikator, Vg, vorgegeben. Der Priadikator wird nun auf die voneinander verschiedenen V.-

Variablen 'z' und 'y' angewendet, woraus die atomare Definiendumformel
Kind-von(z, y)
resultiert.
Inhaltlich soll gelten, dass jemand genau dann Kind von jemand ist, wenn der letztere Elter

des ersteren ist: 'Kind-von(.., ..)" soll also ein zu 'Elter-von(.., ..)" konverser Pridikator sein (1

2.4, D: 6.2.3). Daher witd fir das Definiens A die V,-Formel

Elter-von(y, z),
gewihlt, fir die auch gilt, dass in ihr nur 'z' und 'y' frei sind und dass sie keinen V,-Parameter
zum Teilterm hat.
Um die Definitionsaussage zu erhalten, wird zunichst die Bisubjunktion aus

'Kind-von(z, ¥)' und 'Elter-von(y, z)', die Definitionsformel

Kind-von(z, y) <> Elter-von(y, ),
gebildet.
Auf diese Formel ist sodann der 'y/-bindende Universalquantor 'Ay___' anzuwenden, wo-
mit man die Quantorformel
Ay(Kind-von(z, y) «> Elter-von(y, 1))

erhilt. Auf diese Quantorformel ist nun noch der 'z'-bindende Universalquantor 'Az___
anzuwenden; das Ergebnis ist die Definitionsaussage

AzAy(Kind-von(z, ) <> Elter-von(y, z)).
Nun ist wieder zu prifen, ob das Regelantezedens von DP erfillt ist. Dies ist der Fall: (Zu a)
'7' und 'y sind voneinander verschiedene V,-Vatiablen. (Zu b) Vy ist die Inventarerweiterung
von Vv, um den zweistelligen Pridikator 'Kind-von(.., ..)"
(Zu ¢) 'Elter-von(y, z)' ist eine V,-Formel, fiir die gilt, dass (ca) in ihr nur 'z’ und 'y' frei sind

und (cb) kein V,-Parameter Teilterm ist.
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(Zu d) 'AzAy(Kind-von(z, y) <> Elter-von(y, x))' hat die verlangte Form: Zunichst ist die

Formel

Kind-von(z, 3) <> Elter-von(y, x)
die Bisubjunktion aus der atomaren Formel 'Kind-von(z, 9)', dem Ergebnis der Anwendung
des einzufithrenden Pridikators 'Kind-von(.., ..)" auf die Variablen 'z' und 'y, und der (unter
(Zu c) gepriften) Formel 'Elter-von(y, x)".

Sodann ist die Formel

/\y(Kind—von(J:, 1) <> Elter-von(y, x))

das Ergebnis der Anwendung des "y/-bindenden Universalquantors '"Ay___" auf diese Bisub-

junktion. Schlussendlich ist

AzAy(Kind-von(z, y) <> Elter-von(y, ))
die Universalquantifikation von 'Ay(Kind-von(z, y) <> Elter-von(y, )" bzgl. 'z'. Die Defini-
tionsaussage hat also insgesamt die unter d) verlangte Form.

Da also das Regelantezedens von DP erfillt ist, darf man die Aussage in V als Definition

setzen:

[3.6] DEF AzAy(Kind-von(z, 3) <> Elter-von(y, 1))

und so zu V,, der Erweiterung von V, um die Definition [3.6], und den zweistelligen Pradi-
kator 'Kind-von(.., ..)' gemil3 DP, tibergehen.

Nun werden im »Schnellverfahrenc weitere Erweiterungen um Definitionen von Pradikato-
ren und diese Pridikatoren selbst gemil3 DP vorgenommen. V,, sei die Inventarerweiterung
von V, um den zweistelligen Pridikator 'Vater-von(.., ..)". Dieser soll so eingefiihrt werden,
dass jemand genau dann Vater von jemand ist, wenn ersterer Elter des letzteren und mann-

lich ist. Dementsprechend wird als Definitionsaussage die Aussage
AzAy(Vater-von(z, y) <> Elter-von(z, ) A minnlich(z)),

gewahlt, die nach DP in V,; als Definition gesetzt werden darf:

[3.7] DEF AzAy(Vater-von(z, y) <> Elter-von(z, 1) A minnlich(z)),

womit man zu V;, der Erweiterung von V, um die Definition [3.7], und den zweistelligen
Pridikator 'Vater-von(.., ..)' gemill DP tbergeht.

In vollig analoger Weise wird sodann mit der Setzung

[3.8] DEF AzAyMutter-von(z, 3) <> Elter-von(z, y) A weiblich(z))
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in V,,, der Inventarerweiterung von V,;; um den zweistelligen Pridikator 'Mutter-von(.., ..)",
zu Vi3, der Erweiterung von V;; um die Definition [3.8], und den zweistelligen Pridikator
'Mutter-von(.., ..)' gemdl3 DP, tibergegangen.

Dieselbe Prozedur wird wiederholt, indem man mit der Setzung

[3.9] DEF AzAy(Tochter-von(z, 3) <> Kind-von(z, y) A weiblich(x))

in V,, der Inventarerweiterung von V,; um den zweistelligen Pridikator
"Tochter-von(.., ..), zu Vi, der Erweiterung von V,; um die Definition [3.9], und den zwei-
stelligen Pridikator "Tochter-von(.., ..)' gemal3 DP, tibergeht.

Zuletzt wird dann zu V,, der Erweiterung von V,; um die Definition [3.10], und den zwei-
stelligen Pradikators 'Sohn-von(.., ..)' gemill DP, tibergegangen, indem in V,,, der Inventar-

erweiterung von V,; um diesen Pradikator, die Setzung

[3.10] DEF AzAy(Sohn-von(z, 3) <> Kind-von(z, 3) A minnlich(z))

vorgenommen wird.
Damit soll der Ausbau der axiomatischen Basis beendet sein. Von nun wird 'V' verwendet,

um sich auf V,, zu beziehen. Das folgende Theorem beschreibt das Verhiltnis von V zu V:

(3-1) Theotem. [erhdltnis von V" und V's
V ist eine Erweiterung von Vs um die Definitionen [3.5]a, [3.0]a, [3.7]a, [3.8]4, [3.9]a und
[3.10]a und die Pridikatoren 'minnlich(..)', 'Kind-von(.., ..)", 'Vater-von(.., ..)", 'Mutter-von(..,
..)", "Tochter-von(.., ..)' und '‘Sohn-von(.., ..)' gemil3 DP.

Beweisansatz: Zunichst sind Vs und V ADS-Sprachen und V eine Erweiterung von Vs um die
Definitionen [3.5]a, [3.6]a, [3.7]a, [3.8]a, [3.9]a und [3.10]a und die Pridikatoren
'mannlich(..)", 'Kind-von(.., ..)', "Vater-von(.., ..)", 'Mutter-von(.., ..)", "Tochtet-von(.., ..)' und
'Sohn-von(.., ..)' und DP eine Definitionsregel von Vs.

Sodann gilt mit

Aq = [3.5]a, A2 = [3.6]a, As = [3.7]a, Ag = [3.8]a, A5 = [3.9]a und A =[3.10]a
sowie
p1 = 'minnlich(..)', u2 = 'Kind-von(.., ..)', ps = "Vater-von(.., ..)', ps = Mutter-von(.., ..)",
us = "Tochter-von(.., ..)" und ps = 'Sohn-von(.., ..)'
sowie
So=V581=V7 8=V, 8 =Vi1,5 = Vi3, S =Visund S¢ = V,

dass die Folge Sy, ..., Se¢ eine Folge von ADS-Sprachen ist, fir die gilt: So = Vs und S¢ = V

und fiir alle 7 (1 < ¢ < 6) gilt: S, ist eine Erweiterung von S;.1 um die Definition A; und den

Pradikator p; und es gibt ein S' (ndmlich V+vorgingervon(y+5), so dass S' eine Inventarerweite-
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rung von Si1 um den Pridikator p; ist und A; in S' gemal3 DP als Definition gesetzt werden

darf. m

In den Ubungsaufgaben soll V (weiter) gebraucht werden, d.h. die eingefithrten Ausdriicke
und die axiomatisch und definitorisch gesetzten Aussagen sollen verwendet werden, um wei-
tere Aussagen Uber Verwandtschaftsverhiltnisse zu beweisen. Ziel ist es dabei nicht, neue
Erkenntnisse iiber solche Verhiltnisse zu gewinnen, sondern das Beweisen und insbesondere
das Anziehen von Axiomen und Definitionen in Beweisen zu tben. Insbesondere wird V
aber im Folgenden als Beispiel fiir eine korrekt aufgebaute Sprache dienen, in der alle Defini-
tionen den nun zu betrachtenden formalen Anspriichen an Definitionen gentigen.

Die folgenden zwei Tabellen geben noch einmal einen Uberblick tiber die Axiome und De-

finitionen von V sowie iiber die Entwicklung von V aus L*:

[3.11] Ubersicht iiber die Axiome nnd Definitionen von N

Absciome:

[3.1]a  Az(Vy(Elter-von(y, x) A weiblich(y)) A Vz(Elter-von(z, ) A —weiblich(2)))
[3.2]a  AzAyAzAv(Elter-von(y, ) A Elter-von(z, x) A Elter-von(v, ©) >y =2V y=0vV z = 1)
[3.3]a AzAy(Elter-von(z, i) — —Elter-von(y, z))

[3.4]a  —weiblich(o) A (Elter-von(i, o) A weiblich(i)) A (Elter-von(h, o) A —weiblich(h))
Definitionen:

[3.5]a Az(minnlich(z) «> —weiblich(z))

[3.6]a AzAy(Kind-von(z, y) <> Elter-von(y, x))

[3.7]n  AzAy(Vater-von(z, y) <> Elter-von(z, y) A minnlich(x))

[3.8]n  AzAyMutter-von(z, y) <> Elter-von(x, y) A weiblich(z))

[3.9]a  AzAy(Tochter-von(z, 3) <> Kind-von(z, 3) A weiblich(z))

[3.10]a  AzAy(Sohn-von(z, 3) <> Kind-von(z, 3) A minnlich(z))

[3.12)  VonL*zul”

Sprache Erweiterungsverhiltnis

Von 1L* zu 175

L* Ausgangssprache

Vo Inventarerweiterung von L* um die Pridikatoren 'Elter-von(.., ..)' und 'weiblich(..)'
Vi Erweiterung von Vo um das Axiom [3.1]a

V2 Erweiterung von Vi um das Axiom [3.2]a

V3 Erweiterung von V; um das Axiom [3.3]a

V4 Inventarerweiterung von Vs um die Individuenkonstanten 'o', 'h' und '

Vs Erweiterung von V4 um das Axiom [3.4]a

und
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Erweiterung von L* um die Axiome [3.1]a, [3.2]a, [3-3]a, [3-4]a, die Pridikatoren

'Elter-von(.., ..)' und 'weiblich(..)' und die Individuenkonstanten 'o', 'h' und 'i'

Von Vs zu 17

Vs Inventarerweiterung von Vs um den Pridikator 'minnlich(..)’

V7 Erweiterung von Vs um die Definition [3.5]a und den Pridikator 'minnlich(..)" gemal3
DP

Vs Inventarerweiterung von V7 um den Pridikator 'Kind-von(.., ..)'

Vo Erweiterung von V7 um die Definition [3.6]a und den Pridikator 'Kind-von(.., ..)' gemil3
DP

Vio Inventarerweiterung von Vo um den Pridikator 'Vater-von(.., ..)'

Vi Erweiterung von Vo um die Definition [3.7]a und den Pridikator "Vater-von(.., ..)' gemil3
DP

Viz Inventarerweiterung von Vi; um den Pridikator 'Mutter-von(.., ..)'

Vi3 Erweiterung von Vi1 um die Definition [3.8]a und den Pridikator 'Mutter-von(.., ..)'
gemill DP

Vis Inventarerweiterung von Vi3 um den Pridikator "Tochter-von(.., ..)'

Vis Erweiterung von Vi3 um die Definition [3.9]a und den Pridikator "Tochter-von(.., ..)'
gemill DP

Vie Inventarerweiterung von Vis um den Pridikator 'Sohn-von(.., ..)'

Y Erweiterung von Vis um die Definition [3.10]a und den Pridikator 'Sohn-von(..)' gemal
DP
und
Erweiterung von Vs um die Definitionen [3.5]a, [3.0]a, [3.7]a, [3.8]a, [3.9]a, und
[3.10]a und die Pridikatoren 'minnlich(..)", 'Kind-von(.., ..)", '"Vater-von(.., ..)", 'Mutter-
von(.., .., "Tochter-von(.., ..)' und 'Sohn-von(.., ..)" gemill DP.

Ubung 3.3

Beweisen Sie die folgenden Aussagen in V:

0
@
(i)
)
\
)
(v
(vii)
()

Az(minnlich(z) v weiblich(z))

—Vz(minnlich(z) A weiblich(z))

AxVyVz(Vater-von(y, ) A Mutter-von(z, )
AzAyAz(Vater-von(z, y) A Vater-von(z, ) — & = 2)
AxAyAz(Mutter-von(z, 3j) A Mutter-von(z, 3j) — & = 2)
AzVy(Tochter-von(z, 3) v Sohn-von(z, 1))
Az(Mutter-von(z, 0) — x = i)

Az(Vater-von(z, 0) — = = h)

Az(Sohn-von(o, ) — z =iv z = h)
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Ubung 3.4
Zeigen Sie, dass die definitorischen Setzungen unter [3.7], [3.8], [3.9] und [3.10] gemil3 DP

korrekt sind (d.h., dass jeweils das Regelantezedens von DP erfillt ist).

Ubung 3.5
Legen Sie eine Tabelle im Stil von [3.12] an, in der Sie fiir jede Sprache ein spezifisches Er-

weiterungsverhaltnis eintragen, das in [3.12] nicht aufgefthrt ist.
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Definitionen sollen die Verwendung des definierten Ausdrucks vollstindig fir alle Kontexte
regulieren — der definierte Ausdruck soll eliminierbar sein und Definitionen sollen deswegen
dem Kriterium der Eliminierbarkeit gentigen (4.1). Definitionen sollen nur die Verwendung
des definierten Ausdrucks regulieren, nicht aber die Bedeutung anderer Ausdriicke sheimlich«
verindern — Definitionen sollen dem Kriterium der Nichtkreativitit gentigen, d.h., die Erwei-
terung der jeweiligen Ausgangssprache um die Definition und den definierten Ausdruck soll
eine konservative Erweiterung der Ausgangssprache sein (4.2).

Definitorische Erweiterungen einer Sprache um neue Ausdriicke sind Erweiterungen, bei
denen die neuen Ausdriicke so eingefiihrt sind, dass sie eliminierbar sind und dass die Erwei-
terung konservativ ist. Regelgemil3e Setzungen von Definitionen nach DP, DFB, und DIB
fihren zu definitorischen Erweiterungen, aber nicht alle definitorischen Erweiterungen

kommen durch Setzung von Definitionen zu Stande (4.3).

4.1 Eliminierbarkeit

4.1.1 Der einfache Fall

(4-1) Definition. Eliminierbarkeit atomarer AUSAIUCKE ..........c.cccveecveesiieeeiiiesieesieeeiseesseeessesesiseanns 78
(4-2) Theorem. Eliminierbarkeit atomarer Ausdriicke in ADS-SPrachen ............cccccevueveecenuenieesenieeneeiieniens 78
(4-3) Definition. Kriterium der EliMini@rDAIKeit ..........ccueecveeeeveeiiiieesiiesiieeitieesieesieesseessseeesieessseenans 79
(4-4) Theorem. Kriterium der Eliminierbarkeit und Elimini@rBarkeit...............ccouecveeeeescveesieesieeceesereeseeenenens 79
(4-5) Theorem. Vorbereitungstheorem flr TREOIEM (4-6).......c.eecueeeeerieeerieeeiieenieeseeseeeseessseesseessseeseeessees 81
(4-6) Theorem. DP garantiert EliMini@rBArKeit .............ccoueivueeieeeieeeieeecreeeieeeeteeeereesireessseesaeesssesressseessseenseens 84

(4-7) Theorem. Vorbereitungstheorem flr TREOIreM (4-8).......c.uccueeceeiceerieeeiieeseeesreeseeesaeeseesseeseseesseesseees 86
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(4-8) Theorem. DP, DFB, DIB garantieren Eliminierbarkeit ...............cc.ocvueeeeeeireeeieesieeeseeeiieesireesseeessseessnessseens 86

Eliminierbarkeit eines atomaren Ausdrucks in einer Sprache S* relativ auf eine Sprache S,
die diesen Ausdruck nicht enthilt, ist in erster Niherung gegeben, wenn in $* zu jeder S*-

Aussage T" eine S-Aussage I existiert, so dass die Bisubjunktion aus I'' und T" in $* beweis-

bar ist. Genauer wird fur LE-Sprachen festgelegt:

(4-1) Definition. Eliminierbarkeit atomarer Ausdriicke
Die atomaren Ausdriicke w1 (der Kategorie Ky und der Stelligkeit $1), ..., pn (der Kategorie K,y und der
Stelligkeit Sy) sind S-eliminierbar in S* (Kurz: w1, ..., py sind in S* relativ auf S eliminierbar)
gdw
S ist eine LE-Sprache und $* ist eine LE-Sprache und
(i) Es gibt ein S', so dass S' eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdrii-
cke pi (der Kategorie Ky und der Stelligkeit s1), ..., p, (der Kategorie K,, und der
Stelligkeit ) ist und S* eine Erweiterung von ' ist,
(i) Fir alle S*-Aussagen I" gilt: Es gibt es eine S-Aussage T', so dass die Bisubjunktion

aus I und I' in S* beweisbar ist.

Das folgende Theorem gibt eine Spezialisierung fir ADS-Sprachen:

(4-2) Theotem. Elininierbarkeit atomarer Ausdriicke in ADS-Sprachen
Wenn S und $* ADS-Sprachen sind, dann:
Die atomaten Ausdriicke pi (der Kategorie Ky und der Stelligkeit 1), ..., p, (der Kategorie
K, und der Stelligkeit s,) sind S-eliminierbar in S*
gdw
(i) Es gibt ein S', so dass S' eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdrii-
cke pi (der Kategorie K und der Stelligkeit 1), ..., p, (der Kategorie K, und der
Stelligkeit s, ist und S* eine Erweiterung von S ist,
(i) Fiir alle S*-Aussagen I'" gibt es eine S-Aussage I', so dass:
{A | Aist Axiom oder Definition von $*} —1" < T.

Beweisansatz: Exgibt sich mit Theorem (2-24) und Definition (4-1). m

Als Beispiel betrachte man zunichst die LE-Sprachen L* und V, sowie den einstelligen V-
Pradikator 'weiblich(..)". Dieser ist in V, nicht L*-eliminierbar: Zwar ist Klausel (i) von Defi-
nition (4-1) erfillt, aber es gibt nicht zu jeder V,-Aussage I", eine L*-Aussage I', so dass die
Bisubjunktion aus I und I' in V, beweisbar ist. Insbesondere gibt es zu der V,-Aussage
'weiblich(x)' keine I*-Aussage I, so dass die Bisubjunktion aus 'weiblich(x)' und I" in V, be-
weisbar ist.

Betrachtet man dagegen die LE-Sprachen V, und V; sowie den einstelligen V,-Pradikator

'mannlich(..)', dann gilt, dass 'minnlich(..)' in V; relativ auf V; eliminierbar ist. Insbesondere
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ist in V, die Bisubjunktion aus 'minnlich(x)' und der V,-Aussage '—weiblich(x)' beweisbar:
Die Bisubjunktion ist umstandslos durch UB aus der Definition von 'minnlich(..)' zu gewin-
nen.

Definitionen sollen nun allgemein so sein, dass der durch die Definition eingefiihrte Aus-
druck in seiner Verwendung vollstindig — fur alle Kontexte — reguliert ist, d.h. so, dass der
definierte Ausdruck in der um die Definition und den definierten Ausdruck erweiterten
Sprache relativ auf die Ausgangssprache eliminierbar ist — sie sollen dem Kriterium der

Eliminierbarkeit gentigen. Dazu wird festgelegt:

(4-3) Definition. Kriterium der Eliminierbarkeit

A geniigt dem Kriterium der Eliminierbarkeit bezijglich S und des atomaren Ausdrucks . (der Kategorie
K und der Stelligkeit s)
gdw
S ist eine ADS-Sprache und es gibt ein S', so dass

(i) S'ist eine Inventarerweiterung von S um den atomatren Ausdruck p (der Kategotie

K und der Stelligkeit s),
(i) A isteine S'-Aussage und
(ili) Fir alle S"-Aussagen I" existiert eine S-Aussage I, so dass:
{A | Aist Axiom oder Definition von S} U {A} 1" < T..

Gentigt eine Aussage A beziiglich einer ADS-Sprache S und eines atomaren Ausdrucks p
dem Kriterium der Eliminierbarkeit und ist $* eine Erweiterung von S um die Definition A

und den atomaren Ausdruck p, dann ist p in $* S-eliminierbar:

(4-4) Theorem. Kriterium der Eliminierbarkeit und Eliminierbarkeit
Wenn A beziiglich S und des atomaren Ausdrucks p dem Kriterium der Eliminierbarkeit
geniigt und S* eine Erweiterung von § um die Definition A und den atomaren Ausdruck p

ist, dann ist w in S* relativ auf S eliminierbar.

Beweisansatz. Gentge A beziglich S und des atomaren Ausdrucks p dem Kiriterium der
Eliminierbarkeit und sei §* eine Erweiterung von S um die Definition A und den atomaren
Ausdruck w. Dann ergibt sich aus der Annahme, dass A beziiglich S und p dem Kriterium der

Eliminierbarkeit geniigt und Definition (4-3), dass S eine ADS-Sprache und mithin auch eine

LE-Sprache ist und dass es ein S' gibt, so dass S' eine Inventarerweiterung von S um den
atomaren Ausdruck p ist und es fiir alle S'-Aussagen I" eine S-Aussage I gibt, so dass

{A | Aist Axiom oder Definition von S} u {A} FT" < T

Sodann ergibt sich aus der Annahme, dass S* eine Erweiterung von S um die Definition A

und den atomaren Ausdruck p ist, mit Definition (2-45), dass auch S* eine ADS- und somit

eine LE-Sprache ist und dass es ein S" gibt, so dass S" eine Inventarerweiterung von S um
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den atomaren Ausdruck p ist und S* eine Erweiterung von S" um die Definition A ist. Seien
nun S' und S" wie verlangt.

Dann sind S' und S" Inventarerweiterungen von S um den atomaren Ausdruck p und somit
gilt mit Theorem (2-12), dass S' und S" identisch sind. Damit ist dann S* eine Erweiterung
von S' um die Definition A. Daraus ergibt sich mit Definition (2-41), dass das Inventar von S*
gleich dem Inventar von §' ist. Damit gilt fiir alle B:

B ist cine S'-Aussage
gdw

B ist eine S*-Aussage
Ferner ergibt sich nach Definition (2-8) daraus, dass S' eine Inventarerweiterung von S um

den atomaren Ausdruck y ist, dass

{A | Aist Axiom oder Definition von S'} =

{A | Aist Axiom oder Definition von S}
und mit Definition (2-41) ergibt sich daraus, dass S* eine Erweiterung von S' um die Definiti-

on A ist, dass

{A | Aist Axiom oder Definition von S*} =

{A | Aist Axiom oder Definition von S'} U {A},

woraus sich insgesamt ergibt, dass

{A | Aist Axiom oder Definition von S*} =

{A | Aist Axiom oder Definition von S} u {A}.
Sei nun I eine S*-Aussage. Dann ist I eine S'-Aussage. Dann gibt es dementsprechend eine
S-Aussage I', so dass

{A | Aist Axiom oder Definition von S} u {A} 1" < I

Damit gibt es aber eine S-Aussage I', so dass
{A | Aist Axiom oder Definition von $*¥} = T" <> T".

Da S$* eine ADS-Sprache ist, gilt dann mit Theorem (2-24), dass es eine S-Aussage I" gibt, so
dass I'" <> I" in S* beweisbar ist. Also gilt fiir alle S*-Aussagen I": Es gibt eine S-Aussage I', so

dass I'" <> I" in S* beweisbar ist. Damit ergibt sich insgesamt, dass $* und S LE-Sprachen sind
und es mit S' eine Inventarerweiterung S' von S um p gibt, so dass S* eine Erweiterung von
S' ist, und dass es zu jeder S*-Aussage I'" eine S-Aussage I gibt, so dass die Bisubjunktion von

I" und I" in S$* beweisbar ist. Damit ist nach Definition (4-1) p in S* relativ auf S eliminierbar.
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Glicklicherweise muss man nicht immer eigens priifen, ob ein Definitionskandidat dem Kiri-
terium der Eliminierbarkeit gentigt, denn es gilt das folgende, hier vorgezogen notierte Theo-

rem:

(4-6) Theorem. DP garantiert Eliminierbarkeit
() Wenn S* eine Erweiterung von S um die Definition A und den n-stelligen Pridikator @
gemilB der Definitionsregel DP von S ist, dann gentigt A beziiglich S und ® dem Kirite-
rium der Eliminierbarkeit.
(i) Wenn 5* eine Erweiterung von S um die Definition A und den n-stelligen Pridikator @
gemil der Definitionsregel DP von S ist, dann ist @ in $* S-eliminierbar.
D.h., beim korrekten Definieren nach DP muss nicht eigens gepriift werden, ob ein Defini-
tionskandidat dem Kriterium der Eliminierbarkeit gentigt. Fir die in Kapitel 6 etablierten
Definitionsregeln gelten entsprechende Theoreme, so dass (bezogen auf die hiesigen Defini-
tionsregeln) allgemein gilt: Beim regelgemif3en Definieren ist Eliminierbarkeit des definierten
Ausdrucks relativ auf die Ausgangssprache gegeben.

Dieser Zusammenhang soll nun fiir die Definition von Pridikatoren gemal3 DP naher er-

ldutert werden. Zunichst gilt:

(4-5) Theotem. VVorbereitungstheorem fiir 'T'heorenm (4-6)
Ist S eine LE-Sprache, @ cin n-stelliger S-Pridikator, &, ..., &, paarweise verschiedene S-
Variablen, A eine parameterfreie S-Formel, in der héchstens &y, ..., &, frei sind und die ®
nicht zum Teilausdruck hat, und A eine S-Aussage der Form:
Ney L NE(DE, ..., &) o D),
dann gilt: Es gibt zu jeder S-Aussage I" eine S-Aussage I, die @ nicht zum Teilausdruck
hat, so dass {A} —T" < T.

Beweisansatz: Sei S eine LE-Sprache, @ ein n-stelliger S-Pridikator, A eine parameterfreie S-
Formel, in der héchstens die paarweise verschiedenen S-Variablen &, ..., &, frei sind und die

@ nicht zum Teilausdruck hat, und A eine S-Aussage der Form:

Ner . Nea(D(E, ..., &) < A).

Dann gilt: Es gibt zu jeder S-Aussage I eine S-Aussage I', die @ nicht zum Teilausdruck hat,
so dass {A} = I <> I). Sei nidmlich I" eine S-Aussage. Dann ist @ Teilausdruck von I'" oder
nicht. Im zweiten Fall ist I" selbst eine S-Aussage, die @ nicht zum Teilausdruck hat, und es
gilt = I'" <> I'" und damit {A} = " <> I'"). Im zweiten Fall ist also I"' selbst die gesuchte Aus-
sage.

Sei nun @ Teilausdruck von I''. Unter den gemachten Voraussetzungen kann dann jede Teil-
formel ®(0y, ..., 05) (mit beliebigen S-Termen 01, ..., 0,) von I'" durch eine S-Formel A' et-

setzt werden, so dass fiir das Ergebnis dieser Ersetzung, I', gilt:

(AT o T
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Dabei ist fiir eine gegebene Teilformel @ (01, ..., 0,) von I A' jeweils eine Formel, die aus A
dadurch entsteht, dass in A die Terme 01, ..., 0, in passender Weise fir die Variablen &, ..., &,

substituiert werden. m

Eine derartige Elimination von O in ' bzgl A kann durch eine Ableitung von
I" < I fir ecine entsprechende Aussage I' aus {A} erfolgen. Falls
I <> I" nicht bereits eine Instanz von A ist, wird dabei I"" in der Links-Rechts-Richtung der
Ableitung der Bisubjunktion unter Ausnutzung von A in eine ®d-freie Aussage I" iiberfihrt,
wihrend man mit der Rechts-Links-Richtung prift, ob die Uberfiihrung von I in I" bzgl. A
korrekt vorgenommen wurde.

Man betrachte dazu folgendes Beispiel: 'ménnlich(..)" ist ein einstelliger V-Pridikator und
'—weiblich(z)' ist eine parameterfreie V -Formel, in der nur 'z' frei ist. Ferner ist die V-
Aussage 'Az(minnlich(z) <> —weiblich(z))' eine Aussage, wie sie in Theorem (4-5) verlangt
wird. Dementsprechend gilt, dass es zu jeder V -Aussage I" eine V -Aussage 1" gibt, die

'mannlich(..)' nicht zum Teilausdruck hat — und die somit eine V;-Aussage ist —, so dass gilt:
{'Az(minnlich(z) <> —weiblich(z))'} - I" < T.
Als Beispiel fiir die Eliminaton von 'minnlich(.)) in einer Aussage bzgl.
'Az(minnlich(z) <> —weiblich(z))" betrachte man die folgende Ableitung, welche die Elimi-
nation von 'minnlich(..)' in
Vu(minnlich(u) A Vw(Elter-von(u, w) A —minnlich(w)))

bzgl. 'Az(minnlich(z) «> —weiblich())' zeigt:

[4.1] Eliminations-Beispiel

1 Seiy Az(minnlich(z) <> —weiblich(z))

2 Seiiz Vu(minnlich(u) A Vw(Elter-von(u, w) A —minnlich(w)))

3 Seir 23 minnlich(u) A Vw(Elter-von(u, w) A =minnlich(w))

4 Also123 minnlich(u) | KB; 3
5 Also123 minnlich(u) <> —weiblich(u) | UB; 1
6 Also13 —weiblich(u) | BB; 4,5
7 Alsoi3 Vw(Elter-von(u, w) A =minnlich(w)) | KB; 3
8 Selipzg Elter-von(u, w) A —minnlich(w)

9 Also1238 Elter-von(u, w) | KB; 8
10 Alsoi238 —minnlich(w) | KB; 8
11 Wirei 238,11 —weiblich(w)

12 Also123811 minnlich(w) <> —weiblich(w) | UB; 1
13 Alsoi23811 minnlich(w) | BB; 11,

12
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14
15

16

17

18

19

21

24

8

B

31
32
33

35

37

38
39

41

Alsoi238.11

AISO1,2,3,8

AlSO1,2,3,8

Alsoi23s

AlSO1,2,3

AlSO1,2,3

AlSO1,2,3
Alsor

Also

Seii 23
Seii 2324
Also12324
Also1,2324

Also1 2324

Alsor23.24

Seii 23,2429
Also1232429
Also1232429
Ware1 23242932
Also123242932

Also1,.232429.32

Also1.2324.29.32

Also1,23.2429

Also1,232429

Also1232429

Also12324

Also1,2324

Also12324

—mannlich(w)

——weiblich(w)
Elter-von(u, w) A ——weiblich(w)

Vw(Elter-von(u, w) A ——weiblich(w))

Vw(Elter-von(u, w) A ——weiblich(w))
—weiblich(u) A Vw(Elter-von(u, w) A ——weiblich(w))

Vu(—weiblich(u) A Vw(Elter-von(u, w) A ——weiblich(w)))
Vu(—weiblich(u) A Vw(Elter-von(u, w) A ——weiblich(w)))

Vu(minnlich(u) A Vw(Elter-von(u, w) A —minnlich(w)))
-

Vu(—weiblich(u) A Vw(Elter-von(u, w) A ——weiblich(w)))
Vu(—weiblich(u) A Vw(Elter-von(u, w) A ——weiblich(w)))
—weiblich(v) A Vw(Elter-von(v, w) A ——weiblich(w))
—weiblich(v)

minnlich(v) <> —weiblich(v)

minnlich(v)

Vw(Elter-von(v, w) A ——weiblich(w))
Elter-von(v, z) A ——weiblich(z)
Elter-von(v, z)

——weiblich(z)

minnlich(z)

minnlich(z) <> —weiblich(z)

—weiblich(z)

——weiblich(z)

—minnlich(z)
Elter-von(v, z) A —mannlich(z)

Vw(Elter-von(v, w) A —minnlich(w))

Vw(Elter-von(v, w) A mminnlich(w))
minnlich(v) A Vw(Elter-von(v, w) A ~minnlich(w))

Vu(minnlich(u) A Vw(Elter-von(u, w) A —minnlich(w)))

| W; 10

| NE; 11-
14

| KE; 9,
15

| PE; 16

| PB; 7, 8-
17

| KE; 6,
18

| PE; 19

| PB;2, 3-
20

| SE;2-21

| KB; 24
| UB; 1

| BB; 25,
26

| KB; 24

| KB; 29
| KB; 29

| UB; 1

| BB; 32,
33

| W; 31

| NE; 32-
35

| KE; 30,
36

| PE; 37

| PB; 28,
29-38

| KE; 27,
39

| PE; 40
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42 Alsor 3 Vu(minnlich(u) A Vw(Elter-von(u, w) A —minnlich(w))) | PB; 23,
24-41
43 Alsoy Vu(—weiblich(u) A Vw(Elter-von(u, w) A ——weiblich(w))) | SE; 23-
- 42
Vu(minnlich(u) A Vw(Elter-von(u, w) A —minnlich(w)))
44 Alsoy Vu(minnlich(u) A Vw(Elter-von(u, w) A —minnlich(w))) | BE; 22,
> 43

Vu(—weiblich(u) A Vw(Elter-von(u, w) A ——weiblich(w)))

Wie man sieht, findet die eigentliche Eliminationsarbeit in der Links-Rechts-Richtung der
Ableitung der Bisubjunktion statt, indem die Ausgangsaussage unter Ausnutzung von
'Az(minnlich(z) «> —weiblich(z))' in eine Aussage tiberfithrt wird, in der die einschligigen
"Teilformeln' 'minnlich(uz)’ und 'minnlich(w)' durch die Formeln '—weiblich(u)' und
'—weiblich(w)' ersetzt sind. Mit der Rechts-Links-Richtung wird dann nur noch geprift, ob
die Uberfiihrung korrekt erfolgt ist.
Mit Theorem (4-5) ergibt sich nun das gewiinschte Theorem:
(4-6) Theorem. DP garantiert Eliminierbarkeit
(i) Wenn S* eine Erweiterung von S um die Definition A und den n-stelligen Pridikator @
gemilB der Definitionsregel DP von S ist, dann geniigt A beziiglich S und ® dem Krite-
rium der Eliminierbarkeit.

(i) Wenn S* eine Erweiterung von S um die Definition A und den n-stelligen Pridikator @
gemilB der Definitionsregel DP von § ist, dann ist @ in $* S-eliminierbar.

Beweisansatz: Sei S* eine Erweiterung von S um die Definition A und den n-stelligen Pridika-
tor @ gemil} der Definitionsregel DP von S. Mit Theorem (2-50) gilt dann, dass S, S* ADS-
Sprachen sind und S* eine Erweiterung von S um die Definition A und den Pridikator @ ist,
DP eine Definitionsregel von S ist und es ein S' gibt, so dass S' eine Inventarerweiterung von
S um den Pridikator @ ist und A in §' gemi3 DP als Definition gesetzt werden darf.

Sei nun §' so wie verlangt. Dann hat A die Gestalt

Ney . NE(D(E, ..., G) © D),

wobei A eine parameterfreie S-Formel ist, in der hochstens &y, ..., &, frei sind. Sodann gilt fiir

alle B:
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B ist eine S-Aussage
gdw
B ist eine S"-Aussage, die @ nicht zum Teilausdruck hat
gdw
B ist eine S*-Aussage, die @ nicht zum Teilausdruck hat.
Damit gilt insbesondere auch, dass A eine S'-Aussage ist, die ®@ nicht zum Teilausdruck hat.
Nun zu (1): Sei I'" eine S'-Aussage. Dann gilt mit Theorem (4-5), dass es eine S'-Aussage I’

gibt, so dass ® kein Teilausdruck von I' ist und
{A}FT'o T,
Sei I' so. Dann gilt:

{A | Aist Axiom oder Definition von S} u {A} HT" < T

Sodann ist I' eine S'-Aussage, die @ nicht zum Teilausdruck hat und damit auch eine S-

Aussage. Also gibt es eine S-Aussage I, so dass

{A | Aist Axiom oder Definition von S} u {A} HT" <> T.
Damit gibt es fiir jede S'-Aussage I" eine entsprechende S-Aussage I'. Damit ergibt sich insge-
samt: S ist eine ADS-Sprache und es gibt ein S, so dass Klausel (i) und (ii) von Definition
(4-3) erfullt sind und somit geniigt A beziiglich S und @ dem Kriterium der Eliminierbarkeit.
Nun zu (ii). S* ist eine Erweiterung von S um die Definition A und den Pridikator ® und
nach (i) geniigt A beztiglich S und ® dem Kriterium der Eliminierbarkeit. Daraus ergibt sich

mit Theorem (4-4), dass @ in S* relativ auf S eliminierbar ist. m

Man betrachte dazu folgendes Beispiel: V; ist die Erweiterung von V; um die Definition
'Az(minnlich(z) <> —weiblich(z))' und den einstelligen Pridikator 'minnlich(..)" gemiB3 DP.
Also ist nach Theorem (4-6) 'minnlich(..)" in V, relativ auf V; eliminierbar. Tatsdchlich ergibt
sich mit Theorem (4-5) und der Tatsache, dass das Inventar von V; gleich dem Inventar von
Vs,  der  Inventarerweiterung von V; um  den  einstelligen  Pradikator
'minnlich(..)' ist, dass es fir jede V,-Aussage I" eine V,-Aussage I gibt, so dass gilt
{'Az(minnlich(z) <> —weiblich(z))'} - I" < T,

womit natirlich auch die Bisubjunktion aus den beiden fraglichen Aussagen in V. beweisbar
ist.

Die vorangehenden Betrachtungen haben verdeutlicht, dass und wie die vollstindige Regu-
lierung der Verwendung eines Pridikators durch eine Definition gemil3 DP gewihrleistet,
dass der betreffende Pradikator in einer Erweiterung einer Sprache um die Definition und

den Pridikator eliminierbar ist. Die aufgefithrten Zusammenhinge zwischen regelgemil3en
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Definitionen und der Eliminierbarkeit der definierten Ausdriicke gelten aber nicht nur fir die
Definition von Pridikatoren gemidl3 DP, sondern — wie eingangs erwihnt — auch fir die re-
gelgemille Definition anderer atomarer Ausdriicke, nimlich Funktoren und Individuenkons-
tanten gemil} den in Kap. 6 etablierten Definitionsregeln DFB und DIB.

Nach diesen Regeln haben Definitionsaussagen fur n-stellige Funktoren ¢ die Gestalt

/\§1.. /\En/\w(cp(§1, ceey En) =W <> A),
wobei A eine parameterfreie Formel der Ausgangssprache ist, die dementsprechend ¢ nicht
zum Teilausdruck hat und in der hochstens die paarweise verschiedenen Variablen &, ..., &,,

o frei sind (1 6.1), wihrend Definitionsaussagen fiir Individuenkonstanten o die Gestalt

Ao(x = w e A)
haben, wobei A eine parameterfreie Formel der Ausgangssprache ist, die dementsprechend o
nicht zum Teilausdruck hat und in der héchstens w frei ist (T 6.2).

Das folgende, ohne Beweisansatz notierte Theorem besagt, dass fir derartige Aussagen

Analoga zu Theorem (4-5) gelten:

(4-7) Theotem. [ orbercitungstheorem fiir Theorens (4-8)

(i) Ist S eine LE-Sprache, ¢ ein n-stelliger S-Funktor, &, ..., &,, » paarweise verschiedene S-
Variablen, A eine parameterfreie S-Formel, in der héchstens &, ..., &, o frei sind und die
¢ nicht zum Teilausdruck hat, und A eine S-Aussage der Form:

Ner.. NeNo(@E, -..0 &) = 0 o D),
dann gilt: Es gibt zu jeder S-Aussage I" eine S-Aussage I', die ¢ nicht zum Teilausdruck
hat, so dass {A} —T" < T.

(i) IstS eine LE-Sprache, a eine S-Individuenkonstante, o eine S-Vatiable, A eine parameter-
freie S-Formel, in der héchstens o frei ist und die a nicht zum Teilausdruck hat, und A
eine S-Aussage der Form: Aw(a = o <> A),
dann gilt: Es gibt zu jeder S-Aussage I" eine S-Aussage I', die « nicht zum Teilausdruck
hat, so dass {A} —T" < T.

Damit ergeben sich dann analoge Resultate zu den obigen Ergebnissen, so dass insgesamt

gilt:

(4-8) Theorem. DP, DFB, DIB garantieren Eliminierbarkeit
(i) Wenn S* cine Erweiterung von S um die Definition A und den atomaren Ausdruck p
gemil} den Definitionsregeln DP, DFB, DIB von S ist, dann geniigt A beziiglich S und
p dem Kiriterium der Eliminierbarkeit.
(i) Wenn S* eine Erweiterung von S um die Definition A und den atomaren Ausdruck p.

gemiB den Definitionsregeln DP, DFB, DIB von § ist, dann ist p in $* S-eliminierbar.
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4.1.2 Von der Endsprache zur Ausgangssprache

(4-9) Theorem. Vorbereitungstheorem flr TREOrem (4-10)......c..ccueeceerceerieeeieesieeseesseeeseeeseeesreeseeeeeeesaees 87
(4-10) Theorem. Allgemeines Eliminierbarkeitstheorem fiir DP, DFB, DIB.........ccccceeevvuieiiiiieeeeeiieeeeieeeesinee e 88
(4-11) Definition. In einer Sprache unentscheidbare AUSSAQGE.............cccueecveecveeesieeeieseiieeesisresiseenns 92
(4-12) Definition. In einer Sprache entscheidbare AUSSAQEe.............cccueeeevueeeeecveeeeeiiereeeiieeeessiveeeeeinns 92
(4-13) Theorem. (Un)Entscheidbarkeit in ADS-SPIrACREN ............ccueeeeeeeeerieeeeieeeieeseesteeseeesteesaeeesreesneeessees 92
(4-14) Theorem. Regelgemdpf3e Definitionen verhindern sneue« unentscheidbare Aussagen ................c......... 93

Mit den erreichten Resultaten ldsst sich zeigen, dass in einer ADS-Sprache, die aus der
schrittweisen Erweiterung einer anderen ADS-Sprache durch die Einfithrung neuer Ausdri-
cke mit Definitionen, die gemi3 DP, DFB, DIB zulissig sind, resultiert, die definierten Aus-
driicke relativ auf die Ausgangssprache eliminierbar sind. Zunichst gilt nimlich das folgende
Theorem, das eine Verallgemeinerung der Theoreme (4-5) und (4-7) darstellt:
(4-9) Theorem. | orbereitungstheorem fiir Theorens (4-10)
Wenn S* eine Erweiterung von S um die Definitionen Ay, ..., A, und die atomaren Aus-
driicke pi (der Kategorie K und der Stelligkeit s1), ..., p, (der Kategorie K, und der Stellig-

keit s,) gemil den Definitionsregeln DP, DFB, DIB von S ist,
dann gibt es zu jeder S*-Aussage I'' eine S-Aussage I, so dass {Ai, ..., A} =T & T

Beweisansatz: Sei S* eine Erweiterung von S um die Definitionen Ay, ..., Ay und die atomaren
Ausdriicke py (der Kategorie Ky und der Stelligkeit s1), ..., un (der Kategorie K, und der Stel-
ligkeit s,) gemil3 den Definitionsregeln DP, DFB, DIB von S.

Mit Definition (2-49) gilt dann, dass S, S$* ADS-Sprachen sind und S$* eine Erweiterung von
S um die Definitionen Ay, ..., A, und die atomaren Ausdriicke p1 (der Kategorie K und der

Stelligkeit s1), ..., pa (der Kategorie K, und der Stelligkeit s,) ist, DP, DFB, DIB Definitions-

regeln von S sind und es eine Folge Sy, ..., Sn von ADS-Sprachen gibt, so dass So = S und S,
= S$* und fiir alle 7 (1 < i < n) gilt: S; ist eine Erweiterung von S;1 um die Definition A; und
den atomaren Ausdruck p; und es gibt ein S', so dass S' eine Inventarerweiterung von S;1 um

den atomaren Ausdruck p; der Kategorie K; ist und A; in S'geméB DP oder DFB oder DIB

als Definition gesetzt werden darf.
Seien nun So, ..., S, wie verlangt. Dann gilt fir jedes 7 (1 < ¢ < n), dass p; eine S
Individuenkonstante a oder ein r-stelliger S;-Pridikator @ oder ein r-stelliger S;-Funktor ¢ ist.

Sodann gilt fir jedes ¢ (1 < % < n), dass kein p; mit ¢ < j < n ein Ausdruck von S; ist und
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dass das Inventar von §; gleich dem Inventar der Inventarerweiterung von S;1 um y; ist. So-
dann gilt fur alle 7 (1 < ¢ < n), dass A; ein S-Aussage ist, die fiir p; und eine die entsprechen-

den Voraussetzungen erfiillende S;1-Formel A; die jeweils passende Gestalt

Ney . NE(DE, ..., E) < A)

bzw.

Ner . NeNo(p(Ea, -0 E) = 0 <> A)
bzw.

Aol = o < A)

hat.

Dann ergibt sich aus den Voraussetzungen mit den Theoremen (4-5) und (4-7) fiir jedes S; (1
<1 < n), dass es zu jeder S-Aussage I eine S;.1-Aussage I" gibt, so dass {A;} 1" <> T

Geht man nun fiir ein i (1 < i < n) von einer Si-Aussage I" aus, dann kann man diese Ubet-
fihrungen von §; in Si1-Aussagen nacheinander ausfiihren, bis man bei einer Sp-Aussage I"

angekommen ist, fiir die gilt:
{A, .., A FT" & T
D.h,, fiir jedes S; (1 <7 < n) gilt, dass es zu jeder S;-Aussage I eine Sp-Aussage I" gibt, so dass

{A1, ..., Aj} = T" <> I". Damit gilt insbesondere auch, dass es zu jeder Sp,-Aussage I'' eine So-
Aussage I gibt, so dass

{A1, ...,An} FI'"eT.

Nun ist So = S und S, = $* und damit ergibt sich, dass es zu jeder S*-Aussage I" eine S-

Aussage I gibt, so dass {A1, ..., An} —FT" < T. m
Mit Theorem (4-9) ergibt sich dann das das folgende Theorem:

(4-10) Theorem. Alfgemeines Eliminierbarkeitstheorem fiir DP, DFB, DIB
Wenn $* eine Erweiterung von S um die Definitionen Ay, ..., A, und die atomaren Aus-
driicke p1 (der Kategorie Ky und der Stelligkeit 1), ..., p, (der Kategorie K, und der Stellig-
keit s,) gemil3 den Definitionsregeln DP, DFB, DIB von S ist,
dann sind die atomaren Ausdriicke pi (der Kategorie Ky und der Stelligkeit 1), ..., p, (der
Kategorie K, und der Stelligkeit s,) in S* relativ auf S eliminierbar.

Beweisansatz: Sei S* eine Erweiterung von S um die Definitionen Ay, ..., Ay und die atomaren
Ausdriicke p (der Kategorie Ki und der Stelligkeit s1), ..., un (der Kategorie K, und der Stel-
ligkeit s,) gemal3 den Definitionsregeln DP, DFB, DIB von S.

Mit Definition (2-49) gilt dann dass S, S* ADS-Sprachen sind und:
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{A1, ..., A} € {A | Aist Axiom oder Definition von S*}

und mit Theorem (4-9) ¢ilt dann, dass es zu jeder S*-Aussage I eine S-Aussage I' gibt, so

dass
{A1, ...,An} FIM'e F,
woraus sich insgesamt ergibt, dass es zu jeder S*-Aussage I eine S-Aussage I" gibt, so dass

{A | Aist Axiom oder Definition von $*} 1" <> T",
und somit, dass es zu jeder S-Aussage 1" eine S*-Aussage I" gibt, so dass die Bisubjunktion aus
I" und I' in S* beweisbar ist.
Nun ergibt sich aus den Annahmen auch, dass S und S* LE-Sprachen sind und dass es eine
Inventarerweiterung S' von S um o, ..., pa gibt, so dass S* eine Erweiterung von S' ist, wo-

mit sich dann mit Definition (4-1) ergibt, dass i, ..., pn in S* relativ auf S eliminierbar sind. m

Man betrachte dazu das Beispiel V (wozu man sich am besten die Ubersichten [3.11] und
[3.12] ins Gedichtnis ruft): V ist eine Erweiterung von V; um die Definitionen [3.5],, [3.0],,
[3.7]a [3-8].[3:9]4, [3.10], und die Pradikatoren 'minnlich(..)', 'Kind-von(.., ..), 'Vater-von(..,
.)', 'Mutter-von(.., ..)", "Tochter-von(.., ..)' und 'Sohn-von(.., ..)" gemi3 DP. Wihlt man nun die
V-Aussage

Sohn-von(o, i) A Az(Mutter-von(z, o) — = = i) A Vy(Tochter-von(i, 3) A Vater-von(y, 1))
als Beispielaussage, so lisst sich der Beweisansatz zu Theorem (4-9) wie folgt nachvollziehen.
Zunichst bekommt man folgende Einzeliberginge:

0 mit [3.10], von V zu V;

{'AzA\y(Sohn-von(z, y) <> Kind-von(z, ) A minnlich(z))'} F

' (Sohn-von(o, i) A Az(Mutter-von(z, o) — = = i) A Vy(Tochter-von(i, 3) A Vater-von(y, 1))

>

Kind-von(o, i) A minnlich(o) A Az(Mutter-von(z, o) — x = i)

A Vy(Tochter-von(i, y) A Vater-von(y, 1)) '

O mit [3.9], von V5 zu V5

{'"Az/\y(Tochter-von(z, y) <> Kind-von(z, 4) A weiblich(z))'} -
'(Kind-von(o, i) A minnlich(o) A Az(Mutter-von(z, 0) — = i) A
Vy(Tochter-von(i, §) A Vater-von(y, i))

>

Kind-von(o, i) A minnlich(o) A Az(Mutter-von(z, o) — x = i)

A Vy(Kind-von(i, y) A weiblich(i) A Vater-von(y, 1)))'

o mit [3.8], von V5 zu V,
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{'AxA\y(Mutter-von(z, 3)) <> Elter-von(z, y) A weiblich(z))'} -
'(Kind-von(o, i) A minnlich(o) A Az(Mutter-von(z, 0) — x = i)

A Vy(Kind-von(i, y) A weiblich(i) A Vater-von(y, 1))

VRN

Kind-von(o, i) A minnlich(o) A Az(Elter-von(z, o) A weiblich(z) — x = i)

A Vy(Kind-von(i, 4) A weiblich(i) A Vater-von(y, 1))’

O mit [3.7], von V,; zu V,

{'AxA\y(Vater-von(x, y) <> Elter-von(z, 3) A minnlich(x))'} -

' (Kind-von(o, i) A minnlich(o) A Az(Elter-von(z, o) A weiblich(z) — x = i)
A Vy(Kind-von(i, y) A weiblich(i) A Vater-von(y, 1))

>

Kind-von(o, i) A minnlich(o) A Az(Elter-von(z, 0) A weiblich(z) — x = i)

A Vy(Kind-von(i, y) A weiblich(i) A Elter-von(y, i) A minnlich(y)))'

O mit [3.6], von V, zu V,

{'Az\y(Kind-von(z, ) <> Elter-von(y, 2))'} -

' (Kind-von(o, i) A minnlich(o) A Az(Elter-von(z, o) A weiblich(z) — z = i)
A Vy(Kind-von(i, y) A weiblich(i) A Elter-von(y, i) A minnlich(y))

>

Elter-von(i, 0) A minnlich(o) A Az(Elter-von(z, o) A weiblich(z) — = = 1)

A Vy(Elter-von(y, i) A weiblich(i) A Elter-von(y, i) A minnlich(y)))'

O mit [3.5], von V, zu V;

{'Az(minnlich(z) <> —weiblich(z))'} -

'(Elter-von(i, o) A minnlich(o) A Az(Elter-von(z, o) A weiblich(z) — x = i)
A Vy(Elter-von(y, i) A weiblich(i) A Elter-von(y, i) A minnlich(y))

“

Elter-von(i, o) A —weiblich(o) A Az(Elter-von(z, 0) A weiblich(z) — x = i)

A Vy(Elter-von(y, i) A weiblich(i) A Elter-von(y, i) A —weiblich(y)))'

Kombiniert man nun diese Ubergéinge kommt man

o mit [3.10], von V zu V;

{'Az\y(Sohn-von(z, ) «> Kind-von(z, 3) A minnlich(x))'} -

'(Sohn-von(o, i) A Az(Mutter-von(z, o) — z = i) A Vy(Tochter-von(i, y) A Vater-von(y, 1))
—

Kind-von(o, i) A minnlich(o) A Az(Mutter-von(z, o) — = = i) A

Vy(Tochter-von(i, 3) A Vater-von(y, 1)))'

o mit [3.10], und [3.9], von V zu V,,
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{'"AzA\y(Sohn-von(z, y) <> Kind-von(z, ) A minnlich(z))',

'"Az/\y(Tochter-von(z, 3) <> Kind-von(z, y) A weiblich(z))'} F

' (Sohn-von(o, i) A Az(Mutter-von(z, o) — = = i) A Vy(Tochter-von(i, 3) A Vater-von(y, 1))
>

Kind-von(o, i) A minnlich(o) A Az(Mutter-von(z, o) — = i)

A Vy(Kind-von(i, y) A weiblich(i) A Vater-von(y, 1)))'
© mit [3.10],, [3.9], und [3.8], von V zu V,,

{'"AxA\y(Sohn-von(z, y) <> Kind-von(z, ) A minnlich(z))',

'"AzAy(Tochter-von(z, ) <> Kind-von(z, y) A weiblich(z))',

'AxAy(Mutter-von(z, y) <> Elter-von(x, y) A weiblich(z))'} -

'(Sohn-von(o, i) A Ax(Mutter-von(z, o) — = = i) A Vy(Tochter-von(i, y) A Vater-von(y, 1))
—

Kind-von(o, i) A minnlich(o) A Az(Elter-von(z, o) A weiblich(z) — x = i)

A Vy(Kind-von(i, 4) A weiblich(i) A Vater-von(y, 1))’
© mit [3.10],, [3.9] 4, [3.8], und [3.7], von V zu V,

{'AzAy(Sohn-von(z, y) <> Kind-von(z, ) A minnlich(z))',

'AzAy(Tochter-von(z, y) <> Kind-von(z, y) A weiblich(z))',

'AzAy(Mutter-von(z, 3) <> Elter-von(z, ) A weiblich(z))',

'NzAy(Vater-von(z, y) <> Elter-von(z, 3) A minnlich(z))'} F

'(Sohn-von(o, i) A Ax(Mutter-von(z, o) — = = i) A Vy(Tochter-von(i, y) A Vater-von(y, i))
“

Kind-von(o, i) A minnlich(o) A Az(Elter-von(x, o) A weiblich(z) — x = 1)

A Vy(Kind-von(i, y) A weiblich(i) A Elter-von(y, i) A minnlich(y)))'
© mit [3.10],, [3.9] 4, [3.8]4, [3-7] 4 und [3.6], von V zu V,

{'AzAy(Sohn-von(z, y) <> Kind-von(z, ) A minnlich(z))',

'AzAy(Tochter-von(z, y) <> Kind-von(z, y) A weiblich(x))',

'AzA\y(Mutter-von(z, y) <> Elter-von(z, y) A weiblich(z))',

'"AzAy(Vater-von(z, y) <> Elter-von(z, ) A minnlich(z))',

'AzAy(Kind-von(z, y) <> Elter-von(y, ))'} +

'(Sohn-von(o, i) A Az(Mutter-von(z, o) — z = i) A Vy(Tochter-von(i, y) A Vater-von(y, 1))
>

Elter-von(i, 0) A minnlich(o) A Az(Elter-von(z, o) A weiblich(z) — z = i)

A Vy(Elter-von(y, i) A weiblich(i) A Elter-von(y, i) A minnlich(y)))'
© und letztendlich mit [3.10],, [3.9]4, [3-8], [3.7] s, [3-6], und [3.5], von V zu V;

{'AzAy(Sohn-von(z, y) <> Kind-von(z, ) A minnlich(z))',
'AxAy(Tochter-von(z, y) <> Kind-von(z, y) A weiblich(x))',
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'AzAy(Mutter-von(z, y) <> Elter-von(z, y) A weiblich(z))",
'"AzAy(Vater-von(z, y) <> Elter-von(z, 3) A minnlich(x)),
'AzAy(Kind-von(z, y) <> Elter-von(y, ))',
'"Az(minnlich(z) <> —weiblich(z))'}
'(Sohn-von(o, i) A Az(Mutter-von(z, o) — x = i) A Vy(Tochter-von(i, y) A Vater-von(y, 1))
>
Elter-von(i, o) A —weiblich(o) A Az(Elter-von(z, o) A weiblich(z) — = = i)
A Vy(Elter-von(y, i) A weiblich(i) A Elter-von(y, i) A —weiblich(y)))'
So wie hier exemplarisch vorgefiihrt, gibt es nach Theorem (4-9) zu jeder V-Aussage 1" eine

V;-Aussage I, so dass

{[3.10]a, [3.9]a, [3-8]4, [3.7]a, [3.6]a, [3.5]a} HT" > T,

Am Beispiel sollte auch verdeutlicht werden, dass unter den entsprechenden Voraussetzun-

gen ein solches I' mit Hilfe der entsprechenden A, ..., A, zu einem vorgegeben I'" — durch

wiederholte Elimination — effektiv konstruiert werden kann.
Dass eine Regulierung der Verwendung fir alle Kontexte, wie sie mit Definitionen gemil3
DP, DFB und DIB geleistet wird, wiinschenswert ist, hingt u.a. mit dem Problem der

unentscheidbaren Aussagen zusammen. Die folgenden Definitionen regulieren die

(Un)Entscheidbarkeitsrede fur LE-Sprachen:

(4-11) Definition. In ciner Sprache unentscheidbare Anssage
I ist genau dann unentscheidbar in S, wenn S eine LE-Sprache und I eine S-Aussage ist

und weder I noch —I" in S beweisbar sind.

(4-12) Definition. In einer Sprache entscheidbare Aussage
I ist genau dann entscheidbar in S, wenn S eine LE-Sprache und I eine S-Aussage ist und
I' oder —I" in S beweisbar sind.

Fir ADS-Sprachen gilt:

(4-13) Theorem. (Un)Entscheidbarkeit in ADS-Sprachen
Wenn S eine ADS-Sprache und T' eine S-Aussage ist, dann ist I" genau dann
(un)entscheidbar in S, wenn I' (un)entscheidbar durch {A | A ist Axiom oder Definition
von S} ist.
Viele der Aussagen, die in einer gegeben Sprache unentscheidbar sind, sind nicht »an siche
interessant. Dies gilt beispielsweise fur viele Aussagen, die Parameter enthalten. So wird kei-
ne der hier entwickelten Verwandtschaftssprachen die Aussage 'weiblich(x)' entscheiden,

ohne dass uns dies kimmern wiirde (zumindest sollte es uns nicht kimmern) — derartige

Aussagen interessieren nicht an sich, sondern nur in bestimmten Ableitungsverhiltnissen:
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Parameter sind eben nur dazu gedacht, in einem bestimmten Folgerungszusammenhang un-
spezifisch, aber fest gewihlte Gebilde zu vertreten, sie dienen aber nicht zur dauerhaften
Bezugnahme auf bestimmte Individuen, an deren Eigenschaften wir Interesse hatten.

Anders sieht es aus, wenn eine Aussage unentscheidbar ist, die in dem Sinne interessant ist,
dass wir wissen wollen, ob sie gilt oder nicht. So konnte uns etwa die V-Aussage
'Vx Vater-von(o, )" interessieren, obwohl sie in V nicht entscheidbar ist. Ist nun I" eine Aus-
sage, die nicht entscheidbar, aber interessant ist, dann verbringt man oft viel Arbeit mit Be-
weis- und Widerlegungsversuchen, bis man endlich merkt (und nachweisen kannl), dass die

Aussage unentscheidbar ist.

U undT' sind in S dquivalent genau dann, wenn S eine Sprache ist und I', " S-Aussagen sind

und die Bisubjunktion aus I" und I" in S beweisbar ist. Indem nun eine regelgemile Defini-

tion die Verwendung des definierten Ausdrucks fiir alle Kontexte reguliert und so seine
Eliminierbarkeit sicherstellt, ist es ausgeschlossen, dass es in der um die Definition erweiter-
ten Sprache unentscheidbare Aussagen gibt, die in dem Sinne »neuc sind, dass sie nicht in der
erweiterten Sprache zu bereits in der Ausgangssprache unentscheidbaren Aussagen dquiva-

lent sind:

(4-14) Theorem. Regelgemifse Definitionen verhindern snenec unentscheidbare Anssagen
Wenn S* eine Erweiterung von S um die Definitionen Ay, ..., A, und die atomaren Aus-
driicke i (der Kategorie Ky und der Stelligkeit s1), ..., py, (der Kategotie K, und der Stellig-
keit s,,) gemil den Definitionsregeln DP, DFB, DIB von S ist,
dann gibt es zu jeder S*-Aussage I", die in 5* unentscheidbar ist, eine S-Aussage I, so dass

I"und I in $* dquivalent sind und T bereits in S unentscheidbar ist.

Beweisansatz: Sei S* eine Erweiterung von S um die Definitionen Ay, ..., A, und die atomaren
Ausdriicke p (der Kategorie K und der Stelligkeit s1), ..., un (der Kategorie K, und der Stel-
ligkeit s,) gemil3 den Definitionsregeln DP, DFB, DIB von S. Dann sind S* und S ADS-
Sprachen und ferner gilt mit Theorem (4-9), dass es zu jeder S*-Aussage I" eine S-Aussage I"
gibt, so dass {A4, ..., An} = T" <> T". Sei nun B' eine in $* unentscheidbare S*-Aussage. Dann

gibt es eine S-Aussage B, so dass
{Ay, ..., A} - B' & B,
Sei B so. Wire nun B in S entscheidbar, dann wiirde gelten:

{A | Aist Axiom oder Definition von S} -+ B
oder

{A | Aist Axiom oder Definition von S} - —B

Nun ergibt sich aber aus der Voraussetzung, dass
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{A | Aist Axiom oder Definition von S*} =

{A | Aist Axiom oder Definition von S} U {Ay, ..., An}

Damit gilt dann zunachst:

{A | Aist Axiom oder Definition von $*} - B
oder

{A | Aist Axiom oder Definition von S$*} - —B.
Sodann gilt wegen {Ay, ..., An} - B' <> B, dass
{A | Aist Axiom oder Definition von $*} = B' <= B,

und damit, dass

{A | Aist Axiom oder Definition von S$*} - B'
oder
{A | Aist Axiom oder Definition von S$*} = —B',
was im Widerspruch zu der Annahme steht, dass B' in S* unentscheidbar ist.
Also ist B in S nicht entscheidbar, und da S eine LE-Sprache und B eine S-Aussage ist, ist B
unentscheidbar in S. Sodann ergibt sich mit {A | Aist Axiom oder Definition von $*}  B'
<> B, dass B' <> B in §* beweisbar ist. Also ist B' in $* zu einer S-Aussage B dquivalent, die

bereits in S nicht entscheidbar ist. m

Bezogen auf das obige Beispiel ist etwa 'V Vater-von(o, 2)' in V zu der V. Aussage

"Vz(Elter-von(o, ) A —weiblich(0))' dquivalent, die bereits in V; nicht entscheidbar war.

Ubung 4.1

Das Parallelenaxiom der Euklidischen Geometrie und die Kontinuumshypothese von
CANTOR sind zwei prominente Beispiele fiir in einer Sprache unentscheidbare, aber interes-
sante Aussagen. Wann wurde erkannt, dass das Parallelenaxiom nicht durch die restlichen
Axiome der Euklidischen Geometrie entschieden wird, und wann wurde erkannt, dass die
Kontinuumshypothese nicht durch die Axiome der ZERMELO-FRAENKEL-Mengenlehre ent-

schieden wird?

Ubung 4.2

L** sei die Inventarerweiterung von L* um den Pridikator 'Elter-von(.., ..)". Dann ist V, eine
Inventarerweiterung von L** um 'weiblich(..). Dann ist 'weiblich(.)' in V; nicht L**-
eliminierbar. Kann es sein, dass es eine parameterfreie L**-Formel A gibt, in der nur eine

Variable o frei ist, so dass die Aussage
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Aw(weiblich(w) <> A)

in V, beweisbar ist? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Ubung 4.3

'Kind-von(.., ..)' ist in V nicht V,-eliminierbar. Kann es sein, dass es eine V,-Aussage A° gibt,
die an Parametern nur zwei paarweise verschiedene Parameter 3, und §, zum Teilterm hat, so
dass die Bisubjunktion aus 'Kind-von(B;, 8,)' und A°® aus der Menge der Axiome und Defini-

tionen von Vy ableitbar ist? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Ubung 4.4
a) Eliminieren Sie 'Kind-von(.., ..)' in den folgenden V-Aussagen bzgl. der V-Definition

dieses Pradikators (d.h.: Leiten Sie aus der Einermenge der V-Definition dieses Pridikators
die Bisubjunktion aus der vorgegebenen Aussage und einer V-Aussage I, die

'"Kind-von(.., ..)" nicht zum Teilausdruck hat, ab):

®  VzVy Kind-von(z, v)
@ Kind-von(o, h) A —=Kind-von(h, o)

b) Eliminieren Sie 'Sohn-von(.., ..)" in den folgenden V-Aussagen bzgl. der V-Definition

dieses Pradikators:

®  VzVy(Sohn-von(o, ) A Sohn-von(z, y) A minnlich(y))
@ —Vx Sohn-von(, )

c) Eliminieren Sie "Tochter-von(.., ..)" in den folgenden V-Aussagen bzgl. der V-Definition

dieses Pradikators:

®  VzVySohn-von(o, ) A Tochter-von(z, y) A minnlich(y))
@  Az(Vy Mutter-von(z, y) — Vz Tochter-von(z, 2))

Ubung 4.5
a) Sei V,* die Erweiterung von V,; um die Definition

AzAy(Kind-von(z, y) — (Sohn-von(z, y) <> Kind-von(z, y) A minnlich(z))).
Dann ist 'Sohn-von(.., ..)" in V * nicht relativ auf V,; eliminierbar. Geben Sie eine V,*-

Aussage I" an, die an Parametern nur zwei paarweise verschiedene Parameter 3, und 83, zum

Teilterm hat und zu der es keine V,;-Aussage A° gibt, so dass A° an Parametern nur 3, und
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B, zum Teilterm hat und die Bisubjunktion aus I" und A® in V * beweisbar ist. Begriinden
Sie Thre Angabe.

b) Sei V,,* die Erweiterung von V,, um die Definition
AzAy(Tochter-von(z, y) — Kind-von(z, y) A weiblich(z)).

Dann ist "Tochter-von(.., ..)' in V,,* nicht relativ auf V,;-eliminierbar. Gibt es eine parameter-
freie V,;-Formel A, in der héchstens paarweise verschiedene Variablen &, &, frei sind, so dass

die Aussage
NeiNE(Tochter-von(éy, &) <> A)

in V,* beweisbar ist? Begriinden Sie Thre Antwort.
c) Sei V¢* die Erweiterung von Vg um die Definition
Az(Vy Kind-von(z, y) <> Vy Elter-von(y, 2)).
Dann gilt, dass es keine V,-Aussage I" gibt, so dass die Bisubjunktion aus 'Kind-von(x, y)'
und I' in V* beweisbar ist. Ist 'Kind-von(.., ..)" in V¢* relativ auf V, eliminierbar? Gentigt
'Az(Vy Kind-von(z, y) <> Vy Elter-von(y, 2))' dem Kriterium der Eliminierbarkeit bzgl. V.,
und 'Kind-von(.., ..)"? Begriinden Sie Ihre Antworten.

d) Sei V,5* die Erweiterung von V; um die Definition

AxAy((Tochter-von(z, 4) v Sohn-von(z, 1))

-

(Kind-von(z, y) A weiblich(z)) v (Kind-von(z, y) A minnlich(z)))
und die zweistelligen Pridikatoren 'Sohn-von(.., ..)" und "Tochter-von(.., ..)". Dann sind weder
"Tochter-von(.., ..)' noch 'Sohn-von(.., ..)" in V,5* relativ auf V,; eliminierbar.

Gibt es eine parameterfreie V,;-Formel A, in der héchstens zwei paarweise verschiedene
Variablen €, &, frei sind, so dass eine Aussage der in Theorem (4-5) verlangten Art fiir "Toch-
ter-von(.., ..)' in V ;¥ beweisbar ist, und gibt es eine parameterfreic V,;-Formel A’, in der
hochstens zwei Variablen &, &, frei sind, so dass eine Aussage der in Theorem (4-5) verlang-
ten Art fiir 'Sohn-von(.., ..)" in V ;* beweisbar ist? Begriinden Sie IThre Antworten.

e) Sei V* die Erweiterung von V um die Definition

Az(zeugte-sich-selbst(z, ) <> Vater-von(z, z))
und den zweistelligen Pradikator 'zeugte-sich-selbst(.., ..)". Dann ist
"zeugte-sich-selbst(.., ..)' in V* nicht V-eliminierbar. Geben Sie eine V*-Aussage 1" an, die an
Parametern nur zwei paarweise verschiedene Parameter 3, und {8, zum Teilterm hat und zu
der es keine V-Aussage A gibt, so dass A an Parametern nur 3, und {3, zum Teilterm hat und

die Bisubjunktion aus I und A in V* beweisbar ist. Begriinden Sie Thre Angabe.
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Ubung 4.6

a) Geben sie zu den folgenden V-Aussagen V;-Aussagen an, so dass jeweils die Bisubjunk-
tion aus der V-Aussage und der V;-Aussage in V beweisbar ist, und fiihren Sie einen Beweis,

der dies zeigt:

®  Vz(Kind-von(z, i) A = Z = 0)
@  VyVz(Sohn-von(h, 2) A Sohn-von(y, 2) A =y = h)

b) Die Aussagen unter a) sind in V nicht entscheidbar. Begriinden Sie, warum die von Ih-
nen gefundenen V;-Aussagen — unter der Voraussetzung, dass Sie a) korrekt gelost haben —

in V; nicht entscheidbar sein kénnen.
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4.2 Nichtkreativitat und Konservativitat

(4-15) Definition. Kriterium der NiCAtKreQtiVitart ...........c.cecueecieeeiieeiiieeiieesseeesesesieesteesssaessaaesseas 98
(4-16) Definition. KONServative EFWEItEIUNG ............cueecueeeveesiireeieeesiseesisssssseessesesssesssssssssessssasiseens 99
(4-17) Theorem. Konservative Erweiterung und Beweisbarkeit von Aussagen der Ausgangssprache............. 99
(4-18) Theorem. Konservative Erweiterung und INKONSISTENZ ............cceveevuerienienienienieeienieesee sttt 99
(4-19) Theorem. Konservative Erweiterung Und KONSISEENZ ............cccueeeeeeceesiieeeieesieeeseeesieeseeeseeenseeeneeenns 100
(4-20) Theorem. Kriterium der Nichtkreativitdt und Konservativitdt von Erweiterungen.............c.cccveeuvenn. 100
(4-21) Theorem. DP garantiert NiCAtKI@AEIVITAT ...........cccuveerieiiereeiieiie ettt ettt sttt 101
(4-22) Theorem. DP, DFB, DIB garantieren NiCHtKreQtiVitat .............ccueeueevueenveeeeiieesiieeseeeseeseeeseeenseeeseeenne 102
(4-23) Theorem. Transitivitdt der konservativen ErWEIterUNG .............ccueecveevueeeveesiveeeeesireesiseesseessseseseenns 102

(4-24) Theorem. Allgemeines Konservativitétstheorem fiir DP, DFB, DIB

Definitionen sollen nicht nur die Verwendung des definierten Ausdrucks fir alle Kontexte
regulieren, also die Eliminierbarkeit des definierten Ausdrucks relativ auf die Ausgangsspra-
che garantieren, sondern sie sollen auch nur die Verwendung des definierten Ausdrucks regu-
lieren — Definitionen sollen nichtkreativ sein bzw. dem Kriterium der Nichtkreativitit genti-

gen. Dazu wird festgelegt:

(4-15) Definition. Kriterium der Nichtkreativitit
A geniigt dem Kriterinm der Nichtkreativitit beziiglich S
gdw
S ist eine ADS-Sprache und es gibt ein S', so dass
(i) S'istgleich S
oder
S ist eine Inventarerweiterung von S um atomare Ausdriicke p (der Kategotie K1
und der Stelligkeit s1), ..., p, (der Kategorie K, und der Stelligkeit s,),
(i) A ist eine S'-Aussage und
(iti) Fiir alle S-Aussagen I gilt: Wenn {A | A ist Axiom oder Definition von S} u {A}
T, dann {A | Aist Axiom oder Definition von S} +T..

Nicht nur im Zusammenhang mit Definitionen redet man davon, dass eine Sprache eine
konservative Erweiterung einer anderen Sprache ist, wenn sich in der erweiterten Sprache

keine Aussagen der Ausgangssprache beweisen lassen, die nicht bereits in dieser selbst be-

weisbar waren. Dazu wird festgelegt:
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(4-16) Definition. Konservative Erweiterung
S* ist eine konservative Erweiterung von S
gdw
S* ist eine Erweiterung von S und fiir alle S-Aussagen I gilt: Wenn I' in S* beweisbar ist,
dann ist ' in § beweisbar.
Das folgende Theorem besagt, dass in einer konservativen Erweiterung einer Sprache genau

die Aussagen der Ausgangssprache beweisbar sind, die in der Ausgangssprache selbst be-

weisbar sind:

(4-17) Theotem. Konservative Erweiternng und Beweisbarkeit von Aussagen der Ausgangssprache
Wenn S$* eine konservative Erweiterung von § ist, dann gilt fiir alle S-Aussagen I':
I ist in $* beweisbar gdw I"ist in S beweisbar.

Beweisansatz: Sei S* eine konservative Erweiterung von S. Dann ergibt sich aus Definition
(4-16), dass S* eine Erweiterung von S ist und dass fiir alle S-Aussagen I" gilt: Wenn I" in S*
beweisbar ist, dann ist I' in S beweisbar. Sodann ergibt sich daraus, dass S* eine Erweiterung
von S ist, und Theorem (2-4), dass fir alle S-Aussagen I' gilt: Wenn I in S beweisbar ist, dann
ist I auch in $* beweisbar. Damit gilt dann fir alle S-Aussagen I': I" ist genau dann in S* be-

weisbar, wenn I" in S beweisbar ist. m

Das folgende Theorem besagt, dass eine konservative Erweiterung einer Sprache genau dann

inkonsistent ist, wenn die Ausgangssprache inkonsistent ist:

(4-18) Theorem. Konservative Erweiterung und Inkonsistenz,
Wenn S* eine konservative Erweiterung von § ist, dann:

S* ist eine inkonsistente LE-Sprache gdw S ist eine inkonsistente LE-Sprache.

Beweisansatz: Sei S* eine konservative Erweiterung von S. Dann ergibt sich zundchst aus Defi-
nition (4-16), dass S* eine Erweiterung von S ist, womit S* und S LE-Sprachen sind. Sei nun
S* eine inkonsistente LE-Sprache. Dann gibt es nach Definitionen (2-36) und (2-37) eine S*-
Aussage A', so dass sowohl A' als auch —A" in S* beweisbar sind. Sei A' so. Da dann in S*
auch (A' A —A") — T fiir beliebige S*-Aussagen I' beweisbar ist, ist in S* jede S*-Aussage I"
beweisbar.

Nun gibt es (da S eine LE-Sprache ist und S* eine Erweiterung von S ist) eine S-Aussage A,
die auch eine S*-Aussage ist. Sei A# so gewihlt. Dann sind in $* sowohl A# als auch —A# be-
weisbar. Beide Aussagen sind aber S-Aussagen und somit (da S* eine konservative Erweite-
rung von S ist) bereits in S beweisbar. Also ist S eine inkonsistente LE-Sprache.

Sei nun S eine inkonsistente LE-Sprache. Dann gibt es eine S-Aussage A, so dass sowohl A
als auch —A in S-beweisbar sind. Sei A so. Da nun S* eine Erweiterung von S ist, gilt damit,

dass A und —A in S* beweisbar sind und somit ist auch S* eine inkonsistente LE-Sprache. m
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Ist $* eine konservative Erweiterung von S, dann gilt mit (4-18) auch, dass S* genau dann

konsistent ist, wenn S konsistent ist:

(4-19) Theorem. Konservative Erweiterung und Konsistenz
Wenn S* eine konservative Erweiterung von S ist, dann:

S* ist eine konsistente LE-Sprache gdw S ist eine konsistente LE-Sprache.

Beweisansatz: Sei S* eine konservative Erweiterung von S. Dann ergibt sich zundchst aus Defi-
nition (4-16), dass S* eine Erweiterung von S ist, womit S* und S LE-Sprachen sind. Sei nun
S* eine konsistente LE-Sprache. Dann ist nach Definition (2-37) S* keine inkonsistente LE-
Sprache. Dann ist mit Theorem (4-18) S keine inkonsistente LE-Sprache. Dann ist mit Theo-

rem (2-38) S eine konsistente LE-Sprache. Die Rechts-Links-Richtung zeigt man analog. m

Geht man also von einer konsistenten LE-Sprache S zu einer konservativen Erweiterung S*
von § tber, dann stellt sich die Konsistenzfrage fir S* nicht. Ist dagegen S* cine Erweite-

rung von S, aber keine konservative Erweiterung von S, dann stellt sich die Konsistenzfrage.

Das nichste Theorem stellt einen Zusammenhang zwischen dem Kriterium der Nichtkrea-

tivitit und konservativen Erweiterungen her:

(4-20) Theorem. Kriterium der Nichtkreativitit und Konservativitit von Erweiterungen
Wenn A beziiglich S dem Kriterium der Nichtkreativitit gentigt und S* eine Erweiterung
von § um die Definition A und den atomaren Ausdruck p ist, dann ist S* eine konservative

Erweiterung von S.

Beweisansatz: Gentige A beztglich S dem Kriterium der Nichtkreativitit und sei S* eine Erwei-
terung von S um die Definition A und den atomaren Ausdruck p. Dann ergibt sich aus der

Annahme, dass A beziliglich S dem Kriterium der Nichtkreativitit geniigt und Definition

(4-15), dass S eine ADS-Sprache ist und dass es ein S" gibt, so dass S' gleich S ist oder dass S'
eine Erweiterung von S um atomare Ausdricke w1 (der Kategorie K1 und der Stelligkeit s1),

.. Un (der Kategorie K, und der Stelligkeit s,) ist, A eine S'-Aussage ist und fiir alle S-
Aussagen gilt: Wenn {A | Aist Axiom oder Definition von S} u {A} T, dann {A | Aist
Axiom oder Definition von S} = I'. Sei §' so wie verlangt. Nun ergibt sich daraus, dass S* ei-
ne Erweiterung von S um die Definition A und den atomaren Ausdruck w ist, mit den Defini-

tionen (2-28) und (2-32), dass S* eine ADS-Sprache ist und dass
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{A | Aist Axiom oder Definition von S*}

{A | Aist Axiom oder Definition von S} u {A}.
Also gilt fiir alle S-Aussagen I': Wenn {A | Aist Axiom oder Definition von S*} F T', dann
{A | Aist Axiom oder Definition von S} = I'. Da S und S* ADS-Sprachen sind, gilt damit
fir alle S-Aussagen I': Wenn I' in S* beweisbar ist, dann ist I" in S beweisbar. Sodann ergibt
sich aus den Annahmen, dass S* eine Erweiterung von S ist. Damit gilt dann mit Definition

(4-16), dass S* eine konservative Erweiterung von S ist. m

Erfreulicherweise gilt nun:

4-21) Theorem. DP garantiert Nichtkreativitit
&

() Wenn S* eine Erweiterung von S um die Definition A und den n-stelligen Pridikator @
gemil der Definitionsregel DP von S ist, dann gentigt A beziiglich S dem Kriterium der
Nichtkreativitit.

(i) Wenn S* eine Erweiterung von S um die Definition A und den n-stelligen Pridikator @

gemilB der Definitionsregel DP von S ist, dann ist $* eine konservative Erweiterung von

S.

Beweisansatz: Sei S* eine Erweiterung von S um die Definition A und den n-stelligen Pridika-
tor @ gemil} der Definitionsregel DP von S. Mit Theorem (2-50) gilt dann, dass S, S* ADS-

Sprachen sind und S* eine Erweiterung von S um die Definition A und den Pridikator @ ist,
DP ecine Definitionsregel von S ist und es ein S* gibt, so dass S* eine Inventarerweiterung
von S um den Pridikator @ ist und A in §* gemill DP als Definition gesetzt werden darf. Sei

S+ wie verlangt. Dann ist A eine S™-Aussage der Gestalt

Ny L NEN(DE, ..., 8 © A),
wobei A eine parameterfreie S-Formel ist, in der hochstens &, ..., &, frei sind.

Zu (i): Sei nun I" eine S-Aussage und gelte {A | A ist Axiom oder Definition von S} u {A}
F I'. Damit gibt es eine Ableitung 2 von I' aus {A | A ist Axiom oder Definition von S} u
{A}. Sei 2 so. Dann lisst sich @ in den Satzaussagen aller Glieder von 2l so eliminieren, dass
ein ' resultiert, das eine Ableitung von I" aus

{A | Aist Axiom oder Definition von S} u {A% ...AZ(A & A)}

ist. Damit gilt dann:

{A | Aist Axiom oder Definition von S} U {A%; ...A&(A & A)} - T.

Nun gilt aber auch = A% ... A& (A <> A) und damit
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{A | Aist Axiom oder Definition von S} T

Also gilt fur alle S-Aussagen I': Wenn {A | A ist Axiom oder Definition von S} u {A} T,
dann {A | A ist Axiom oder Definition von S} F I'. Also gibt es mit S* ein S, so dass S’
gleich S ist oder S' eine Inventarerweiterung von S um einen atomaren Redeteil (nimlich @)
ist, A eine S'-Aussage ist und fiir alle S-Aussagen I' gilt: Wenn {A | A ist Axiom oder Defini-
tionvon S} U {A} 1T, dann {A | Aist Axiom oder Definition von S} F I'. Somit geniigt A
gemil} Definition (4-15) beztiglich S dem Kriterium der Nichtkreativitit.

Nun zu (ii). S* ist eine Erweiterung von S um die Definition A und den Pridikator @ und
nach (i) gentigt A beztglich S dem Kiriterium der Nichtkreativitit. Daraus ergibt sich mit

Theorem (4-20), dass S* eine konservative Erweiterung von S ist. m

Wieder lisst sich fir DFB und DIB das Gleiche zeigen (wenn auch nicht vollig analog!), so

dass insgesamt gilt:

(4-22) Theortem. DP, DFB, DIB garantieren Nichtkreativitit
(i) Wenn S* eine Erweiterung von S um die Definition A und den atomaren Ausdruck p
gemil den Definitionsregeln DP, DFB, DIB von § ist, dann gentigt A beziiglich S dem
Kriterium der Nichtkreativitit.
(i) Wenn S* eine Erweiterung von S um die Definition A und den atomaren Ausdruck p.
gemil der Definitionstegeln DP, DFB, DIB von § ist, dann ist $* eine konservative

Erweiterung von S.

Man beachte, dass die Relation der konservativen Erweiterung fir LE-Sprachen transitiv ist:

(4-23) Theorem. Transitivitit der konservativen Erweiterung
Wenn S* eine konservative Erweiterung von S' und S eine konservative Erweiterung von S
ist, dann ist $* eine konservative Erweiterung von S.
Wie die Eliminierbarkeit regelgemil3 definierter Ausdriicke so setzt sich damit auch die Kon-
servativitit regelgemien Definierens von Erweiterung zu Erweiterung fort. Insbesondere
ailt:
(4-24) Theorem. A/jgenmeines Konservativititstheorem fiir DP, DFB, DIB
Wenn S* eine Erweiterung von S um die Definitionen Ay, ..., A, und die atomaren Aus-
driicke 1 (der Kategorie Ky und der Stelligkeit 1), ..., w, (der Kategorie K, und der Stellig-
keit s,) gemil den Definitionsregeln DP, DFB, DIB von § ist, dann ist $* eine konservati-
ve Erweiterung von S.
In den folgenden Ubungen und in Kapitel 5.1 wird gezeigt, wie umgekehrt VerstoBe gegen
DP dazu fihren koénnen, dass Erweiterungen um Definitionen (und atomare Ausdriicke)

keine konservativen Erweiterungen der Ausgangssprache sind.
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Ubung 4.7
a) Die L*-Aussage 'VzVy —x = 3/ ist in L* nicht beweisbar. Weisen Sie nach, dass V, keine

konservative Erweiterung von L* ist.

b) 1" sei die Erweiterung von L* um das Axiom 'VaVyVz(—z = y A =7 = 2 A —y = 2)". Be-
grunden Sie, dass L" keine konservative Erweiterung von L* ist.

c) Benutzen Sie die Ergebnisse von Ubung 3.2, um zu begriinden, dass V, keine konserva-
tive Erweiterung von V| ist, V, keine konservative Erweiterung von V| ist, V; keine konser-

vative Erweiterung von V, und V; keine konservative Erweiterung von V, ist.

Ubung 4.8
V° sei die Erweiterung von V um die Definition
Az(Tochter-von-Inge(z) <> Tochter-von(z, i)) A Vz Tochter-von-Inge(z).

und den Pridikator "Tochter-von-Inge(..)". Begriinden Sie unter Verwendung der Informati-

onen aus Ubung 4.6, dass V° keine konservative Erweiterung von V ist.

Ubung 4.9
V" sei die Erweiterung von V, um die Definition 'Az(minnlich(z) A —weiblich(z))'. Weisen

Sie nach, dass V,” keine konservative Erweiterung von V ist.

Ubung 4.10
V' sei die Erweiterung von V um die Definition 'AzAy(Tochter(z) <> Elter-von(y, ) A weib-

lich(z))'. Weisen Sie nach, dass V* keine konservative Erweiterung von V ist. Dabei kénnen

Sie voraussetzen, dass V eine konsistente LE-Sprache und eine ADS-Sprache ist.
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4.3 Definitorische Erweiterung

(4-25) Definition. DefinitoriSChe ErWeItErUNG ............cccuevueeoueeieeiieieeieeieeie ettt ete e eae e 104
(4-26) Theorem. Definitorische Erweiterung bei passendem ErweiterungsverhGItnis .............ccceevvevvveecueenns 104
(4-27) Theorem. DP, DFB, DIB garantieren definitorische Erweiterungen ..............ccceeeueeeeescueesseescensniennnns 105
(4-28) Theorem. Transitivitdt der definitorischen ErWeiterung ............cc..cccveeeeiiueeeeeiiveeesireeeeiieeesesveeessnnens 105

Definitionen sollen insgesamt zu definitorischen Erweiterungen fithren: Definierte Ausdri-
cke sollen eliminierbar sein und die Erweiterung um Definitionen und die definierten Aus-

driicke soll eine konservative Erweiterung der Ausgangssprache sein. Dazu wird festgelegt:

(4-25) Definition. Definitorische Erweiterung
S* st eine definitorische Erweiterung von S um die atomaren Ausdriicke pa (der Kategorie Ky und der
Stelligkeit 81), ..., n (der Kategorie K,, und der Stelligkeit s,,)
gdw
S* ist eine Erweiterung von S und
(i) Esgibtein S, so dass S' eine Inventarerweiterung von S um die atomaren Ausdrii-
cke w1 (der Kategorie K und der Stelligkeit s1), ..., p, (der Kategotie K, und der
Stelligkeit s, ist und das Inventar von $* gleich dem Inventar von S ist,
(i) Die atomaren Ausdricke p; (der Kategorie Ky und der Stelligkeit s1), ..., p, (der
Kategorie K, und der Stelligkeit s,) sind S-eliminierbar in S*,

(iii) S* ist eine konservative Erweiterung von S.
Das folgende Theorem gibt Auskunft iiber einen hier interessanten Spezialfall:

(4-26) Theorem. Definitorische Erweiterung bei passenden Erweiterungsverhltnis
Wenn S* eine Erweiterung von S ist und es ein S gibt, so dass S' eine Inventarerweiterung
von S um die atomaren Ausdriicke p1 (der Kategorie K1 und der Stelligkeit s1), ..., p, (der
Kategorie K, und der Stelligkeit s,) ist und das Inventar von S* gleich dem Inventar von S'
ist, dann:
S* ist eine definitorische Erweiterung von S um die atomaren Ausdriicke 1 (der Katego-
tie K1 und der Stelligkeit s1), ..., p, (der Kategorie K, und der Stelligkeit s,)
gdw
(i) Die atomaren Ausdriicke pi1 (der Kategorie Ky und der Stelligkeit 1), ..., p, (der
Kategorie K, und der Stelligkeit s,) sind S-eliminierbar in $* und
(i) S* ist eine konservative Erweiterung von S.

Nicht jede definitorische Erweiterung findet durch das Setzen von Definitionen statt. Man
erweitere etwa das Inventar von L um den zweistelligen (exklusiven) Disjunktor ' v_ '

(lies: "entweder__, oder__") und setze folgende Einfithrungs- und Beseitigungsregeln:
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(DE) Wenn man die Bisubjunktion aus einer Aussage A und der Negation einer Aussage B
gewonnen hat, dann darf man die Disjunktion aus A und B folgern.
(DB) Wenn man die Disjunktion aus einer Aussage A und einer Aussage B gewonnen hat,

dann darf man die Bisubjunktion aus A und der Negation von B folgern.

Die resultierende Erweiterung ist dann eine definitorische Erweiterung von L um den zwei-
stelligen Junktor ' v__ '

Ferner resultiert nicht jede Setzung einer Definition in einer definitorischen Erweiterung
der Ausgangssprache (man betrachte dazu die Ergebnisse der Ubungen zu 4.1 und 4.2); al-
lerdings gilt folgender erfreulicher Zusammenhang:

(4-27) Theotem. DP, DEB, DIB garantieren definitorische Erweiterungen
Wenn S* eine Erweiterung von S um die Definitionen Ay, ..., A, und die atomaren Aus-
driicke 1 (der Kategorie Ky und der Stelligkeit 1), ..., ., (der Kategorie K, und der Stellig-
keit s,) gemill den Definitionsregeln DP, DFB, DIB von S ist,
dann ist $* eine definitorische Erweiterung von S um die atomaren Ausdriicke p; (der Ka-
tegorie K und der Stelligkeit s1), ..., w, (der Kategorie K, und der Stelligkeit s,).
DP, DFB und DIB garantieren damit, dass regelgemil3e Definitionen zumindest in formaler
Hinsicht genau das leisten, was sie leisten sollen: Sie regeln die Verwendung des definierten
Ausdrucks fir alle Kontexte und garantieren seine Ersetzbarkeit durch Grundausdriicke
(Eliminierbarkeit). Sie legen nur die Verwendung des definierten Ausdrucks fest und verin-
dern nicht >heimlich« die Bedeutung anderer Ausdriicke oder verursachen gar die Inkonsis-
tenz der erweiterten Sprache (Konservativitiat bzw. Nichtkreativitit).

Die Relation der definitorischen Erweiterung ist fir LE-Sprachen beziiglich der ersten und

zweiten Stelle transitiv:

(4-28) Theorem. Transitivitit der definitorischen Erweiterung

Wenn S* eine definitorische Erweiterung von S' um die atomaren Ausdriicke i, ..., py, ist
und S eine definitorische Erweiterung von S um die atomaren Ausdriicke vy, ..., v, ist, dann
ist S* eine definitorische Erweiterung von S um die atomaren Ausdriicke vy, ..., v, und pi,
T

Aus der Benutzer-Perspektive erlauben definitorische Erweiterungen eine saubere begriffliche
Zusammenfassung bereits in einer Sprache ausdriickbarer Zusammenhinge und eine grofere
Handlichkeit der Sprache im Gebrauch bei gesicherter formaler Korrektheit.

Aus einer Betrachter-Perspektive zeichnen sich definitorische Erweiterungen dabei gleichzeitig

dadurch aus, dass sie eine gewisse Uberschaubarkeit in der metatheoretischen Untersuchung

garantieren. Ist etwa S* eine definitorische Erweiterung von § um atomare Ausdriicke, dann

ist $* auch eine konservative Erweiterung von S. Damit kann etwa ein Konsistenznachweis
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fur $* erfolgen, indem ein entsprechender Nachweis fiir S durchgefiihrt wird, denn wenn S*
eine konservative Erweiterung von § ist, dann gilt nach Theorem (4-18): Wenn § konsistent

ist, dann ist auch $* konsistent.

Eine wesentliche Erhohung der Uberschaubarkeit fiir metatheoretische Untersuchungen
lisst sich erreichen, wenn noch weitere Informationen zur Verfiigung stehen, die es erlauben,
Untersuchungen einer Sprache S auf Untersuchungen einer Ausgangssprache S zu reduzie-
ren.

Sei etwa S* eine Erweiterung von S um die Definitionen Ay, ..., A, und die atomaren Aus-
driicke p, (der Kategorie K, und der Stelligkeit s,), ..., u, (der Kategorie K und der Stellig-
keit s,) gemil3 den Definitionsregeln DP, DFB, DIB von S. Angenommen, man fragt sich,
ob eine S*-Aussage 1" in $* beweisbar ist.

Dann kann man sich oft viel Arbeit sparen, indem man mit Hilfe von A, ..., A, die Aus-

dricke py, ..., g, aus I eliminiert (T 4.1.2). Fir die so gewonnene S-Aussage I" gilt dann
(Al ..y A T o T
Sodann ergibt sich aus den gemachten Voraussetzungen, dass S* und S ADS-Sprachen sind,

dass I' genau dann in S* beweisbar ist, wenn I" in S beweisbar ist, und dass

{A | Aist Axiom oder Definition von S*} =

{A | Aist Axiom oder Definition von S} U {Ay, ..., An}

Damit gilt dann insgesamt:

I ist in S* beweisbar

gdw

{A | Aist Axiom oder Definition von S*} I
gdw

{A | Aist Axiom oder Definition von $*} - T°
gdw

{A | Aist Axiom oder Definition von S} —T°

Sei nidmlich I" in S* beweisbar. Dann gilt

{A | Aist Axiom oder Definition von S$*} —T"
Da nun auch gilt: {A,, ..., A} FT" T und {A, ..., A} € {A | Aist Axiom oder Defini-
tion von S*} ergibt sich:

{A | Aist Axiom oder Definition von $*} - T°

und damit, dass I" in S* beweisbar ist. Damit ist I" auch in S beweisbar und somit gilt, dass
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{A | Aist Axiom oder Definition von S} T

Gelte nun umgekehrt, dass

{A | Aist Axiom oder Definition von S} T

Dann ist I' in S und somit in $* beweisbar, woraus sich ergibt:

{A | Aist Axiom oder Definition von $*} T,

woraus sich mit {A,, ..., A} = T" <> T" wieder ergibt:

{A ] Aist Axiom oder Definition von S$*} T

Damit gilt schlussendlich, dass I" in S* beweisbar ist.

Man kann also die Frage, ob I in S* beweisbar ist, auf die Frage reduzieren, ob I" aus der
Menge der Axiome und Definitionen von S folgt. Dabei gilt, dass die letztere Frage oft we-
sentlich einfacher zu beantworten ist als die erstere. So macht es etwa einen betrdchtlichen
Unterschied, ob man fiir eine Non-Sequitur-Diagnose alle 10 Axiome und Definitionen von
V (mit 11 materialen Teilausdriicken) interpretieren muss oder ob man sich auf die vier V-

Axiome (mit fiinf materialen Teilausdriicken) beschrinken kann.

Ubung 4.11

Die Sprachen seien jeweils wie in den Ubungen zu 4.1 und 4.2 vorgegeben. Begriinden Sie
unter Ruckgriff auf die dortigen Ergebnisse bzw. Aufgabenstellungen:

a) V, ist keine definitorische Erweiterung von L* um die Pridikatoren 'weiblich(..)' und 'El-
ter-von(.., ..)" (vgl. Ubung 4.7 a)).

b) Vj ist keine definitorische Erweiterung von V, um den Pridikator 'Kind-von(.., ..)" (vgl.
Ubung 4.3).

c) V;* ist keine definitorische Erweiterung von V,; um die Pridikatoren "Tochter-von(..,
.)' und 'Sohn-von(.., ..)" (vgl. Ubung 4.5 d)).

d) V* ist keine definitorische Erweiterung von V um den zweistelligen Pridikator 'zeugte-
sich-selbst(.., ..)' (vgl. Ubung 4.5 €)).

e) V° ist keine definitorische Erweiterung von V um den Pridikator "Tochter-von-Inge(..)’
(vgl. Ubung 4.8).

f) V" ist keine definitorische Erweiterung von Vy um den Pridikator 'minnlich(..)" (vgl.
Ubung 4.9).

g) V' ist keine definitorische Erweiterung von V um den Pridikator 'Cousin(..)' (vgl. Ubung

4.10).
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Ubung 4.12 (nach Absolvierung von D: 5.2.1 zu bearbeiten)
a) Zeigen Sie, dass die folgenden Vi -Aussagen in V; nicht entscheidbar sind:

®  Vz(Blter-von(i, ) A = = = o)
@  VyVz(Elter-von(z, h) A =weiblich(h)) A (Elter-von(z, y) A —weiblich(y)) A —y = h)

b) Begriinden Sie unter Verwendung der Ergebnisse von a) und Ubung 4.6 a), dass die V-

Aussagen

0 VaKind-von(z, ) A =z = o)
@  VyVz(Sohn-von(h, 2) A Sohn-von(y, 2) A —y = h)

in V nicht entscheidbar sind.
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In diesem Kapitel soll zunichst ein gewisses Verstindnis fur die Funktionsweise von DP,
einer Version der Gblichen Regel fiir die Explizit- oder unbedingte Definition von Pridikato-
ren, erreicht werden. Dazu wird insbesondere erliutert, wie Versto3e gegen die einzelnen
Regelklauseln dazu fihren konnen, dass der Kandidat fir eine Definitionsaussage das Krite-
rium der Eliminierbarkeit oder Nichtkreativitit nicht erfillt bzw. dass die Erweiterung der
Ausgangssprache um diesen Kandidaten und atomare Ausdriicke nicht wie gewtnscht eine
definitorische Erweiterung ist (5.1). Sodann sollen Sie das Definieren von Pridikatoren ge-

mil DP eintiben (5.2).

5.1 Erlauterung der Regel

Zunichst noch einmal die Regel, deren einzelne Klauseln im Anschluss zunachst kursorisch

und dann ausfuhrtlicher erlautert werden:

DP) Wenn:

a) &, ..., &, sind paarweise verschiedene Vatiablen von § (n = 1),
b) S'ist eine Inventarerweiterung von S um den n-stelligen Pridikator @,
¢ Adisteine Formel von S, fiir die gilt:

ca) in A sind hochstens &, ..., &, frei,

cb) in A ist kein S-Parameter Teilterm,
d) I'isteine Aussage der Form:

Ne  NE(DE, ..., &) < D),

dann darf man T in S' definitorisch setzen.

5.1.1 Kursorische Erlauterungen

Zu (d): Die Definitionsaussage muss die Gestalt einer (mehrfach) universalquantifizierten

Bisubjunktion haben (E/iminierbarkeit und Nichtkreativitafl).
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Zu (d): Die Definiendumformel muss eine atomare Formel sein; d.h., auf der linken Seite
der Bisubjunktion darf keine molekulare Formel stehen (Eliminierbarkeit)).

Zu (a): In der Definiendumformel kommt jede Variable, die vorkommt, genau einmal vor
(Eliminierbarketl).

Zu (¢): Das Definiens ist eine Formel der Ausgangssprache (E/iminierbarkeit)).

Zu (ca): Im Definiens kommen hochstens die Variablen frei vor, die auch in der Definien-
dumformel vorkommen (Nichtkreativitatl).

Zu (¢b): Im Definiens kommt kein Parameter vor (Anziehbarkeit!).

Zu (b): Das Definiendum ist kein Ausdruck der Ausgangssprache; das Definiendum muss

neu sein (Nichtkreativitatl).

5.1.2 Ausfuhrliche Erlauterungen

Zu (d): Die Definitionsaussage muss die Gestalt einer (mehrfach) universalquantifizierten
Bisubjunktion haben. Hat eine Aussage I" nicht die verlangte Form der (mehrfach) universal-
quantifizierten Bisubjunktion, dann geniigt I" unter Umstinden nicht dem Kriterium der
Eliminierbarkeit oder nicht dem Kiriterium der Nichtkreativitit — die Eliminierbarkeit des
Definiendums oder die Konservativitit der Erweiterung sind unter Umstinden gefihrdet.

Beispielsweise ist bei Aussagen der Form

/\61.../\EH(B — (DE,, ..., &) < A)
die Eliminierbarkeit gefihrdet.

Dazu betrachte man V¥, die Erweiterung von V,, um die Definition
AzAy(Kind-von(z, y) — (Sohn-von(z, y) «> Kind-von(z, 3) A minnlich(z))).
Dann ist 'Sohn-von(.., ..)"' in V,;* nicht relativ auf V,; eliminierbar. Falls nimlich fir geschlos-

sene V *-Terme 0,, 0, nicht schon die Aussage 'Kind-von(0,, 0,)' beweisbar ist, ldsst sich
auch die Bisubjunktion
Sohn-von(0, 6) <> Kind-von(1, 0,) A mannlich(0)
nicht gewinnen, mit der 'Sohn-von(.., ..)" in 'Sohn-von(0,, 6,)' eliminierbar wire.
Ist 'Kind-von(0,, 6,)' in V,* nicht beweisbar, dann ist ferner 'Sohn-von(0,, 0,)" in V,* nicht
entscheidbar und es gibt keine V,s-Aussage B, die in V,;* zu 'Sohn-von(0,, 0,)" dquivalent ist.

'Sohn-von(0,, 6,)' ist dann also eine »neuec unentscheidbare Aussage. So ist etwa 'Sohn-von(,

0)' eine solche »neuec unentscheidbare Aussage, da eben 'Kind-von(i, 0)' in V,4* nicht beweis-



5.1 Erlauterung der Regel 111

bar st 'Sohn-von(j, 0)' ist in VF nicht entscheidbar ~ und
'Sohn-von(i, 0)" ist in V¥ zu keiner V,;-Aussage dquivalent.”
Ebenso ist die Eliminierbarkeit gefahrdet, wenn eine Definitionsaussage I" die Form
Ne  NE(DE, ..., 8) — A
hat. Sei etwa V,* die Erweiterung von V,, um die Definition
AzAy(Tochter-von(z, 3j) — Kind-von(z, y) A weiblich(z)).
Dann ist "Tochter-von(.., ..)" in V,* nicht relativ auf V,;-eliminierbar. So kann man zwar in
V,.* beweisen:
Vy Tochter-von(i, y) — Vy(Kind-von(i, 3) A weiblich(i)),
aber man kann in V,* nicht beweisen:
Vy(Kind-von(i, 3) A weiblich(i)) — Vy Tochter-von(i, ).
"Vy Tochter-von(i, )" ist vielmehr eine »neuec unentscheidbare Aussage. Allgemein ist jede
Aussage der Art "Tochter-von(0,, 0,)' in V ,* eine »neuec unentscheidbare Aussage, wenn in
V. nicht die Aussage '—~(Kind-von(0,, 0,) A weiblich(0,))' beweisbar ist.
Andere Abweichungen von der verlangten Form koénnen die Konservativitit gefihrden:
Hat eine Aussage I" etwa die Form
Ner N @, .. %) o A AVELVE, D, ., 6y
oder
Nei.. Ne(@E, ..., &) A DY),

dann ist unter Umstinden die Konservativitit der Erweiterung gefihrdet, man erinnere sich

an Ubung 4.8 und Ubung 4.9.

Allgemein gilt: Ist S eine Sprache, S' eine Inventarerweiterung von S um einen n-stelligen

Pridikator @ und A eine Aussage, die gemi DP in S' als Definition von @ gesetzt werden

Unter der Voraussetzung, dass B eine parameterfreie Formel von § ist und es eine Inventarerweiterung von
S um den n-stelligen Pridikator @ gibt, in der A&... A& (D&, ..., &) <> A) gemiB DP als Definition ge-
setzt werden durfte, ist jedoch das Kriterium der Nichtkreativitit auf jeden Fall erfiillt. Liberalisierte Defini-
tionsreglements lassen auch die Setzung von Aussagen AZ;...AE,(B — (D, ..., &) < A)), die die angege-
ben Bedingungen erfiillen, als sogenannten bedingten Definitionen zu. Mit solchen bedingten Definitionen wird
dann die Anwendung des Definiendums nicht mehr fiir alle, sondern nur noch die B-Kontexte definiert.
Bedingte Definitionen werden von manchen Autoren u.a. dann bevorzugt, wenn die Anwendung der defi-
nierten Pridikate auf Dinge, die keine B-Dinge sind, (fir diese Autoren) nicht interessant oder nicht er-
winscht ist. Bei der Definition von Funktoren (1 6.1) kommen bedingte Definitionen sodann zum Einsatz,
wenn die in den Definitionsregeln fiir die unbedingte Definition dieser Ausdriicke geforderte Einzigkeit
unmittelbar nur fiir einen bestimmten Bereich gegeben ist und die Wahl eines sogenannten Ersatzreferenten

fiir eine unbedingte Definition nicht erwiinscht ist.
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darf, und A* eine beliebige S'-Aussage, dann gilt: Wenn {A | A ist Axiom oder Definition
von 8} U {A*} = A, aber {A | Aist Axiom oder Definition von S} U {A} I+ A*, dann ist O
zwar in der Erweiterung von S um die Definition A* und den Pridikator @ S-eliminierbar,
aber diese Erweiterung keine konservative Erweiterung von S. Wenn dagegen {A | A ist
Axiom oder Definition von S} U {A} = A* aber {A | A ist Axiom oder Definition von S}
u {A*} I+ A, dann ist die Erweiterung von S um die Definition A* und den Pridikator @
zwar ecine konservative Erweiterung von S, aber @ in dieser Erweiterung nicht S-
eliminierbar. Gilt dagegen {A | A ist Axiom oder Definition von S} u {A*} = A und {A |
A ist Axiom oder Definition von S} U{A} = A*, dann ist @ in der Erweiterung von S um
die Definition A* und den Pridikator @ S-eliminierbar und diese Erweiterung eine konser-
vative Erweiterung von S.” Gilt {A | A ist Axiom oder Definition von S} U {A*} I~ A und
{A | Aist Axiom oder Definition von S} U {A} F+ A*, dann muss eigens untersucht werden,
ob @ in der Erweiterung von S um die Definition A* und den Pridikator @ S-eliminierbar

ist und ob diese Erweiterung eine konservative Erweiterung von S ist.

Zu (d): Die Definiendumformel muss eine atomare Formel sein; d.h., auf der linken Seite
der Bisubjunktion darf keine molekulare Formel stehen. Ist diese Bedingung verletzt, dann
erfillt der Definitionskandidat unter Umstinden nicht das Kriterium der Eliminierbarkeit —
die Eliminierbarkeit des Definiendums in der Erweiterung der Ausgangssprache ist unter
Umstinden nicht mehr gegeben.

Man betrachte etwa die V-Aussage
5.1  Az(Vy Kind-von(z, y) «> Vy Elter-von(y, z)).

Sei V¢* die Erweiterung von Vg um die Definition [5.1]. Dann ist 'Kind-von(.., ..)" in V*
nicht V. -eliminierbar. D.h., [5.1] geniigt dem Kriterium der Eliminierbarkeit bzgl. V, und
'Kind-von(.., ..)" nicht.

Insbesondere gibt es keine V,-Aussage I', so dass die Bisubjunktion aus 'Kind-von(x, y)'
und I' in V* beweisbar wire. Es wurde nimlich gar nicht definiert, was es hei3en soll, dass

eine beliebige Gegebenheit Kind einer beliebigen anderen Gegebenheit ist, vielmehr wurde

Analoge Zusammenhinge gelten auch fir die Definition von Individuenkonstanten nach DIB und von
Funktoren nach DIFB. Dieser Umstand ldsst sich ausnutzen, um gegeniiber DP, DIB und DFB zulissige
Definitionsregeln fiir bestimmte Ausdriicke (etwa Relations- und Funktionsbezeichnungen in Mengenspra-

chen) zu formulieren, die die Definition der betroffenen Ausdriicke veteinfachen.
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nur festgelegt, dass jemand genau dann Kind von zrgendjemanden sein soll, wenn es irgendje-
manden gibt, der sein Elter ist.

[5.1] sollte zwar in einer material adiquaten Verwandtschaftssprache beweisbar sein (und
ist etwa in V, auch beweisbar), aber [5.1] sagt eben — material gesprochen — etwas tiber die
Eigenschaften eines Gebildes und nicht tiber eine Relation zwischen zwes Gebilden aus. Aus-
sagen der Art 'Kind-von(0,, 0,)" sind in V* »neuec unentscheidbare Aussagen.

Zur Veranschaulichung betrachte man die Vg*-Aussage
[5.2] Kind-von(o, h).

Angenommen, man will 'Kind-von(.., ..)" in [5.2] unter Ausnutzung von [5.1] eliminieren.
Dann miisste man versuchen [5.1] passend zu instanziieren. Dies scheitert jedoch daran, dass
die Stelle, an der 'h' eingesetzt werden miisste, in der Definiendumformel von einer gebun-

denen Variablen besetzt ist. Man bekommt also mit UB nut:
Vy Kind-von(o, ) <> Vy Elter-von(y, o)
In dieser Aussage wird aber von Hans nichts gesagt, sie sagt nur, dass Otto genau dann Kind
von irgendjemandem — etwa Hans — ist, wenn irgendjemand — etwa Inge — Elter von Otto
ist.
Als weiteres Beispiel fir die Gefihrdung der FEliminierbarkeit durch molekulare

Definiendumformeln betrachte man die V,-Aussage

[5.3]  AzAySohn-von(z, ) A minnlich(z) <> Kind-von(z, y) A minnlich(z)),

fir die ebenfalls gilt, dass sie in einer material addquaten Verwandtschaftssprache beweisbar
sein sollte und in V beweisbar ist. Auch diese Aussage erfillt jedoch das Kriterium der
Eliminierbarkeit bzgl. V,; und 'Sohn-von(.., ..)' nicht.

[5.3] legt namlich nicht fest, was es heif3t, dass eine beliebige Gegebenheit Sohn einer belie-
bigen Gegebenheit ist, sondern dass eine beliebige Gegebenheit genau dann Sohn einer be-
liebigen Gegebenheit #zd minnlich ist, wenn sie Kind der zweiten Gegebenheit und ménn-
lich ist.

So ldsst sich etwa in V¢, der Erweiterung von V,, um die Definition [5.3], beweisen:

—Vy(Sohn-von(i, ) A minnlich(i)),
da sich in V,* '=minnlich(i)' beweisen ldsst, aber die Aussage
—Vy Sohn-von(i, ¥)
istin V¢ weder entscheidbar noch zu einer V,;-Aussage dquivalent. Da Inge nicht mannlich

ist, wird sie eben von der in [5.3] angegeben Aquivalenz bzgl. ihres (Nicht)Sohnseins gar
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nicht erfasst. Allgemeiner gilt fiir alle Aussagen der Art 'Sohn-von(0,, 0,), dass sie »neue«
unentscheidbare Aussagen in V¢ sind, wenn 'minnlich(0,)' in V" nicht beweisbar ist.

Zu (a): In der Definiendumformel kommt jede Variable, die vorkommt, genau einmal vor.
Ist diese Bedingung verletzt, dann erfillt der Definitionskandidat ebenfalls unter Umstinden
nicht das Kriterium der Eliminierbarkeit — die Eliminierbarkeit des Definiendums in der Et-
weiterung der Ausgangssprache ist unter Umstinden nicht mehr gegeben.

Sei etwa V* die Erweiterung von V um die Definition

Ax(zeugte-sich-selbst(z, ) <> Vater-von(z, 1))

und den zweistelligen Pradikator 'zeugte-sich-selbst(.., ..)". Dann ist
"zeugte-sich-selbst(.., ..)' in V* nicht V-eliminierbar. Da hier ndmlich in der Definiendumfor-
mel dieselbe Variable mehrfach vorkommt, ist Eliminierbarkeit nur noch fiir Kontexte gege-
ben, in denen an den Stellen, an denen die Variable in der Definiendumformel auftritt, der-
selbe Term substituiert werden darf. Wiederum geraten damit jneue« unentscheidbare
Aussagen in die Sprache, nimlich alle Aussagen der Art 'zeugte-sich-selbst(0;, 0,)', bei denen
'0, = 0, in V* nicht beweisbar ist.

Zu (c): Das Definiens ist eine Formel der Ausgangssprache. Damit gilt insbesondere: Alle
atomaren Teilausdricke des Definiens sind Ausdriicke der Ausgangssprache. Treten in einer
Definition neben dem Definiendum weitere neue Ausdriicke auf, so geniigt der Definitions-
kandidat unter Umstinden nicht dem Kriterium der Eliminierbarkeit — die Eliminierbarkeit
des Definiendums (und der weiteren neuen Ausdriicke) in der erweiterten Sprache relativ auf
die Ausgangssprache ist gefihrdet.

Sei etwa V° die Inventarerweiterung von L* um die zweistelligen Pridikatoren

'Kind-von(.., ..)" und 'Elter-von(.., ..)". Dann geniigt die V°-Aussage
[5.4]  AzAy(Kind-von(z, 3) <> Elter-von(y, ))

nicht dem Kritetium der Eliminierbarkeit bzgl. L* und 'Kind-von(.,.)" (resp.
'Elter-von(.., ..)") und keiner der beiden Ausdriicke ist in der Erweiterung von V° um die De-
finition [5.4] relativ auf L* eliminierbar.

Bemerkung: Diese Bedingung steht dem traditionellen Verbot der Definition durch >dunklec
Definiensausdriicke, die selber nicht ausreichend in ihrer Verwendung geklirt sind, nahe.

Zu (ca): Im Definiens kommen hochstens die Variablen frei vor, die auch in der Defi-
niendumformel vorkommen. Ist diese Bedingung verletzt, dann gentigt der Definitionskan-
didat unter Umstinden nicht dem Kriterium der Nichtkreativitit — die Erweiterung um den

Defintionskandidaten und das Definiendum ist eventuell nicht konservativ.
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Sei V” die Erweiterung von V um die Definition

[5.5]  AxAy(Vater(z) «> Vater-von(z, v))

und den einstelligen Pradikator "Vater(..)'. Dann ist V" keine konservative Erweiterung von
V. So ist etwa in V die V-Aussage 'A\y Vater-von(h, )' nicht beweisbar. Man betrachte nun

folgenden V"-Beweis:

[5.0]
0 Es-gilt Ay Vater-von(h, y)
1 Da —weiblich(o) | Ax. [3.4]a
A
(Elter-von(i, o) A weiblich(i))
A
(Eltet-von(h, o) A —=weiblich(h))
2 Da Az(minnlich(z) «> —weiblich(z)) | Def. [3.5]a
3 Da AzAy(Vater-von(z, y) <> Elter-von(z, y) A minnlich(z)) | Def. [3.7]a
4 Da AzAy(Vater(z) <> Vater-von(z, 3)) | Def. [5.5]
5 Also Elter-von(h, o) A —weiblich(h) | KB; 1
6 Also Elter-von(h, o) | KB; 5
7 Also —weiblich(h) | KB; 5
8 Also minnlich(h) <> —weiblich(h) | UB; 2
9 Also minnlich(h) | BB; 7,8
10 Also Elter-von(h, o) A minnlich(h) | KE; 6,9
11 Also Ay(Vater-von(h, 3) <> Elter-von(h, 3) A minnlich(h)) | UB; 3
12 Also Vater-von(h, o) <> Elter-von(h, o) A minnlich(h) | UB; 11
13 Also Vater-von(h, o) | BB; 10, 12
14 Also Ay(Vater(h) <> Vater-von(h, 1)) | UB; 4
15 Also Vater(h) <> Vater-von(h, o) | UB; 14
16 Also Vater(h) | BB; 13,15
17 Also Ay(Vater(h) <> Vater-von(h, 1)) | UB; 4
18 Also Vater(h) <> Vater-von(h, y) | UB; 17
19 Also Vater-von(h, y) | BB; 16, 18
20 Also Ay Vater-von(h, ) | UE; 19

Zunichst ergibt sich daraus, dass die V-Aussage 'Ay Vater-von(h, )' in V nicht, in V° aber
sechr wohl beweisbar ist, dass V” keine konservative Erweiterung von V ist. Dartiber hinaus
ist V7 aber sogar in der stirkst moglichen Weise nicht-konservativ bzgl. V: V"ist inkonsistent

und beweist damit jede V" und jede V-Aussage: Da V" eine Erweiterung von V ist, ist in V~
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nidmlich jede V-Aussage beweisbar, die in V beweisbar ist, insbesondere auch die Aussage
'—/Ay Vater-von(h, 3)'. Damit ist in V* insgesamt eine Aussage und ihre Negation beweisbar.
Bemerkung: Die Forderung, dass im Definiens hochstens die Variablen frei vorkommen diir-
fen, die auch in der Definiendumformel vorkommen, bedeutet nicht, dass im Definiens jede
freie Variable héchstens einmal vorkommen darf: Solange im Definiens héchstens die Vari-
ablen frei vorkommen, die in der Definiendumformel vorkommen, kénnen sie im Definiens
beliebig hiufig auftreten. Sei etwa V' die Inventarerweiterung von V um den zweistelligen

Pridikator 'Onkel-von(.., ..)". Dann darf die V'-Aussage

AzAy(Onkel-von(z, v)

PN

Vu(—u = x A Kind-von(y, u) A Vu(Kind-von(u, v) A Kind-von(z, v))) A minnlich(z))
gemiB DP in V" als Definition gesetzt werden.

Zu (cb): Im Definiens kommt kein Parameter vor. Ist diese Bedingung verletzt, dann darf
die Aussage, auch wenn sie als Definition gesetzt ist, nicht angezogen werden. Damit fihrt
eine solche Setzung zu einer Erweiterung, in der der definierte Ausdruck u.U. nicht
eliminierbar ist. Wire auch die Anziechung von Aussagen, die Parameter enthalten gestattet,
dann wiirde eine Verletzung dieser Bedingung iiberdies dazu fiihren, dass der Definitions-
kandidat unter Umstinden nicht dem Kriterium der Nichtkreativitit gentigt.

Zu (b): Das Definiendum ist kein Ausdruck der Ausgangssprache; das Definiendum muss
neu sein. Ist diese Bedingung verletzt, dann geniigt der Definitionskandidat unter Umstidnden
nicht dem Kriterium der Nichtkreativitit — die Erweiterung um den Definitionskandidaten
und das Definiendum ist eventuell nicht konservativ.

Man betrachte dazu die V,,-Aussage

5.7  AzAy(Vater-von(z, y) <> Elter-von(z, 1))

Dann gilt zunichst, dass [5.7] gema3 DP in V,; als Definition gesetzt werden darf — [5.7] ist
zwar keine material addquate Definition von 'Vater-von(.., ..)', aber rein formal wire das Set-
zen von [5.7] als Definition in V,, korrekt. Insbesondere geniigt [5.7] dem Kriterium der
Nichtkreativitit bzgl. V..

Ganz anders sicht die Situation aus, wenn man V,,, in der 'Vater-von(.., ..)" ja bereits durch
die Definition [3.7], reguliert ist, um [5.7] als >zusidtzlichec Definition von
'Vater-von(.., ..)' zu V,,| erweitert. Zunichst ist dann V ;' keine konservative Erweiterung von
V., denn [5.7] ist eine V,,-Aussage, die in V,, nicht, in V,,) aber sehr wohl beweisbar ist.
Uberdies ist V,;' aber auch inkonsistent, denn in V, ist die Negation von [5.7] beweisbar. Da

V., eine Erweiterung von V, ist, ist damit in V,,' eine Aussage und ihre Negation beweisbar.
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Bemerkung 1: In der Wissenschaftspraxis ist die so genannte Mebrfachdefinition von Ausdri-
cken (die durch DP, DFB und DIB kategorisch ausgeschlossen wird) recht hiufig anzutref-
fen. Von einer harmlosen Mebrfachdefinition spricht man in einem solchen Fall, wenn die »zusitz-
liche< Definition in der Ausgangssprache bereits beweisbar ist.

Sei etwa V" die Erweiterung von V,, um die Definition

[5.8] AzAy(Vater-von(z, 3) <> Elter-von(z, y) A —weiblich(z)).

Dann ist [5.8] in V,; bereits beweisbar (tatsichlich ist [5.8] in V,, zur V ;-Definition von 'Va-
ter-von(.., ..)' dquivalent und hitte genauso gut als Definition gewihlt werden kénnen). Da-
mit ist nicht nur V,," eine konservative Erweiterung von V,,, sondern in V,," und V,; sind
sogar genau dieselben V,;-Aussagen (bzw. V|, -Aussagen) beweisbar.

Obwohl es harmlose Mehrfachdefinitionen gibt, schlieen die Definitionsregeln Mehrfach-
definitionen generell aus, da sichergestellt sein soll, dass jede regelgemil3e Definition das
Kriterium der Nichtkreativitit erfillt und da jede Mehrfachdefinition entweder harmlos —
und damit Uberflissig — oder aber kreativ ist.

Bemerkung 2: In der wissenschaftlichen und lebensweltlichen Praxis gibt es »umkimpfte
Ausdriicke, deren korrekte Verwendung umstritten ist. Dabei ist es durchaus legitim, vorlie-
gende Regulierungsvorschlage zu kritisieren und eigene Vorschlige dagegenzusetzen. Unred-
lich ist es dagegen, eigene Neuregulierungen auf die Sprachen anderer zu ibertragen und
deren Aussagen nachtriglich mit Hilfe der eigenen Neuregulierung umzuinterpretieren.

Bemerkung 3: Die Forderung der Neuheit des Definiendums schlieB3t zirkulire Definitions-
ketten aus. Das traditionelle Verbot zirkulirer Definitionsketten ist in der Praxis insbesonde-
re auch dann relevant, wenn Definitionen explikativen und dabei auch informativen Charak-
ter haben sollen. Man vergegenwirtige sich etwa ein Wérterbuch, dass 'Mensch' durch
"Person' und "Person' durch 'Mensch' erldutert. Falls man nicht bereits vor Benutzung eines
solchen Wérterbuches wusste, wie einer der beiden Ausdriicke korrekt verwendet wird, wird

man es auch nach der Benutzung nicht (im vielleicht erhofften Umfang) wissen.

Ubung 5.1

Welche der folgenden Aussagen (entsprechender Erweiterungen von V) durfen in keiner
Erweiterung von V als Definition gemil3 DP gesetzt werden? Begrinden Sie Thre Angaben.
Verwenden Sie dabei die Formulierungen aus den vorangehenden Erlduterungen (etwa: 'die

Definiendumformel ist keine atomare Formel', 'die Variablen in der Definiendumformel sind
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nicht paarweise verschieden'). Geben Sie jeweils an, welchem Kriterium die jeweilige Aussage

unter Umstinden nicht geniigt:

a) Az(Vy Kind-von(y, ) — (Muttet(z) <> Vu Mutter-von(z, u)))
b) AzxAy(Tante-von(z, 1)
Vu(—u = z A Elter-von(u, y)
A Vo(Elter-von(v, u) A Elter-von(v, 2))) A weiblich(z))

] Az(Tochter-von-Otto(z) <> Elter-von(o, z) A weiblich(z)) A V& Tochter-von-Otto(z)
d AzxAy(Tante-von(z, 1)
A

Vu(—u = z A Elter-von(u, y)
A Vo(Elter-von(v, u) A Elter-von(v, 2))) A weiblich(z))

) AzAy(Tante-von(z, 3) v Onkel-von(z, ¥)

-
Vu(—u = z A Elter-von(u, )
A Vu(Elter-von(v, 1) A Elter-von(v, x))) A (weiblich(x) v minnlich(x)))
f) Az(Gebar-sich-selbst(z) <> Mutter-von(z, ))
2 AzAy(Onkel(z)

<«
Vu(—u = z A Elter-von(u, )
A Vu(Elter-von(v, 1) A Elter-von(v, x))) A minnlich(x))
h) Az(Nichte(z) <> Vy(Tante-von(y, z) v Onkel-von(y, z)))

["Ibung 5.2

a) V,,” sei die Inventarerweiterung von V,; um den einstelligen Pridikator 'Mutter(..)". Wei-
sen Sie nach, dass die V,;"-Aussage 'AzA\y(Mutter(z) <> Mutter-von(z, ¥))' dem Kriterium
der Nichtkreativitit bzgl. V,; nicht gentigt.

b) V¥ sei die Inventarerweiterung von V um den zweistelligen Pridikator

'GroBvater-von(.., ..)'. Zeigen Sie, dass die V*-Aussage

AzAyAz(GroBvater-von(z, y) <> Elter-von(z, 3) A Elter-von(z, 2))

dem Kriterium der Nichtkreativitit bzgl. V nicht gentigt.

c) Uberlegen Sie sich eine formal korrekte und material adiquate V,;” -Definitionsaussage
fur 'Mutter(..)".

d) Uberlegen Sie sich eine formal korrekte und material adiquate V*-Definitionsaussage

fir 'Grof3vater-von(.., ..)".
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5.2 Regelgemal Definieren

(Ubnngskapitel)

Im Folgenden sollen Sie das Definieren von Pridikatoren gemill DP eintben. Ausgangs-
sprache ist dabei die ADS-Sprache V?, deren Inventar gleich dem Inventar der Inventarer-
weiterung  von L* um die zweistelligen Pridikatoren 'Sohn-von(.,.)" und

"Tochter-von(.., ..)" ist und in der genau die folgenden Setzungssitze enthalten sind:

[5.9] AXIOM  Az(Vy Sohn-von(z, y) v Vy Tochter-von(z, )

[5.10] AXIOM Az —(Vy Sohn-von(z, 3) A Vy Tochter-von(z, 1))

Ubung 5.3
Definieren Sie nacheinander 'minnlich(..)", 'weiblich(..)' und 'Kind-von(.., ..)' gemil3 DP, so

dass folgende Aussagen in der entstehenden Erweiterung von V7, V> beweisbar sind und

zeigen Sie dies durch entsprechende Beweise:

a) Az(minnlich(z) v weiblich(z))

b) —Vz(minnlich(z) A weiblich(z))

o) Az(minnlich(z) <> —weiblich(z))

d) AzAy(Tochter-von(z, y) «> Kind-von(z, y) A weiblich(z))
) AzAy(Sohn-von(z, y) <> Kind-von(z, y) A minnlich(z))

V?+ sei nun die Erweiterung von V>, die durch folgende Setzungen entsteht:

[5.11] AXIOM  Az(Vy(Kind-von(z, 3) A weiblich(y)) A Vz(Kind-von(z, 2) A minnlich()))

[5.12] AXIOM AzAyAzAv(Kind-von(z, ) A Kind-von(z, 2) A Kind-von(z, v)
—

Y=ZVY=0VZ=1)

[5.13] AXIOM  AzAy(Kind-von(z, 1) — —Kind-von(y, 1))

Ubung 5.4
Definieren Sie im Ausgang von V*+ 'Elter-von(.., ..)' gemal3 DP, so dass die folgenden Aus-

sagen in der entstehenden Erweiterung von V’+ beweisbar sind, und zeigen Sie dies durch

entsprechende Beweise:
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a) Az(Vy(Elter-von(y, z) A weiblich(y)) A Vz(Elter-von(z, ) A —weiblich(z)))

b) AzAyAzAv(Elter-von(y, z) A Elter-von(z, z) A Elter-von(v, ) > 2=y Vv z=0vVy =)
] AzAy(Elter-von(z, y) — —Elter-von(y, z))
Ubung 5.5

Definieren Sie im Ausgang von der letzten Erweiterung nacheinander 'Vater-von(.., ..)' und
'Mutter-von(.., ..)" gemdl3 DP, so dass die folgenden Aussagen in der entstehenden Erweite-

rung beweisbar sind, und zeigen Sie dies durch entsprechende Beweise:

a) AxVyVz(Vater-von(y, ) A Mutter-von(z, x))

b) AzAyAz(Vater-von(z, ) A Vater-von(z, 3j) — & = 2)

9 AxAyAz(Mutter-von(z, y) A Mutter-von(z, y) — = 2)
d AxVy(Vater-von(y, ) A Az(Vater-von(z, ) — z = 1))

€ AzVy(Mutter-von(y, ) A Az(Mutter-von(z, ) — 2z = y))



6 Zur Definition von Funktoren und Individuen-

konstanten

6.1 Funktoren

(DFB) Regel fiir die Definition von Funktoren durch universalquantifizierte Bisubjunfktionen

Wenn:

2)
b)

9

d)

©)

&, ..., &, w sind paarweise verschiedene Variablen von S (n = 1),

S ist eine Inventarerweiterung von S um den n-stelligen Funktor ¢,

A ist eine Formel von §, fiir die gilt:

ca) in A sind hochstens &, ..., &, o frei,

cb) in A ist kein S-Parameter Teilterm,

in S ist die Aussage: AZ1... A& Vw(A A N([C, w, A] = { = w)) beweisbar (wobei ¢
eine von &, ..., &, w verschiedene S-Variable ist, die kein Teilterm von A ist),

I' ist eine Aussage der Form:

Ner. Neho(o, .. 6) = 0 o A),

dann darf man I' in S' definitorisch setzen.

6.2 Individuenkonstanten

(DIB) Regel fiir die Definition von Individuenkonstanten durch universalquantifizierte Bisubjunktionen

Wenn:

)
b)

0

d)

0

o ist eine Variable von S,

S ist eine Inventarerweiterung von S um die Individuenkonstante o,

A ist eine Formel von §, fiir die gilt:

ca) in A ist h6chstens o frei,

cb) in A ist kein S-Parameter Teilterm,

in § ist die Aussage: Vo(A A A([C, w, A] — { = w)) beweisbar (wobei { eine von o
verschiedene S-Variable ist, die kein Teilterm von A ist),

I' ist eine Aussage der Form:

No(d = w e A),

dann darf man T in S' definitorisch setzen.

Noch auszufiihren.
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